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W artykule sformulowano problem wyzaczania sprzetowej struktury sieci kom-
puterowej w postaci zadania optymalizacji wektorowei. Do oceny wariantéw projekiu
zastosowano dwa kryteria: kryterium ekonomiczne oraz kryterium zwigzane z jakoscig
funkcjonowania sieci. Zaproponowano suboptymalnag metod¢ wyznaczahia rozwiazat
optymalnych w sensie Pareto oraz rozwiszafi kompromisowych.

1. WSTEP

Praca dotyczy optymalizacji lacznego przydziatu typow komputerdéw oraz typéw
kanalow w procesie projektowania globalnej sieci komputerowej (w skrocie SK).
Niewlasciwy dobér typéw komputeréw lub typéw kanaléw moze spowodowagd

- nieuzasadnione zwigkszenie kosztéw budowy sieci lub wydtuzy¢ czas przetwarzania

informacji w poréwnaniu z optymalnymi rozwiazaniami.

Pojecie sprzgtowej struktury SK jest definiowane réznorodnie w zaleznodci od
celow modelowania oraz stosowanego j¢zyka formalizacji w ' teorii SK [9,10].
W pracy, pod pojeciem sprzgtowej struktury SK rozumie si¢ laczny przydzial typow
komputer&w i typéw kanatéw. :

Jedna z pierwszych metod projektowania sprzetowej struktury SK byla metoda
Changa [4]. W powyiszej metodzie nie optymalizuje si¢ wyznaczonych rozwigzan
dopuszczalnych. Ponadto w [4] rozpatruje si¢ SK o topologii drzewa. Na podstawie
zmodyfikowanego modelu Changa w pracy [3] zaproponowano optymalizacje struk-
tury sprzgtowej i programowej SK. Parametryczna metodg struktur ztozonych
systemow w tym rowniez SK przedstawili Gonzales i Jordan [6]. Ineresujacy model
funkcjonowania SK zaproponowat Janbych [7].

W pracy na podstawie zmodyfikowanego modelu Janbycha sformulowano
zagadnienie wyznaczania sprzgtowej struktury SK w postaci zadania optymalizacji
wektorowe . Zaproponowano metode rozwiazania powyzszego problemu. Zastoso-
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wano oznaczenia i definicje pojeé podstawowych w zakresie polioptymalizacji
z dostepnych prac Ameljaniczyka [1,2].

2. MODEL FUNKCJONOWANIA SK

Na pewnym obszarze geograficznym rozawaza si¢ zbiér numeréw usytuowan
terminali A = {l,..., n,..., N}. Terminal rejestruje i prezentuje informacj¢ oraz
organizuje wymiang danych z siecia poprzez wegzet w sposob lokalny lub zdalny.
W dowolnym usytuowaniu terminala moze si¢ znajdowaé wezet komunikacyjny fub
kompleks obliczeniowy, ktory zawiera komputer obliczeniowy i wezel. Uzytkownik
wprowadza do sieci za pomoca terminala pytania do aktualnie eksploatowanych
systembw informatycznych i uzyskuje wlasciwa informacje. Mozliwe jest komuniko-
wanie z innymi uzytkownikami za pomoca transferu zbioréw informacyjnych.
Pytanie proste wymaga dostgpu do zasobow jednego komputera. Pytanie zlozone
wymaga dodatkowo dostepéw do zasobéw innych komputer6w. Komputery ob-
liczeniowe moga byé réznych typéw. Wezly i terminale komunikuja si¢ poprzez
dzierzawione z resortu lacznoéci kanaly telekomunikacyjne, ktére réwniez moga by¢
roznych typow.

Przyjmuje si¢, ze dany jest zbiér koniecznych usytuowann komplekséw ob-
liczeniowych Y,<A. Ponadto komputery obliczeniowe moga byé projektowane
tylko w punktach ze zbioru B, przy czym B<A oraz ¥, <B. Zakladajac, ze kanaly
przesylaja dane w obu kierunkach, mozna dla dowolnej pary terminali (i, j)
wyznaczyé indeks pojedynczy / za pomocg ponizszej zaleznosci:

1={l:_J: i dlaj=1
k=1
gdzie N > 2 oraz i>}]. v

Niech & ,; oznacza §rednig intensywno$§¢ prostych pytan z i-tego terminala,
a F, — Srednia intensywnoséé odpowiedzi na proste pytania przeslane do
i-tego terminala. L.aczna intensywno$¢ przesylania danych zwiazanych z pytaniami
prostymi miedzy i-tym terminalem, a wezlem wynosi &, = F,, + F,;

. . . .. bit )
Postawowa jednostka miary intensywnosct jest [—s—] Niech #,,; oznacza

érednia intensywno§¢ ruchu zwiazanego z pytaniami zZlozonymi migdzy i-tym
terminalem, a j-tym terminalem, a #,,. oznacza $rednia intensywnoS§¢ odpowiedzi
na zlozone pytania zadawane z i-tego terminala, do j-tego terminala. Laczna
intensywnos¢ przesylania danych zwiazanych z pytaniami zltozonymi, zadawanymi
od i-tego terminala do j-tego terminala wynosi &; = Fiy T Fay Srednia
intensywno§¢ wiadomoéci informacyjnych (poczta elektroniczna) od i-tego te-
rminala do j-tego terminala oznaczono przez 7. Natomiast §rednia dlugos¢
wiadomoéci (pytanie proste lub zlozone, wiadomo$¢ informacyjna) oznaczono

przez 1/u [bit].
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Przepustowo§¢ kanatu nalezy do zbioru mozliwych wartosci przepustowosci
{Cyyeess Craeer Cy}, W ktorym przepustowosci uporzadkowane sa w sposob rosnacy.
Analogicznie, komputery obliczeniowe moga charakteryzowac si¢ jedna z nastepuja-
cych przepustowosci {K ...,k ..k} - '

Intensywno§é przeptywu danych w kanale laczacym i-ty terminal z wezlem mozna
wyznaczy¢ nastgpujgco: ¥

M=

N
A4, = F+ O + 7)) + Y Fns
n=1

n=i

2
TR

1
i

Intensywno$é zapytan kierowanych do komputera obliczeniowego w i-tym
miejscu obejmuje proste pytania oraz ruch generowany przez pytania zlozone imozna
ja wyznaczyC jak nizej:

J K L
=3 Y L Fuxul-x%+ X F
=1 k=1 1=1

1nis

M=

1l

=i
gdzie
! odpowiada parze (n, i) lub (i, n),

e |1 gdy Ita parg stacji laczy kanal o przepustowosci C
X = 10 w przeciwnym razie,

an =

- 1 gdy do n-tej stacji przydzielono komputer o przepustowosci x;,
0 w przeciwnym razie.

Intensywnosé przeptywu danych f; w kanalach laczacych wezly mozna wyznaczy¢
np. za pomoca procedury M2 141 z pracy [3], przy czym wczeéniej nalezy ustali¢ x,°
dlal=T] k= 1,k. ,

Intensywno§é wprowadzanych wiadomosci z terminala do wezla mozna wy-
znaczy¢ nastgpujaco [ :

M=

yiz_g—"_*_

i1 ('971&: + Yin)'

N

n=1
n=i

Koszt polaczenia terminali i weziow oraz nabycia komputeréw obliczeniowych
mozna wyznaczyC jak nizej:

1 T L K L X
e =t (8 S e e 3 Y atnt)+ 2 3T @

i=1 j=1 « 1=1 k=1
e
+ g Xy
gdzie
X = (X, X ree s XL e Xy Texy %y, ) — rozwigzanie opisujace sprzetowa

strukture SK,
f — stopa dyskonta (zwykle B = 0,1),
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v — okres eksploatacji sieci,
g — koszt komputera o przepustowosci x
gk — koszt podlaczenia kanalu o przepustowosci C,,
g% — miesi¢czny abonament dzierzawy kanalu o przepustowoéci C,,
9, — aproksymowany na podstawie taryfy telekomunikacyjnej wspélczynnik linio-
wy funkcji wykladniczej dzierzawy kanatu o przepustowosci C,,
« — aproksymowany na podstawie aktualnej taryfy telekomunikacyjnej wykladnik
funkcji wykladniczej dzierzawy kanalow,
F,(x)— suma rocznych kosztow eksploatacji kanaléw oraz kosztéw inwestycyjnych
zww:zanych z zakupem komputeréw obliczeniowych. Koszt inwestycyjny przeliczono
na roczne naklady za pomocy tzw. wspoélczynnika amortyzacii [5].

Srednie opbznienie wiadomosci w sieci mozna przedstawiC nast¢pujaco:

F,® =T, + T, + T, (%),
gdzie
T, (x) — $redni czas wprowadzania wiadomosci z tereminali do weztow,
T, (x) — $redni czas przesylania wiadomoSci w sieci,
T, (ZC) — Sredni czas przetwarzania wiadomosci w sieci.
Sredni czas wprowadzania wiadomosci z terminali do wezléw mozna przedstawié
jak nizej:

5 I
T,(x) = — a - ,
) Yu ,.21 =1 > i= Ck
gdzie
[ odpowiada parze wezlow (n, i) lub (i, n),

N

y =), #, — globalna intensywnosé wprowadzanych wiadomosci do sieci.
=1 . - . .
Sredni czas przesylania wiadomosci w sieci dla modelu ruchu Kleinrocka [8]

mozna oszacowaé nastepujaco:

S LG d, L.

T,(x) = l=zl k§1 ( u'(,u'C =7 + T, + kZl k'xlk ) ,Yxlk R
gdzie
T, — dany czas przetwarzania wiadomosci w weiZle,
u' — &rednia dlugos¢ wiadomosci oraz danych sterujacych,
d, — odleglos¢ miedzy /-ta para wezldw,
% — szybko$¢ propagacji sygnatu w kanale typu k,
Zakladajac, ze programy obstugujace wiadomosci przetwarzane sa w sposéb cyklicz-
ny otrzymujac réwne odcinki czasowe, $redni czas przetwarzania wiadomoéci mozna
oszacowac jak nizej [8]:

N J 0.t n
T,(x) = 2 Z 7 Xij s
= a(l — n)
1
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gdzie
N

c = ) o, — laczna intensywno$é wprowadzanych pytan do komputeréw,
i=1

t; — dany $redni czas przetwarzania programu obshigujacego wiadomoéé w nie-
obcigzonym komputerze o przepustowosci K;.

3. SFORMULOWANIE PROBLEMU PROJEKTOWEGO

Do oceny projektowanej struktury sprzgtowej SK przyjeto dwa kryteria. Pierw-
szym kryterium jest roczny koszt dzierzawy kanaléw, zwickszony o odpowiednig
czg$¢ kosztéw zakupu komputeréw obliczeniowych. Drugim kryterjum jest éredni
czas reakcji systemu na wprowadzona wiadomos¢. Specyfika modelowanej sytuaci
decyzyjnej polega na dazeniu do wyznaczania rozwiazan o najmniejszym koszcie oraz
najkrotszym czasie reakcji systemu. Poniewaz nie preferuje si¢ Zadnego z kryteriéw
pozadane s3 rozwigzania dominujace w sensie relacji Pareto. Niestety, jak pokazala
praktyka obliczeniowa w rozwazanym problemie, takie rozwiazania na ogd! nie
istniejg. Bardziej racjonalne wydaje si¢ postawienie zagadnienia polioptymalizacii,
w ktérym poszukuje si¢ rozwigzaf niezdominowanych w sensie relacji Pareto.
Powyzsze podejécie umozliwia dokonanie wyboru ze zbioru rozwiazan optymalnych
w sensie Pareto — rozwigzad kompromisowych.

Zadanie wyznaczania rozwigzan niezdominowanych w sensie relacji Pareto
mozna przedstawi¢ w postaci uporzadkowanej trojki (X, F, R), gdzie:

1) x — zbiér rozwiazan dopuszczalnych
x = {xe{0,}¥|x = (x;,...Xppe-0sXa)y M = LK + NJ,

T T T
X o= (X e X s XL s Xy e X s X s

a) ograniczenie dopuszczalnych nakladow
F,(x) < K,

b) ograniczenie maksymalnego czasu reakcji systemu
F,(x) < T,

¢) ograniczenie przeplywu danych w kanale

K o f _
Z Ck.x,ke 2 !—: . dla l = I,L,

k=1
d) ograniczenie przetwarzania danych w komputerze

J
Y o.Lx <1 danefp,
j=1

e) ograniczenie liczby kanaléw w wezZle
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R
Xt Xt S ), €5 %,0  dlanef,
i=1

przy czym [ odpowiada parze (i, n) lub (n, 9),
¢; — dopuszczalna liczba kanaléw dla komputera typu j.

f) ograniczenie przydzialu co najwyzej jednego kanalu do pary wezlow

198

x <1 dlanep,

J=1

g) ograniczenie przydzialu co najwyzej jednego kanatu do pary terminali
K v _
Z x,ke < 1 dla = l,L,
h) ograniczenie koniecznych usytuowan komplekséw obliczeniowych
J .
Y x, =1 dane¥,
j=1

2. F — kryterium jakosci
F:X - 2?
F(x) =[F,x)], dlaxelX, :
F, (x) — warto$¢ liczbowa rocznego kosztu dzierzawy kanalow zwigkszonego
o odpowiednia cz¢s¢ kosztéw zakupu komputerow,
F, (x) — $éredni czas reakcji systemu,
Y = F(X) — przestrzen kryterialna (zbi6r ocen).

3) R — relacja dominowania w przestrzeni kryterialnej
Niech y,ze Y,y = (v, ¥,), 2 = (25, 2,)

R={(p2eYx Y|y, €2,,y, Z,} cYX Y

Zwykle zbiér rozwiazan optymalnych w sensie Pareto jest bardzo liczny. W [3]
sformulowano zadanie wyznaczania rozwiazan kompromisowych ze zbioru roz-
wigzafi optymalnych w sensie Pareto. Analogicznie mozna sformulowa¢ odpowiednie
zagadnienie poszukiwania rozwiazan kompromisowych dla powyzszego zadania.

4. ZASADY PROJEKTOWANIA SUBOPTYMALNYCH STRUKTUR

Koncepcja metody polega na iteracyjnym poszukiwaniu zaréwno rozwigzan
dominujacych, niezdominowanych oraz kompromisowych, przy czym w kazdej
iteracji generowane sa rézne rozwigzania poczatkowe. W koficowym etapie nastgpuje
weryfikacja uzyskanych rozwiazan i prezentowane sa alternatywne rozwigzania
dominujace lub kompromisowe. Realizacja posrednich celéw obliczeniowych polega-
jacych na wyznaczaniu rozwigzaf okreslonej klasy opiera si¢ na elementarnych
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modyfikacjach aktualncj sprz¢towej struktury SK, co jest zasadq stosowana np.
w heurystycznych metodach perturbacyjnych wyznaczania struktur topologicznych
. SK. Modyfikacja elementarna moze by¢ wymiana typéw komputeré6w, wymiana
typéw kanalow, redukcja komputera [ub kanalu, dodatkowe przydzielenie kom-
putera lub kanatu. Ograniczenia typu f/ i g/ latwo mozna spelnic, jezeli wprowadzone
zostana nastgpujace wektory charateryzujace strukture sprzgtowa SK:

XPI = (xpi,,...Xpi,,....xpiy),  gdzie xpi, = jdla x,;* = 1,
XE = (xe,,....xe....xeL), gdzie xe; = k dla x,° = 1.

Algorytm projektowania suboptymalnych struktur sieciowych jest nastgpujacy:
1. Przygotuj dane wejsciowe.
20 = 0, dir = |—NE__
max {N,J,K}
3. Wyznacz rozwiazanie dopuszczalne.
4. Czy wyznaczono rozwiazanie dopuszczalne?
- Jesli tak, to przejdz do pkt 5.
Jesli nie, to przejdz do pkt. 8.
5. Wyznacz lokalne rozwiazanie dominujace.
Jesli tak, to przejdz do pkt 7.
Jesli nie, to przejdz do pkt 6.
6. Wyznacz lokalnie optymalny w sensie Pareto zbiér rozwiazan oraz lokalny
zbidr rozwiazan kompromxsowych
7. Zweryfikuj globalne rozwiazanie dominujace, globalny zbiér rozwiazan op—
tymalnych oraz globalny zbior kompromlsowy za pomoca lokalnych rozwiagzan.
8.Czyi > i,
Jesli tak, to przejdz do pkt 9
Jesli nie, to ir = i + 4iiprzejdz do pkt 3.
9. Zweryfikuj globalny zbidr rozwigzan optymalnych w sensie Pareto oraz
globalny zbidér kompromisowy za pomoca globalnego rozwigzania dominujacego.
~10. Jedli rozwiazanie dominujgce nie istnieje, to prezentuj rozwiazania kom-
promisowe. STOP.
W przeciwnym razie prezentuj rozwigzania dominujace. STOP.
Rozszerzony opis poszczegblnych etapéw powyzszego algorytmu znajduje si¢
w [3]. Zlozonosé obliczeniowa metody jest rzgdu O (N®), gdzie N = max {N,J,K}.
Algorytm oprogramowano w j¢zyku Fortran w trzech wersjach (Fortran 4, Fortran
77 i Fortran 1900). Dla SK z trzema weztami poré6wnano rozwigzania uzyskane za
pomoca programu PRZZ, ktéry implementuje proponowana metodg, z rozwigzania-
mi optymalnymi wyznaczonymi za pomoca programu implementujacego zmodyfiko-
wana metode petnego przegladu. Uzyskane rozwiazania suboptymalne odbiegaja co
najwyzej o 15% od rozwiazaf optymalnych. Przy wigkszej liczbie wezléw nie mozna
stosowaé metody pelnego przegladu ze wzglgdu na czas obliczen. '
Rozwazmy nastepujacy przyklad liczbowy. Wektor odleglosci migdzy elementami
czterowezlowej sieci ma postaé (130, 360, 100, 330, 150, 450) [km]. Wstgpnie
zakwalifikowano dwa typy minikomputeréw HP/3000 (typ =) oraz IBM/RISC/6000

 ian: = NJK.




10 ‘ J. Balicki Kwart. Elektr. i Telekom.

(m,). Przyznaje si¢, Ze kanaly beda dzierzawione z resortu lacznosci. Kanat
typu e, posiada przpustowo§¢ 1200 bit/s a kanal typu e, 4800 bit/s. Przyjeto,
ze roczne naklady nie powinny przekroczyé 1 mld zl, a czas realizacji zadan
nie moze by¢ dluzszy niz 200 s. Stopa dyskonta wynosi 10%, a koszty kom-
puterow g, = 150 mln z}, g, = 400 min z. Wektory wspélczynnikéw umo-
zliwiajace wyznaczenie kosztow dzierzawy kanaléow wynosza ¢ = 0,1,0,2, g™
= 0,1,0,2 przy wykladniku o« = 1. Wektor intensywnosci wprowadzanych
wiadomoéci do sieci ma postaé¢ (2000, 2000, 0, 1000) [bit/s]. Srednia dhigosé
wiadomosci 1/u wynosi 500 bitow, a Srednia dlugos¢ wiadomosci i danych
sterujacych 1/’ wynosi 600 bitéw. Staly czas przetwarzania wiadomosci w wezle
T, ma warto$¢ 0,1 s. IntensywnoSci wprowadzanych pytan do komputeréow
sa nastgpujace (1000, 500, 0, 500) [bit/s]. Ponadto t, = 1 s, £, = 0, 3 s,
¢, =c, = 5.

Za Izaomocq programu PRZZ wyznaczono dwa rozwiagzania suboptymalne w sen-
sie Pareto:

1

A=(1001011900,00,0,0,1
B=(1011010,0,0,0,0,0,0,1,

ktére charakteryzuja si¢ nastgpujacymi wskaznikami F(4) = 402, 4, 31, 5) F(B)
= (349. 9, 71. 5). Rozwiazanie A jest drozsze, ale odznacza si¢ krotszym czasem
realizacji zadad niz rozwiazanie B. Latwo pokaza ze rozwiazanie A jest roz-
wigzaniem subkompromisowym. Program PRZZ mozna réwniez wykorzysta¢ do
generowania rozwigzan przedstawionych decydentowi do wyboru, gdyz czgsto
decydent (zleceniodawca) wykorzystuje subiektywne kryteria ograniczenia przy
dokonywaniu wyboru struktury SK. )

b 3 E H

ZAKONCZENIE

W pracy sformulowano problem wyznaczania sprzgtowej struktury SK w postaci
zagadnienia optymalizacji wektorowej. Dokonano modyfikacji modelu Janbycha.
Scharakteryzowano metod¢ projektowania suboptymalnych wariantéw sieciowych.

Interesujacym kierunkiem modyfikacji przedstawionego podejscia jest uwzgled-
nienie kryterium i ograniczef zwiazanych z niezawodnoécia sieci. Ponadto atrakcyjne
wydaje si¢ uwzglednienie w modelu dodatkowych ushig oferowanych przez siec [9].
W praktyce istotne znaczenie ma opracowanie dialogowej metody projektowania
sprzetowej struktury sieci komputerowej.
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J. BALICKI

THE VECTOR OPTIMIZATION THE HARDWARE STRUCTURE OF
COMPUTER NETWORKS

Summary

In the paper the problem of finding a hardware structure of the computer network has been

been used: the economical criterion and the criterion of the quality of the networks work. To solve the
problem, a suboptimal method of finding optimal solutions has been proposed.

formulated in the form of vector optimalization problem. To the estimation of the design two criterions has
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The problem of stability analysis of linear active circuits containing periodically switched
resistors (R-switched circuits) is considered in the paper. From analysis of the second-order
R-switched circuit it follows that R-switched circuits may be unstable for certain values of
circuits elements and switching signals parameters even if the respective circuit transfer
funciions corresponding to the time intervals in which the circuits are stationary have poles
located strictly in the le(t half-plane of the complex plane. The state space method, the classical
theory of linear systems of di(ferential equations with periodically varying coellicients and the
Hurwitz stability criterion are used for stability analysis of R-switched circuits.

1. INTRODUCTION

This paper is devoted to stability analysis of the system consisted of a finite
number of # — dimensional, linear, time-invariant dynamical subsystems which are
determined on disjoint and periodically iterated in fixed order time intervals with
given length. Such a system may be considered as a mathematical model of linear
active circuit containing periodically switched resistors (R-switched circuit). One of
the most important applications of R-switched circuits is in the area of realization of
electronically tunable active R-switched filters [2,3,5]. Tunable active filters have
proved to be useful in such areas as the analysis of seismic data, adaptive filtering of
signals from noisy communication channels, etc. Although a lot of papers have been
published on analysis and design of R-switched circuits only very few concern
stability analysis of such circuits. In this paper the state space method, the classical
theory of linear periodic systems of differential equations and the Hurwitz stability
criterion are used for stability analysis of R-switched circuits. A similar problem
concerning stability analysis of linear time-varying (in particular piecewise constant
periodically varying) RC circuits containing two-terminal resistors, capacitors and
independent voltage or current sources is considered in [1].
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2. STABILITY ANALYSIS OF LINEAR ACTIVE CIRCUITS
CONTAINING PERIODICALLY OPERATED SWITCHES

Consider a linear active circuit containing two-terminal resistors, capacitors,
independent sources, four types of controlled sources: current-controlled voltage
sources, - voltage-controlled current - sources, voltage-controlled voltage sources,
current-controlled current sources and g periodically switched resistors Ry, i = 1,
2,.. ,lR A passive 1-port consisted of an “ideal switch S; and two-terminal resistors
whose resistances are R,y and Ropp — Ry, where 0 < Ry < Rppp < 00 may be
used as a terminal model of switched resistor R,; (Fig. 1). It is assumed thad every
switch S, is driven by a switching signal v, (f) in the form of respective sequence of
rectangular pulses with period T, initial phase ¢; and the pulse-width 7; (Fig. 2) (in
particular ¢, = ¢, 1; = 1,i = 1, 2,..., I, and the switches are driven synchronously).
The plot of resistance R_;(f) of the corresponding model of switched resistor R,; as

?Vsi('ﬂ
Si :

-
RoN [Rorr —R
[—D—b—{:}"“
) | b

Fig. 1. Terminal model of switched resistor R,;

Vsi('t)‘ ) ‘-Pl T

. P

— -—l

o T t

Fig. 2. Sequence of switching pulses for switched resistor Ry

RorF __J
RoNT _ -
“to T, t

Fig. 3. The plot of resistance R,;(?) as a function of time

a functlon of time is shown i m Fig. 3. Assume that in every time interval 4, ;: = [¢,+

+nT + Z t;,t, + nT + Z t,,i=1,2,.,kn=0,1,2,., where ¢, € [0,c0) is the

i=1 i=1
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k
initial moment of time, ¢; € (0, co) are given numbers such that Z t;=T,in which the

=1
circuit is statlonary system there exists its mathematical model in the form of
corresponding systems of state equations

x(@) = A4;x(® + Bu, () : ¢))

where x (f) € C ([t,, 0); R") is a state vector, u, () € C4,,;; R'“) is a given vector
function of excitation in the interval 4,;, 4, € R"*" B, € R**™: are constant
matrices, 7 is order of complexity of the circuit, m; denotes the number of
independent sources of the circuit in the interval 4, ; (in part-icular if0 < Roy < Rypr
< oo, thenm =mV4,,i=12..,kn=0,1,2,.., where m is a natural
number).The stability of circuit containing periodically operated switches may be
investigated on the basis of classical theory of linear systems of differential equations
with periodically varying coefficients [6]. The free (unforced) circuit model consisted
of homogeneous systems of state equations

x(t) = Aix(t)s te An,i ’ (2)
i=1,2,...,k,n=0,1,2,.. may be used for stability analysis. Let
) .
&(T) = [] et
i=k

denotes the value of the matricant of the set of systems (2) for # = T. From Floquet's
and Lyapunov’s theorems it follows that linear T-periodic system of state equations
with piecewise constant state matrix

rAl, ted, |

A() =

4,, ted,,, n=0,12...
\

is stable if and only if all the eigenvalues p;, j = 1, 2,..., i of the matrix & (7)
(characteristic multipliers of the set of systems (2)) are located inside the unit circle
lol<1 of the complex plane p, and if for some eigenvalues |p;| = 1, then the respective
eigenvalues must have simple elementary divisors [4,6]. The considerad system of state
equations is asymptotically stable if and only it all characteristic multipliers of (2) are
located strictly inside the unit circle |p] <1 of the complex plane. The characteristic
multipliers satisfy the nith- order polynomial equation witch real coefficients

det[pl, — B(T)] = j_i ay_yp = 0 )

where I; € R* *® denotes the unit matrix,
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)

=1
a, = —tr ()
1

a, = b—§|:a1trdi(T) + trdiz(T):l

2
Il

\ —;—I:aztIQ(T) + a, tr & (T) + trqss(n]

.........................................................

g = (=1)fe =1

By using a linear fractional transformation

RES
I

4)

mapping the left half-plane Rei <0 of the complex plane 1 into the unit circle |p| <1 of
the complex plane p one can write the equation (3) in the form

J@) =0,

where f(1) = ), b;_, A is a polynominal with real coefficients and b,>0. From
j=0

Floquet's and L;apunov’s theorems as well as from the properties of transformation
(4) it follows that the free linear active circuit containing periodically operated
switches is asymptotically stable if and only if f(4) is the Hurwitz polynomial, e.g.

Red, <0, i=12,..,7 )

If there exists j € {1, 2,..., 7} such that Re 1;>0, then the free circuit is unstable. The
condition (5) may be verified with the aid of the Hurwitz criterion. For the
second-order circuits (7=2) this criterion leads to the system of inequalities

b, >0,b, >0,b, >0, (6)
where the coefficients b;, i = 0, 1, 2 are linear combinations of a;, i = 0, 1, 2 (3)
by=1+a, +a,,b =2(1 -a,)b,=1—a +a,

However, this follows from the properties of the transformation (4). It is not
a rare case in practice when the coefficient a, € (0,1) and consequently b, >0. The
boundary of the stability region in this case may be found from the system of
equalities

b, =0and b, = 0. @)
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The first of equalities (7) is satisfied if and only if there exists a characteristic
multiplier of (2) which is equal to 1. In this case the set of systems (2) has T-periodic
solution. On the other hand the second one of equalities (7) is satisfied if and only
if there exists a characteristic multiplier of (2) which is equal to -1. In this case set
of systems (2) has T’ periodic solution, where T'=2T. Validity of inequalities 6)
and analogous inequalities for higher-order cir¢uits is verified with the aid of a digital
computer. For low-order circuits (7<4) it is possible to find the asymptotic stability
and instability regions in the space of certain circuit parameters. The task of
estimation of such regions for higher-order circuits (72> 5)'is difficult and demands
a greater amount of computation, depending on the specific circuit. However, this
follows from the fact that in most cases the polynomial equation of order higher
than 4 cannot be solved analytically and therefore it is not possible to obtain
analytical expression for the matrix @ (T) of higher-order circuit.

3. STABILITY ANALYSIS OF THE SECOND-ORDER
R-SWITCHED CIRCUIT

Consider a linear active circuit shown in Fig. 4. It is assumed that all circuit
elements (including OP AMP) are ideal. The ideal switch is driven by a signal o, ()
shown in Fig. 2, where ¢, = 0 and ¢, = 0. In the considered case ¢, =1, =9yT
and t, = (1 — y) T, where y denotes the pulse-width to period ratio. Let R, =R, =R
and C, = C, = C. Choose x, ()=, (f) and x, ()=, (¢) as the coordinates of the state
vector, where v, (f) and 2, (¢) denote the respective voltages (Fig. 4).

Cy
]
L1}

!
R R Roee~R R
1 ON OFFE ~ "ON E l > B
i) vl CzI*"z(ﬂ > byt

Fig 4. Second-order R-switched circuit

The system of state equations of the circuit has the form
R

R
[561 (t)] _llr+r " ["1 (t)] + LIR + Ry
x, | RC| 1  _1|lx@®] RC| o |7

where R,= R,y in the time intervals 4,;, n=0, 1, 2,... in which the switch is closed,
and R,=Rpp in the intervals 4,,,, n=0, 1, 2,... in which the switch is opened, where
v;(f) € L' ([0,00) ; R) denotes the input voltage. The coefficients a, and a, may be
derived from equalities (3) and have the form
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_ TR + Ron) + yTRorr — Roy) _ T
i  ®FRW®+RmC _, RC
1

T(R + Rom) @R + Rypp) + YTRRppr — RON)
4 —e R + Roy)(R + Ryzp)RC

2

By substituting these expressions into the system of inequalities (6) it can be
proved that these inequalities are valid for any positive and finite values of parameters
R,C, T, Roy, Ropp and y €[0,1]. Thus, it follows that in the considered case (C,=C,
and R, =R,) the circuit of Fig. 4 is asymptotically stable. In the limit of very large
switching frequencies f,=1/T both characteristic multipliers of the set of
homogeneous systems of state equations to 1 and have simple elementary divisors.
The approximate asymptotic frequency response plot of the circuit gain for the case
when the switching frequency is much greater than the signal frequency is shown in
Fig. 5, where

L _ 1 [ Ry R — )
® RCWR + Ryy R + Rype
Let us now consider the case when Roy=0 and R,pr= o0 in the circuit of Fig. 4.

£ 1
3 0.1
001

0001 | w
Qo1 01 1 10 00 o

Fig. 5. The approximate asymptotic frequency response plot of the circuit gain

The coefficients @, and a, of equation (3) have the form

T T
B RC RC
a, = —e —
a+y»T
o =c EC

From analysis of inequalities (6) it follows that these inequalities are fulfilled for any
positive and finite values of parameters R, C, T and y € (0,1]. For very large switching
frequencies both characteristic multipliers of the set of homogeneous of state
equations tend to 1 and have simple elementary divisors. So far we have considered
the particular case of the circuit shown in Fig. 4 when R,=R, and C,=C,.
Consequently, the poles of the transfer — voltage ratio of the circuit in each interval
4,5 i=1, 2, n=0, 1, 2,... have been negative real. Assume now that R, #R, and
C,#C,. In this case it is convenient to choose x,(f)=uy,(¢) and x,(f)=10(f) as the
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coordinates of the state vector, where z,(f) denotes the output voltage of the OP AMP
(Fig. 4). The system of state equations describing the free circuit behaviour has the form

ENGINE 0 1 | x, (f)
[fcz <t>] - 1 1 (; + i) [xz (t)]"

"R, + R)C,R,C, C,\R, + R, ' R,

where R,=R,y in the time intervals 4, ;, n=0, 1,2,... in which the switch is closed,
and R,=R ,p in the time intervals 4, ,, n=0, 1, 2,... in which the switch is opened.
When analysing stability of the -circuit we consider two cases:

1. The poles of the transfer-voltage ratio of the circuit in every interval 4, ;, i=1,
2,n=0, 1, 2,... are real and distinct.

2. The poles of the transfer-voltage ratio of the circuit in every interval 4, ;, i=1,
2, n=0, 1, 2... are complex conjugate.
In both cases the poles are located strictly in the left halfplane of the complex plane

-(a,<1). In the first case, we obtain

a, = —{0.5(G? — Y2 = 4D)sh[(1 — 7)T+/5,1sh GT+/3,) + 2¢/5,3,ch-
(1 = NT/5,1ch (6T /5, /2,/+/5,5,

—(G—-NT—2YTY

a, =¢
where

1 1 1 1

D+ X = ,G6+Y=—+-+—"°—+ —
R, + Ry CR,C, C1‘<R1 + Ron Rz) ‘

1 1 1 1
D -—X= , - Y=—-—+—""—+—)
(R, + Ryrr)CR,C, C, (R1 + Rorr R2>

5,=025(G +Y? —D—X,8,=025G - Y)? =D + X,

G, D, X, Y denote the real constants.
In the second case

a, = —{0.5(G? — Y? — 4D)sin[(1 — y)T+/—0,]sin(yT+/ —9,) + 24/9,9, cos
[(1 — y)T~/—=8,]cos 0 T/=8,)} /1, //5,8,

— e~ (@-NT-2)TY

a,

The validity of inequalities (6) for different values of parameters G, D, T, y and
different values of variables X and Y in both considered cases was verified with the
aid of a microcomputer. Fig. 6 presents, for example, the stability and instability
regions (shaded sector) of the circuit of Fig. 4 for the case of complex poles and the
following values of parameters: G=0.1 s7!, D=10 s72, T=6.28 s, y=0.5. Fig
7 presents the stability and instability regions (shaded sectors) of the circuit for the
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case of complex poles and G=0.4 571, D=10* s72, T=6.28 s, y=0.5. To the point
X=9.8572,Y=0.048 s~ ! of instability region shown in Fig. 6 there correspond, for
example, the following values of circuit parameters: R, = i k@, R,=1.96 k,
C,=10* uF, C,=2.57 uF, Ryy=1 Q and R,pr=100 kQ.

sty sy
0,08 0,38
0,04 0,19
o x 0 1 B
0 4,9 9,882 9000 9500 10000 =2

Fig. 6. Stability and instability regions (shaded Fig. 7. Stability and instability regions (shaded
sector) of R-switched circvit for G=0.15s71,D=10 sectors) of R-switched circuit for G=04 s71,
s72, T=6.28s,y=0.5 D=10*572,T=6.28 s, y=0.5

The mathematical theory employed in the paper is general and can also be used
for stability analysis of other classes of linear periodically switched circuits. Fig.
9 presents, for example, stability and instability regions (shaded sectors) of AC
voltage regulators (Fig. 8) for the following data:
T =0628s,9=05T, =1s, T, = 107*s, T,=10"?s where T, = R,C, T,
=R C, T, =R,C, »

L2
"
L1

25

0 ‘ 50 100 s~

Fig. 9. Stability and instability regions (shaded sectors) of AC voltage regulators circuits
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1 R \2 R 1 R \z R
X = - 1) 4 LY = 2} _ 2
\/(TO Ll) L1T1 \/<T L> 4L2T2

0 2
The switching signal v,, (£) is shown in Fig. 2, where #,=0, ¢, =0 and 7, =)T. The
switching signal z,, (f) is the inverse of z,, (¥).

-

CONCLUDING REMARKS

The problem of stability analysis of R-switched circuits was considered in the

" paper. From stability analysis of the second-order R-switched circuit it follows that

such circuits may be unstable for certain values of circuits elements and switching
signals parameters even if the respective stationary models describing the
R-switched circuits in the corresponding time intervals A4,; are asymptotically
stable. The results obtained in the work confirm the fact that stability of
R-switched circuits cannot be concluded from stability of the corresponding
stationary models.
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M. KOWALSKI, S. BEK

ANALIZA STABILNOSCI LINIOWYCH OBWODOW AKTYWNYCH
ZAWIERAJACYCH OPORNIKI O OKRESOWO PRZELACZANYCH REZYSTANCIACH

Streszczenie

W pracy rozwazono zagadnienie analizy stabilnosci liniowych obwodéw aktywnych zawierajacych
oporniki o okresowo przelaczanych rezystancjach (obwody R-przetaczane). Na przykladzie obwodu
drugiego rzedu pokazano, ze obwody R-przelaczane moga okazaC si¢ niestabilne przy pewnych
wartoSciach parametréw elementéw obwodow i sygnaléw przelaczajacych, nawet wowczas, gdy
odpowiednie transmitancje, opisujace obwody w przedzialach stacjonarnosci, maja bieguny potozone cisle
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w lewej polptaszezyznie plaszczyzny zespolonej, a przelaczane rezystancje przyjmuja skosficzone i niezerowe
warto§ci. Do analizy stabilnoSci obwodoéw R-przelaczanych wykorzystano metode zmiennych stanu,
klasyczna teori¢ liniowych ukladow rownan rdzniczkowych zwyczajnych o okresowo zmiennych
wspolczynnikach i kryterium Hurwitza.
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Reprezentacja wiedzy o ukladach elektronicznych

CZESC 1. REPREZENTACJA W JEZYKU KLAUZUL
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Przedyskutowano metody reprezentacji wiedzy o elementach i uktadach elektronicz-
nych. PodkreSlono rol¢ symbolu w reprezentacji obiektéw, zjawisk lub koncepcji.
Przedstawiono opis obiektéw zlozonych za pomoca struktur symbolicznych — wyrazen
funkcyjnych i list. Relacje migdzy obiektami zostaly wyrazone przez zastosowanie predy-
katéw. Natomiast koncepcje skladajace si¢ na jezyk klauzul [14] umozliwiaja wyrazanie
twierdzen. Reprezentacja wiedzy w postaci klauzul, umozliwia przetwarzanie jej w oparciu
o regule rezolucji.

1. WPROWADZENIE

W ostatnich latach obserwuje si¢ ciagly wzrost zainteresowania zastosowaniem
metod sztucznej inteligencji w opisie, analizie i projektowaniu ukiadow elektronicznych
[2,8]. Zastosowano je migdzy innymi do projektowania uktadéw VLSI [7,10], systeméw
komputerowych [18], uktadéw analogowych [3,6,9,11], analizy i syntezy uktadow [1,5,12]
oraz diagnozowania urzadzen elektronicznych [21]. Systemy informatyczne
wykorzystujace metody sztucznej inteligencji do pewnej waskiej klasy zagadnien, imituja
sposob rozumowania eksperta i dlatego znane sg pod nazwa systemdw ekspertowych.
Wazna rolg przy projektowaniu tych system6w odgrywa sposéb reprezentacji wiedzy.

2. ROLA 1 ZNACZENIE REPREZENTACIT

Jak pokazuje do$wiadczenie, opracowanie wlasciwej reprezentacji jest czesto
kluczem, ktéry pozwala zamieni¢ trudne problemy na problemy proste. Problemowi -
reprezentacji poswigca si¢ wigc wiele miejsca przy projektowaniu systeméw prze-
twarzania wiedzy [2,13,16,18,20,22]. '
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Reprezentacja obiektu jest konwencja w jakiej ten obiekt jest przedstawiany. Pod
pojeciem tym rozumie si¢ zbidr syntaktycznych i semantycznych zasad, wedlug
ktérych opisuje si¢ pewna klase obiektéw [22]. Syntaktyka reprezentacji okresla
dopuszczalne symbole i zwiazki migdzy nimi. Zbior zasad syntaktycznych jest czgsto
wyrazany w notacji Backusa albo w postaci formalnej gramatyki jezyka shuzacego
do opisu obiektéw. Semantyka reprezentacji okreSla natomiast znaczenie symboli
i zwiazkow dopuszczalnych przez syntaktyke.

Teoretycznie rzecz biorac, wszystkie reprezentacje sa rownowazne z punktu
widzenia ich pdiniejszego zapisu w pamigci komputera. Sa zapisane jako pewien
ciag liczb lub tez schodzac na jeszcze nizszy poziom, jako ciag bitow. Jest
to tak samo prawdziwe jak stwierdzenie, ze kazdy tekst sklada si¢ ze slow
(lub znakdéw). Z praktycznego punktu widzenia, stwierdzenia takie nie maja
zadnej wartoSci.

Przyjmujac okre$lona reprezentacj¢, podejmuje si¢ decyzje, ktore elementy
opisu beda traktowane jako pierwszoplanowe, a ktore jako drugo- lub trzeciop-
lanowe. Spoéréd kilku reprezentacii, chociaz teoretycznie rownowaznych, ta bedzie
lepsza, w ktorej latwiej, wygodniej i efektywniej mozna opisaé obiekt. Stwierdzenie
takie jest moze za stabe. Mozna powiedzie¢, ze wybor wlaSciwej reprezentacii
stwarza mozliwo$¢ szybkiego postgpu w realizacji systemu przetwarzania wiedzy.
Postep taki bytby nieprawdopodobnie kosztowny przy nieadekwatnej reprezentacji
[16,22].

Role reprezentacji w przedstawianiu obiektow mozna pordéwnaé z rola gramatyki
i stownika w jezyku naturalnym, ktére okreslaja jak organizowa¢ stowa w zdania,
w roéznych czasach, trybach i formach, a takze co poszczegblne stowa, frazy
i konstrukcje gramatyczne oznaczaja.

3. SYMBOLE I STRUKTURY SYMBOLICZNE

Reprezentacje wiedzy i jej przetwarzanie umozliwiaja dwie podstawowe
koncepcje [17]:

— symbole i struktury na nich zbudowane,

— aparat do manipulacji strukturami symbolicznymi.

Najprostsza reprezentacja obiektu jest przypisanie mu symbolu. Nawet w tak
prostym przypadku obiekt fizyczny ma czgsto kilka reprezentacji. Na przyklad
rezystor w reprezentacji graficznej jest przedstawiany symbolem ———1— lub
AAA , @ W reprezentacji matematycznej symbolem R lub r, natomiast w tekscie
reprezentacja jest ciag liter, ktore tworza wyrazy opornik lub rezystor. Posta¢ symbolu
reprezentujacego obiekt jest bez znaczenia, pod warunkiem, Ze jest on odroznialny
od symboli reprezentujacych inne obiekty. Obiekty zlozone, a takze relacje
zachodzace miedzy obiektami sa reprezentowane przez symbole zorganizowane
w pewne struktury, np.: listy, drzewa lub sieci.

Tak jak w kazdym systemie komputerowego przetwarzania informacji, prze-
twarzanie struktur symbolicznych musi byé wyrazone w jezyku wolnym od wielo-
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znacznoéci. Takim jezykiem jest niewatpliwie jezyk logiki matematycznej [14,16,22].

Jak podkre$la Mostowski [15], w jezyku tym mozna wyrazi¢ cala obecng wiedzg -

matematyczna. Symbol oznaczajacy pewien okreSlony obiekt lub zjawisko, jest
z punktu logiki stala. Obok pojecia stalej, wystgpuje w logice, podobnie jak
w algebrze, pojecie zmiennej.

Odpow1edmkxem zmiennej w jezyku naturalnym sa takie wyrazy, jak ,,co§”, ,,cokol-
wiek”, .nic”, ,kazdy”, ,wszystko”. Przykladem uzycia zmiennej moze by¢ zapis . -
zdania: . '

,,wszystkie uklady pasywne sa stabilne”
w notacji klasycznej:
Vx [uklad (x) A pasywny (x)—>stabilny (x)]
lub w jezyku klauzul [14]:
stabilny (x) « uklad (x), pasywny (x).

Zmienna jest identyfikowana przez nazwe, a nazwa jest symbolem (w przykladzie
— x). W celu zachowania przejrzystosci zapisu, zmienne beda dalej oznaczane matymi
literami alfabetu lacifiskiego (np.: x, y lub z), a stale identyfikatorami wieloliterowymi.

Pojeciem pomocniczym, ktére postuzy do zdefiniowania struktur symbolicznych
jest term [14,15]. Pod pojeciem tym rozumie si¢ stala, zmienng lub wyrazenie
funkcyjne postaci:

Sty tys t) M
gdzie: f jest symbolem funkcyjnym,

gy bypenes by — S termami.

Ta rekurencyjna definicja umozliwia budowanie zlozonych struktur drzewiastych
[16,22] i opis obiektéw zlozonych. Przykladem moze by¢ opis tranzystora MOS

w postaci wyrazenia funkcyjnego:

MOS <nazwa M), typ (n), zrddlo (Vpp), bramka (we), dren (wy)).

Nalezy tu zaznaczyé, Ze symbol funkcyjny jest po prostu identyfikatorem struktury
i nie ma zadnej wartosci, jak na przyklad funkcja algebraiczna czy funkcja logiczna.
Szczegblnym rodzajem wyrazenia funkcyjnego jest wyrazenie nie zawierajace
symbolu funkcyjnego, czyli lista. Dla zaznaczenia tej specyfiki, lista bedzie dalej
wyrbzniana nawiasami kwadratowymi: '

(1) Eyoeesl] @

gdzie: t,, f,,....t,, — sa termami.

Popizedni przyklad moze by¢ zapisany w postaci listy:

[element (MOS), nazwa (M,), zaciski ([Vpp, we, wy])].



26 H. Budzisz Kwart. Elektr. i Telekom.

4. REPREZENTACJA WIEDZY W POSTACI KLAUZUL

Jak juz podkreslono, organizacja i przetwarzanie wiedzy opisanej przez struktury
symboliczne oparte jest na logice. Podstawowym narzedziem do przeksztalcania
wyrazen logicznych jest rcgula rezolucji [14,16]. Zastosowanie tej reguly jest
mozliwe tylko do wyrazen zapisanych w formie klauzul. Kazda inna forme
zapisu wyrazen mozna przeksztalcic do postaci klauzulowej. Szczegélowy sposéb
postgpowania przedstawiony zostal w wielu opracowaniach [4,14,16,22]. Jezyk
klauzul jest wigc jedna z mozliwych notacji stosowanych do zapisu wyrazen
logicznych. Jezyk tem jest z niewielkimi zmianami akceptowany przez jezyk
programowania logicznego Prolog [4].

4.1. DEFINICIJE 1 OKRESLENIA

Pojeciem pomocniczym, ktore postuzy do zdefiniowania klauzuli jest predykat.
Wyraza on relacj¢ zachodzaca migdzy termami i zapisywany jest w postaci:

p(t, ty t,) 3
gdzie: p — jest symbolem predykatu,
t, Ly, b, — S3 termami.

Wartoscia predykatu jest prawda lub falsz.
Klauzula z kolei jest zapisem- zwiazku implikacji zachodzacym migdzy
zaloZeniami i konkluzjami:

B,,B,,...B, < A, A,.. A, 6))
gdzie: B, B,,..., B,,m>0sa predykatam1 i stanow1q alternatywe¢ konkluzji klauzuli;
A A,,.. A, n>0 s3 predykatami i stanowia konjunkcj¢ warunkow;
(kropka na koncu) jest terminatorem konkluzji.
Zapis ten nalezy interpretowal nastgpujaco: jezeli A, jest prawdziwe i A, jest
prawdziwe itd i A, jest prawdziwe, to prawdmwc jest B, lub prawdziwe jest B itd

lub prawdziwe jest B,,.
W klasycznym zapisie, symbol implikacji jest skierowany w przeciwnym kierunku

A — B (jesli A to B).

Ze wzgledu na pOzniejszy zwiazek z zapisem klauzul w Prologu, a takze dla
uwypuklenia konkluzji klauzuli, zastosowano symbol odwrotny, podobnie jak w [14]

B « A (B jesli A).

Jezeli m<1, tj. klauzula ma co najwyzej jedna konkluzje, to klauzule takg nazywa
si¢ klauzulg Horna. Kazde zagadnienie, ktére moze by¢ wyrazone w jezyku klauzul,
daje si¢ wyrazi¢ za pomocga samych klauzul hornowskich [14], czyli klazul postaci

Be—ALA,.. A, 0)

233
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Przy braku warunkéw, tj. n=0, klauzul¢ nalezy interpretowa¢ jako bezwarunkowe
stwierdzenie, nazywane tez asercja. Zapis

B « 6)

nalezy wigc odczytaé ,,B jest prawdziwe”.
Natomiast przy braku konkluzji, klauzulg nalezy interpretowa¢ jako stwierdzenie
negatywne. Tak wigc zapis:

— AL A, A, Q)

nalezy odczyta¢ nastgpujaco: ,,nieprawda, ze A, jest prawdziwe i A, jest prawdziwe
itd. i A, jest prawdziwe”.
W koncu zapis:

- ®

interpretuje si¢ jako stwierdzenie falszywe. Nalezy je wigc odczytaé po prostu jako
,hieprawda”.

42 PRZYKLADY OPISU W JEZYKU KLAUZUL
Dla przykladu, stwierdzenie: ,zyrator jest uktadem liniowym” mozna zapisac
w postaci asercji:

uklad (Zyrator) « -
liniowy (zyrator) « -

Natomiast zdanie ,modulator nie jest ukladem linjowym” zapisuje si¢
nastgpujaco:

uktad (modulator) « -
« liniowy (modulator) -

Znane z teorii obwoddw twierdzenie ,,kazdy uklad liniowy spélnia zasad¢ super-
pozycji”, w tradycyjnej notacji bedzie mialo postaé:

Vx[uklad (x) A liniowy (x) — spelnia (x, zasada _ superpozycji)]
co mozna przeksztalcié¢ w klauzule:
spelnia (x, zasada _superpozycji) « uklad (x), liniowy (x).

Eliminacja kwantyfikatora szczegblowego wprowadza natomiast pewne
ograniczenia. Rozwazmy jako przyklad zdanie ,,nie wszystkie uklady sa liniowe”,
ktére mozna zapisa¢ bezposrednio

- Vx [uklad (x) — liniowy (x)]
Kolejne przeksztalcenia

Ix — [uklad (x) - liniowy (x)]
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dx — [ uklad (x) v liniowy (x)]
Jx [uklad (x) A = liniowy (x)]

prowadza do sformulowania ,istnieje taki obiekt, ktéry jest ukladem i nie jest
liniowy”. Przy zapisie tego sformulowania w jezyku klauzul, nalezy usunaé kwan-
tyfikator szczegblowy.

Operacja ta wymaga wprowadzenia stalej lub symbolu funkcyjnego zamiast zmiennej
wigzanej tym kwantyfikatorem [14,22]. Po zastapieniu x stala np. uklad _nieliniowy
otrzymuje si¢ zapis:

uklad (uklad _ nieliniowy) A — liniowy ( uklad _ nieliniowy),
ktéry w postaci klauzulowej zapisuje si¢ nastepujaco:
uktad (uktad _ nieliniowy) « -
« liniowy (uklad _ nieliniowy) -
czyli
»~uklad _ nieliniowy jest ukladem”
»uklad _ nieliniowy nie jest liniowy”
Otrzymane klauzule implikuja zdanie pierwotne. Stoja bowiem w sprzecznosci ze
zdaniem ,,wszystkie uktady sa liniowe”, tj.
Vx [uklad (x) — liniowy (x)]
albo w formie klauzuli:
liniowy (x) « uktad (x).

Jezeli bowiem za zmienng x podstawimy stala uklad __ nieliniowy (czyli dokonamy
konkretyzacji klauzuli), to konkluzja bedzie ,,uklad _ nieliniowy jest liniowy”, co jest
sprzeczne z poprzednio otrzymana konkluzja. Moéwiagc innymi stowami,
potwierdzenie zdania pierwotnego osiagnicto przez zaprzeczenie jego negacji. Za-
przeczeniem tym jest przyklad, ktéry prowadzi do sprzeczno$ci. Nazwa stalej
wprowadzonej zamiast zmiennej wiazanej kwantyfikatorem szczegblowym jest tu bez
znaczenia. Gdyby zamiast stalej uklad_ nieliniowy uzyto stalej xi,, rozumowanie
byloby takie samo.

Innym przykladem zapisu informaciji przy uzyciu klauzul jest zapis zdania: ,,kazdy
tranzystor jest albo typu p albo typu n”. Konstrukcje o skladni ,,albo... albo...”
zapisuje si¢ przy uzyciu spdjnika #, oznaczajacego rdznice symetryczna [15].

Vx [tranzystor (x) — typ (x, p) # typ (x, n)],
albo w postaci rGwnowaznej:
Vx {tranzystor (x) — [typ (x, p) A1 typ (x, )] v [ typ (x, p) A typ (x, n)}.

Przeksztalcenie z zapisu w standardowym jezyku logiki na postaé klauzulows,
wykonuje si¢ przez sprowadzenie wyrazenia logicznego do koniunkcji wyrazen postaci:
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A vA,v..vA v- B,va B,v..va B, ©)

Zapis ten jest rownowazny klauzuli (4) [4,14].
Po dalszych przeksztalceniach otrzymuje sig:

Vx{[typ (x,p)v typ(x,n) - tranzystor (x)] A tranzystor (x)v - typ(x,p)v — typ (x, n)]}
co zapisuje si¢ w postaci kiauzul:

typ (x, p), typ (x, n) « tranzystor (x).
« tranzystor (x), typ (x, p), typ (x, n).

Intuicyjnie mogloby si¢ wydawac, ze pierwsza klauzula, ktdra nalezy odczytaé ,.jezeli
obiekt jest tranzystorem, to obiekt ten jest typu p lub obiekt jest typu n”, jest
kompletnym zapisem stwierdzenia pierwotnego. Tak jednak nie jest. Spéjnik Iub
wiazacy konkluzje, oznacza Ze rozwazany obiekt moze mie¢ oba typy jednoczesnie.
Druga klazula wyklucza ta ewentualno$é.

Ciekawym przyktadem jest reprezentacja tranzystor6w PMOS i NMOS (rys. 1),
ktore w ukladach cyfrowych sa czgsto w uproszczeniu traktowane jako przelaczniki
dwustanowe (zwarte i rozwarte).

Przy takim modelu, wlasciwosci tranzystor6w mozna opisac nastgpujaco:

V b, z, d € {0,1} [(r6wne (b,1)>roéwne(Z,d))—»NMOS(b,2,d)]
V b, z, d € {0,1} [(r6wne(b,0)—réwne(Z,d))->PMOS(b,2,d)],

gdzie: stale 0 i 1 oznaczaja stany logiczne.

z z

b - T
o—l NMOS bo—i PMOS  Po—p

)2 d d
Rys. 1. Symbole tranzystoréw PMOS i NMOS oraz ich model

Pierwsze sformulowanie mozna odczytaé nastgpujaco: jezeli stan logiczny 1 na
bramce spowoduje zwarcie zrédia z drenem, to mamy do czynienia z tranzystorem
NMOS”. W drugim zapisie na bramce wystepuje stan logiczny 0. W obu sfor-
mutowaniach, w warunku implikacji, wystgpuje inna implikacja. Po odpowiednich
przeksztalceniach, otrzymuije si¢ nastepujacy zapis w jezyku klauzul:

NMOS (b, z, d) + rowne (b, 0).
NMOS (b, 2, d) « rowne (Z, d).
PMOS (b, 2, d) « réwne (b, 1).
PMOS (b, 2, d) « réwne (2, d).

Istotnie, tranzystor NMOS nie moze by¢ traktowany jako przelacznik tylko wtedy,
gdy b=11 2+#d, czyli
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(b = 1) A - rowne (Z, d)

Wiszystkie inne kombinacje wartosci b, Z i d sa dopuszczalne. Negujac wigc powyzsze
wyrazenie, otrzymuje si¢

(b = 0) v rébwne (Z, d)

co odpowiada warunkom obu wyzej zapisanych klauzul. Podobne rozumowanie
mozna przeprowadzi¢ dla tranzystora PMOS.

4.3 REPREZENTACJA DWUARGUMENTOWA
Kazdy predykat n-argumentowy mozna przeksztalcic w koniunkcje n+1 predy-
katéw dwuargumentowych. Wezmy jako przyklad opis schematu inwertera (rys. 2)
Opis ten moze by¢ nastepujacy:

MOS (nazwa (M,),typ (p), zrédio (V p), bramka (we),dren (wy))«-
MOS (nazwa (M), typ (1), zrodlo (Vg), bramka (we),dren (wy)) <

Vop

My

we o—9¢ wy

My

Vss

Rys. 2. Schemat inwertera w ukladzie przeciwsobnym

Powyzszy zapis mozna przeksztalci¢c w asercje dwuargumentowe:

jest_to (MOS_1,MOS) «-  jest_to(MOS _2,MOS) « -

nazwa(MOS_1,M,) «- nazwa (MOS _2,M,) « -
typMOS_1,p) «- typMOS _2,n) « -
zr6dlo(MOS _1, V)« 7zrodlo MOS 2, Vgg) «+
bramka (MOS _1,we) « - bramka (MOS _2,we) «
dren MOS _1,wy) « - dren(MOS _2,wy) « -

Zasada postgpowania jest tu nastgpujaca: aby zastapi¢ zalezno§¢ n-argumentows
zaleznoéciami dwuargumentowymi, nalezy ta zalezno$¢ potraktowal jako obiekt
i nadaé mu nazwe (w przykladzie MOS _1 i MOS_2). Nastgpnie wprowadza si¢
dodatkowa zalezno§é dwuargumentowa, ktora wigze ten nowy obiekt z zaleznoScia
n-argumentowa (w przykladzie: jest _ to).
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Zaleznodci n-agrumentowe mozna zastgpowaé dwuargumentowymi zaréwno
w warunkach, jak i konkluzjach klauzuli.

Reprezentacja dwuargumentowa jest bardzej elastyczna od reprezentacji n-ar-
gumentowej. Na przyklad uzupelnienie w poprzednim przykladzie informacji o zacis-
ku podloza, wymaga tylko dodania jednej asercji ‘

podloze (MOS _2, V) « -

Podczas gdy w reprezentacji n-argumentowej nalezaloby usunéé dotychczasowa
asercj¢ i wprowadzi€ na jej miejsce nowa asercje z dodatkowym argumentem. Wada
reprezentacji dwuargumentowej jest rozwleklo$¢ opisu.

5. PODSUMOWANIE

Mogtoby si¢ wydawaé, ze zapis wiedzy w jezyku klauzul jest zbytnio sfor-
malizowany. W rzeczywstoSci, na tym formalizmie polega cala atrakcyjno$é tego
sposobu zapisu wiedzy. Umozliwia on bowiem automatyczne przetwarzanie wiedzy
oparte na zasadzie rezolucji [14,16].

Informacje, ktére maja by¢ zapisane w postaci klauzul, sa czesto w praktyce
w naturalny sposéb formulowane w postaci implikacyjnej, tj. zadan o budowie
wJjesli,..., to...”. Przykladem moze tu by¢ regula projektowania: ,jezeli inwerter ma
mie¢ szerokie pasmo, to zastosuj uklad kaskadowy”, ktdra mozna zapisaé jako
klauzule:

inwerter (kaskada) « pasmo (szerokie).

Taka bezpoS$rednia, naturalna reprezentacja nie stwarza zadnych barier w postaci

zawilych przeksztalcen formul logicznych.
Jak juz zaznaczono we wstepie, jezyk klauzul jest z niewielkimi zmianami
akceptowany przez Prolog. Na przyklad asercje

uklad (wzma'cniacz) “ -
zapisuje si¢ w Prologu w postaci
uklad (wzmacniacz).

Natomiast klauzula

inwerter (kaskada) « pasmo (szerokie).
przyjmie w Prologu postaé

inwerter (kaskada): — pasmo (szerokie).
Pewne trudnoSci stwarza zapisanie informacji negatywnej, np.

« liniowy (modulator).
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Stosuje si¢ w takim przypadku technike négacji przez zaprzeczenie [4]:

liniowy (modulator): — |, fail.
gdzie: fail jest specjalnym predykatem, ktory zawsze ma warto§¢ logiczna falsz,
a ! oznacza zakaz wycofania

Klauzule, ktére reprezentuja okre§lony zas6b wiedzy, ograniczony zwykle do
waskiej specjalnoéci, tworza tzw. bazg wiedzy. W tym kontekscie, obok terminu
klauzule, stosowane sa okreslenia reguly wnioskowania (jezeli konkluzja jest wniosek
zapisywany do bazy wiedzy w postaci asercji) albo reguly produkcji lub dzialania
(jezeli konkluzja interpretowana jest jako polecenie) [2,8,16]. Asercje, ktorych
argumentami sa pojecia z pewnej dziedziny, nazywane sa rowniez faktami.
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H. BUDZISZ

KNOWLEDGE REPRESENTATION IN THE DOMAIN OF ELECTRONIC CIRCUITS

Part I: Representation in the clause language

Summary

In the paper methods of knowledge representation of electronic elements and circuits are discussed.
The role-of a symbol in the representation of objects, relations, actions and events has been emphasized.
Symbolic structures — functional expressions and lists — have been used for the description of compound
objects and predicates to express relations between objects. Clausual form of predicate logic [14] has been
introduced to express theorems concerning electronic elements and circuits. This form is required while
using resolution principle to interference new knowledge.
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W pracy przedstawiono podstawowe definicje i modele topologiczne ukladow
dwojnik6éw i czwornikéw skladajgcych sig z dwoch rodzajow elementdéw oraz parametry je
charakteryzujace.

Przedstawiony sformalizowany zapis poszczegblnych parametrow charakteryzujacych
strukturalne wlasnodci rozpatrywanych ukladéw, bedzie podstawa do sformulowania
algebraicznych kryteriéw homeomorfizmu (strukturalnej rownowaznosci) tych vkladéw [11]
oraz wykorzystany w procesie syntezy topologicznej struktur kanonicznych dwojnikow [12].

1. WSTEP

Jednym z wazniejszych zagadnien w procesie syntezy ukladéw [1,7], jest opraco-
wanie kryteriéw pozwalajacych stwierdzi¢ rownowaznos¢ generowanych ukladow
wzgledem przyjetych warunkow. :

Celem niniejszego cyklu prac[11,12], jest przedstawienie algebraicznych kryteriow
homeomorfizmu (strukturalnej réwnowaznosci w sensie przeksztalcenia izomorficz-
nego i 2-izomorficznego) uktadu dwdjnikow i czwornikow sktadajacych si¢ z dwoch
rodzajéow elementéw [11] oraz zaprezentowanie procedury syntezy topologicznej
struktur kanonicznych dwdjnikéw [12].

Mozna wyr6zni¢ w zasadzie trzy podstawowe grupy ukladéw elektrycznych
skladajacych si¢ z dwédch rodzajow elementoéw. Pierwsza grupe stanowia uklady
zawierajace elementy RLC. Sa to uklady RC, RL, LC. Parametry opisujace wlasnosci
elektryczne tego typu ukladéw sa funkcjami wymiernymi czestotliwosci uogolnionej
s [1,7].

Druga grupe stanowia uklady zawierajace niesterowane elementy, np. R, G iele-
menty sterowane typu R'x, G-x [6,10,13]. W pracy [6] wykazano, Ze istnieje
bezposrednia analogia pomiedzy klasa liniowych ukladow zawierajacych +R, +L,
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+ C opisanych w dziedzinie przeksztalceni Laplace’a, a klasa ukladéw zawierajacych
sterowane rezystancje i konduktancje opisane w dziedzinie czasu. Parametry
opisujace wiasnosci tego typu ukladéw sa funkcjami wymiernymi parametru steru-
jacego Xx. ‘

Trzecia grupg stanowia uklady zawierajace pojemnoéé Ci przelaczana pojemnosé
SC [4,8]. W pracy [4] wykazano, Zze uklad RC jest réwnowazny ukladowi
zawierajacemu pojemnoS$¢ i przelaczana pojemnoéé przy zalozeniu, ze wszystkie
elementy R sa zastapione elementami SC symulujacymi rezystancje i biliniowej
transformacji miedzy dziedzinami s i z. W ostatnich latach znacznie wzrosto
zainteresowanie synteza ukladow skladajacych si¢ z dwéch typdéw elementdw,
szczegblnie wymienionej wyzej drugiej i trzeciej grupy, ze wzgledu na ich olbrzymie
mozliwosci zastosowan.

Na rysunku 1l.ab,c przedstawiono po jednym przedstawicielu wyzej
wymienionych grup ukladéw skladajacych si¢ z dwéch rodzajéw skupionych

b)

X O

a)
“TTLL "

Yiats

Rys. 1.a, b, c. Przyklady ukiad 6w skladajacych si¢ zdwoch rodzajow [slssop] elementdw, d) schemat ogélny,
oraz ich €) bi-graf, f) multigraf, g) unigraf .
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liniowych skofczonych stacjonarnych odwracalnych i pasywnych [slassop]
elementow.

Poniewaz jak pokazano w pracach [4,6] istnieje wzajemna transformacja wyzej
wymienionych typéw uktadow, na rysunku 1.d przedstawiono ogdlny schemat
dwojnika skladajacego si¢ z dwoch rodzajéow elementéw. Jeden rodzaj elementédw
(na przyklad — pojemno$¢ C (rys. l.a), element sterowany G(x) (rys. 1.b),
przelaczana pojemno$¢ C (rys. 1.c) w tych ukladach bedziemy nazywali elementami
typu {¢,} i charakteryzowali admitancja {Y, ¢,}, natomiast drugi rodzaj elementéw
(na przyklad — rezystancja R (rys. 1.a), przewodno§é g (rys. 1.b), pojemnosé C (rys.
l.c) w tych ukladach bedziemy nazywah elementami typu {t2} i charakteryzowali
admitancja {Y; 2} Nalezy zwroci¢ uwagg, ze parametry {¢,} i {¢,} sa wielkoSciami
bezwymiarowymi i stuza tylko do wyodre¢bnienia danego typu elementéw w rozpat-
rywanych ukladach.

Przedstawione w pracy [11] algebraiczne kryteria homeomorfizmu graféow
dwéjnikéw i czwornikéw skladajacych si¢ z dwéch rodzajow elementéw oraz
zaprezentowana w pracy [I2] procedura syntezy - topologicznej struktur
kanonicznych  bi-graféow  dwojnikéw, wymagaja wprowadzenia pewnych
abstrakcyjnych modeli tych ukladow oraz funkcji charakteryzujacych ich struktural-
ne wilasnosci.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie podstawowych definicji oraz modeli
topologicznych dwojnik6w i czwornik6w skladajacych sig z dwdch rodzajéw [slassop]
elementow, oraz parametréw charakteryzujacych strukturalne wlasnosci tych ukta-
déw, koniecznych dla zrozumienia rozwazan dotyczacych homemorfizmu [11] i syn-
tezy topologicznej [12] bi-grafoéw ukladow dwodjnikow.

2. PODSTAWOWE DEFINICJE ORAZ MODELE ROZPATRYWANYCH
UKLADOW

Na rysunku l.ef,g przedstawiono trzy topologiczne modele dwdjnika
skladajacego sig¢ z dwoéch rodzajow elementow {¢,} i {f,} w postaci unigrafu (rys. 1.e),
multigrafu (rys. 1.f), i bi-grafu (rys. 1.g). _

Unigrafem ukladu (rys. l.e) bedziemy nazywali jego model topologiczny
w postaci grafu niezorientowanego, w ktérym nie rozréznia si¢ rodzaju
odwzorowywanego elementu a ponadto elementy polaczone réwnolegle sa
reprezentowane przez jedna galaz w grafie.

Na rysunku 2 przedstawiono sposob tworzenia pelnego unigrafu dwdjnika
w funkcji jego wierzcholkéw. Taki ,rozszerzajqcy sie” w zaleinosci od liczby
wierzcholkéw unigraf dwdjnika ma dwie podstawowe zalety:

— galaz o danym numerze jest zawsze incydentna do tej samej pary wierzcholkow,
co ma istotne znaczenie w procesie ich syntezy topologiczne;j.

— dodajac kolejne wicrzcholki macierz incydencji ukladu ulega tylko ,,rozszerzeniu”,
co ma istotne znaczenie w procesie algorytmizacji kryteribw homeomorficznosci
dwoch ukladow.
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Rys. 2. Parametry ukladu dwojnika: a) jego model topologiczny, b) jego unigraf w funkc_u liczby
wierzcholk6w, c) jego macierz incydencji G¥(t), d) prezentacja sposobu ,Tozszerzania si¢” jego macierz

incydencji w funkji liczby wierzchotkow

_ Unigraf G*(¢) danego ukladu o v wierzchotkach bedziemy zapisywali w postaci:

lub w postaci: -

gdzie:

-]

Liczba galezi w pelnym unigrafie G (¢) wyraza si¢ wzorem 2]

G’(t) = €. €5, €,

G’ (t) = pyt,.... p,t, Py L,

t = {t, t,}
v — liczba wierzcholkéw grafu.

1; jesli w ukladzie istnieje galaz e;
0; jesli w ukladzie nie istnieje ‘galaz e;

(1.a)

(1.b)
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_v(v = 1)
I, = — 2

Na 'przyklad unigraf G*(¢) ukladu prezentowanego na rysunku 3.c ma postaé:
GO=441110 3

Multigrafem uktadu (rys. 1.f) bedziemy nazywali jego model topologiczny
w postaci grafu niezorientowanego, w ktéorym kazdy rodzaj elementu jest od-
wzorowywany przez jedna nierozrdéznialng galaz. Multigraf G? (tm) danego ukladu
bedziemy zapisywaé w postaci:

G'(tm) = e, ..., €,, €y, 4.2)
lub w postaci: |
G’ (tm) = 1Dy seees D50 D15 (4.b)
gdzie:

n, jesli w ukladzie istnieje n(n<m) réwnoleglych galezi e;
0; jesli w ukladzie nie istnieje galaz ¢

Na przyklad multigraf G” (¢2) uktadu prezentowanego na rysunku 3.c mozna zapisaé
w postaci:

G*(12) =t1111,0 )

Bi-grafem ukladu (rys. l.e) skladajacego si¢ z {¢,,f,} rodzajow [slossop]
elementow bedziemy nazywali model topologiczny w  postaci grafu
niezorientowanego, w ktorym kazdy rodzaj elementu jest odwzorowywany przez
r6znie oznaczong galaz grafu.

Jak latwo zauwazyC uklad (rys. 3.d) skladajacy si¢ z {¢,,t,} rodzajow elementoéw
mozna przedstawi¢ jako sume teoriomnogosciowa dwoéch' zbioréw elementow
odwzorowanych w postaci mono-grafu G”(¢,) zbudowanego tylko z elementoéw typu
{t,} 1 mono-grafu G*(¢,) zbudowanego tylko z elementéw typu {¢,}, co mozna
zapisa¢ w postaci:

GY(t,.t,) = G'(t) v G°(t,), ©6)

gdzie: :

G*(t,.t,) — bi-grafy ukladu o v wierzcholkach skladajacego si¢ z elementow
{t,.t,}.

G’ (t,), G*(t,) — mono-grafy sktadajace si¢ odpowiednio tylko z elementow typu
{t,} lub {1,}.

Bi-graf G”(¢,.t,) = G"(¢,) v G(t,) charakteryzujacy dany uklad skladajacy si¢
z {t,,t,} rodzajow elementéw bedziemy zapisywaé w postaci:
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G°(t,)
G”(t,t)=|:"1:|. 7
122 G (tz) ( )
Na przyklad prezentowany na rysunku 3 bi-graf dwojnika mozna zapisa¢ w postaci:
00ttt O
G4(t.t.) = 11 41 .
(t12) [tz t, 0 0 ¢, 0] ®

W procesie formulowania algebraicznych warunkéw homoemorfizmu grafow
ukladu [11] oraz w procesie ich syntezy topologicznej [12] parametry je charak-
teryzujace beda wyrazone w postaci dendrytéw k-drzewowych (k = 1 v 2 v 3).
W teorii grafow [2,9] r6zni autorzy uzywaja roznych nazw dla okreslenia tej samej
wielkoéci, na przyklad synonimem drzewa [2] jest dendryt [9], natomiast dla
okreslenia 2-drzewa uzywa si¢ rOwniez okreSlenia dendryt 2-drzewowy [9].
W niniejszej pracy bedziemy uzywaé okrelenia dendryt k-drzewowy (k = 1 v2 v3).
Dla jednoznacznosci nizej zdefiniowano te poj¢cia oraz zilustrowano graficznymi
przyktadami.

Dendryt 1-drzewowy spdjnego grafu G®(f) zawierajacy v wierzchotkéw to
jeden acykliczny podgraf G°(f) posiadajacy v--1 galezie i zawierajacy wszystkie
wiercholki grafu G’ (¢). Dendryt 1-drzewowy unigrafu uktadu bedziemy oznaczali
T,° (9.

' Dendryt 2-drzewowy spojnego grafu G* (f) zawierajacego v wierchotkéw , sklada
sie z dwoch acyklicznych podgraféw G”, (f) i G”(f) posiadajacych w sumie v-2
galezie i zawierajace wszystkie wierzcholki grafu G°(¢). Dendryt 2-drzewowy
unigrafu ukladu o v wierzchotkach bedziemy oznaczali T”;;  ,, () lub w skrocie
T," (#), gdzie wierzchotki {w;, wj} znajduja sie w jednej (np. G”, () skladowej grafu
G’ (¢) a wiercholki {w,w;} w drugiej sktadowej (np. G,” () grafu G°(f). Nalezy
zwrbcié uwage, ze jeden z podgraféow G,°(7) lub G,’(r) moze sklada¢ si¢ tylko
z jednego izolowanego wierzcholka.

W tabeli 1 zamieszczonej obok dla pelnego unigrafu o v = 4 wierzchotkach
zestawiono wszystkie dendryty k-drzewowe konieczne do opisu wlasnosci dwdjnikow
oraz czwornikow.

3. ELEMENTY ANALIZY TOPOLOGICZNEJ UKLADO)?V
SKLADAJACYCH SIE Z {t,, t,} RODZAJOW ELEMENTOW.

W ogblnym przypadku dany parametr charakteryzujacy dwéjnik lub czwérnik
skladajacy si¢ z dwoch rodzajéw [slssop] elementéw mozna zapisaé [14] w postaci
funkcji wymiernej typu:

Hy'(ty, 1) o)

Fup(te 1) = 7 561,y

gdzie:
H,'(t,. t,); Hy'(t,, t,) — odpowiednio sumy iloczynéw admitancji elementow
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Tabela l

Dendryty k-drzewowe w pelnym unigrafie G*(f) konieczne do wyznaczania parametréw charakteryzuija-
cych dwdjniki i czworniki

oy A

Ne| TR Tiolt) Téo(t) l}:azg(‘;‘} ol

struktura T«fgﬁ{ struktura Toogje‘f struktura T:;?oel! struktura Tg’;:ll' struktura Too;;::)el{
1| ootott [T ] | oototo |] | oooott |J
2| oottot -] | oottoo |3~ | oootor ([
3| oottto |37 oootto |77
41 otoott |JNC | otooto | O ™ e ™
5| ototot [P< | ototoo | D 0totoo | | 00dtoo (2~
6| otorto [
7{ ottoot [[NJ | ottooo |&N{ | otooot |[NI ™
8| ottroo | 0t0t00 [ 0t0000 [N
9| tooott [T | toooto |o__ to00to {°_ | coooto |° .
10| tootot |[~ | tootoo 42,30 42,50
1] tootto |7 | tooooo [2_*
12| totoot |{_J | totooo {2 ]| toooot |I 3,2, %0
13] tototo |- ] toooto |
1| trooto |
15| t£0t00 | >
16| tt1000 |2\ 0000 |

typu {t,} i {#,} tworzacych dendryty ka-drzewowe w liczniku 1 dendryty
kb-drzewowe w mianowniku funkcji wymiernej opisujacej parametry dwdjnika lub
czwornika.

r — stopien licznika funkcji wymiernej.

p — stopien mianownika funkcji wymierne;j.
W ogdlnym przypadku H,’(t,, t,) [14] mozna zapisa w postaci:

ni ng
H(t, ) = ) [1‘[ (Yij-tl)-ﬁ(y“- tz):l, (10)
Geniryty :
. k—drzewowe
gdzie:
n, — liczba elementéw typu {¢,} wystgpujacych w dendrycie k-drzewowym.
ny = v—1—mny; — liczba elementéw typu {¢,} wystepujacych w dendrycie

k-drzewowym.



42 : Z. Wrobel Kwart. Elekir. i Telekom.

Ny + ny =v—=~K 11

Nalezy zwrdci¢ uwage na sposéb zapisu poszczegdlnych iloczynéw admitancji
{Y,; t,} 1 {Y,; t,} w wyrazeniu (10). Zapis ten oznacza, ze sumujemy wszystkie
mozliwe w danej strukturze ukladu, wariacje iloczynéw admitancji elementéw
tworzacych dendryty k-drzewowe, skladajace si¢ z (n;, = v—£k,... 1,0) elementdéw typu
{t,} o admitancjach {Y,; ¢,} oraz z n,=v—k—n; elementéw typu {7}
o admitancjach {Y; ¢,}.

Jak latwo zauwazy¢ wszystkie dendryty k-drzewiowe (k=1 v 2 v 3) wystepujace.
w dwdjniku lub czwdrniku, mozna podzieli¢ na grupy zawierajace t¢ sama liczbe n,;
elementow typu { tl} i dopelniajaca hczb@ ny=Vv—k—ny elementow typu {z,}.
Wowczas wyrazenie (10) mozna zapisa¢ w postaci:

B ) = 3 { » [I‘T(Yﬁ -, t;)]}- a2)

nig=0 LTV (¢; ik, 1,728
gdzie:
T, (t,"*, t,"2%) — dendryt k—drzewowy sklada]qcy si¢ z my
(ny=v—k, v—1,..., 1, 0) elementow typu {¢,} oraz n,,
(nyy=v—k—ny elementow typu {¢,}.
W ogblnym przypadku dany parametr charakteryzujacy uktad, mozna zapisa¢
w postaci:

r
)y A nra l1 "ika -1, "2ka

F,,(t,, t,) = "ka=20 : 13)
2 B"xkb s £,"ikb - £ P2kb

Rikh=0

gdzie:

A= 3 [TT(Y@-TT(YZ)] (14)

Tk" (¢4 Mika,t Raka)

Brsmpry = ) [ﬁ (Y1) "'ﬁb (Yz,-):l ’ @15)

TgY (1 7ikb, 1,"2kb)

Nalezy zwrocié uwage, ze wystepujace we wzorze (13) wyrazy £ sa wielko$ciami
bezwymiarowymi i sygnalizuja nam ze w danym iloczynie admitancji wystgpuje 7,
elementow rodzaju {¢;}.

Na rysunku 3 pokazano przyklad dwdjnika skladajacego si¢ z dwoch rodzajow
elementéw. W tabeli na tym rysunku zestawiono wszystkie dendryty 1-i 2-drzewowe,
- skladajace si¢ z elementéw typu {z,} i {#;} rozpatrywanego dwdjnika. Istnienie
w dendrycie k-drzewowym elementu typu {¢,} zaznaczono litera ¢, natomiast
wystgpowanie elementu typu {z,} — litera ¢,.

Dia prczentowanego na rysunku 3 dWO_]nlka w ogblnym przypadku admitancj¢
wejSciowa mozna zapisaé w postaci:
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Rys. 3. Przykiad ukiadu dwojnika: a) jego model topologiczny, b) ogdlna numeracja galezi w jego pelnym
unigrafie, ) schemat ukladu, d) jego bi-graf THE) U TAE,) = Gy, t,), €) admitancje strukturalne jego
bi-grafu i multigrafu, tabela — dendryty k-drzewowe konieczne do okreslenia jego parametréw

Yy (s ) = Ay 1% 8° +:121(;t12' 1} +1AIZ 4t .t22.+ Ags 1" 17 , (16)
Bys t,28,° + Byt ‘1t + By, 1,00 1?

gdzie

A=Y Y57,

A=Y, Y Yo+ Y5 Y 0 Yot Y0¥, Y6t Y0 Y Y+ Y, LEPR LT

A4,,=Y,Y,5Y,5+ Y Y, Yyt Y Y6 Y5t Y 3 Y6 st Y, Y56 Y50+ Y4
' Y,6Yss '

Ay=Y,6Y,5Y,,

B20=Y14'Y12+Y14 Y., iy

B, =Y, Y, 4 Y, Yt Yy Yo+ Y5 Yot Y0 Y+t Y Yos+ Y0 Yo

By, =YY+ Y Y6

Taki sposob przedstawienia poszczegolnych parametréw dwojnika, ma t¢ zaletg
ze uwypukla fakt, ze liczniki i mianownik funkcji wymiernej (wzor 13) sktadaja si¢
z sum iloczynéw odpowiednio n,, elementéw typu {t,} o admitancjach {Y,;} i n,,
elementow typu {¢,} o admitancjach {Y,;}, co bedzie mialo istotne znaczenie dla
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Rys. 4. Przykiad ukiadu czwornika: a) jego model topologiczny, b) og6lna numeracja galgzi w jego pelnym
unigrafie, c) schemat ukladu, d) jego bi-graf T4(t,) U T4(t,) = G*(t,, t,), €) immitancje strukturalne jego
bi-gralu i multigrafu, tabela — dendryty k-drzewowe konieczne do okreslenia jego parametrow
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okreSlenia warunkéw homeomorfizmu bi-graféw ukladéw. Przyklad ukladu

-czwoérnika skladajacego si¢ z dwoch rodzajéw [slssop] elementéw pokazano na

rysunku 4.

4. FUNKCJE STRUKTURALNE BI-GRAFOW MULTIGRAFOW
I UNIGRAFOW UKLADOW

Dla okreSlenia algebraicznych kryteriow homomorfizmu dwéch dowolnych
bi-graféw dwojnikow badz czwbrnikbéw [11], oraz w procesie syntezy topologicznej
ich struktur kanonicznych [12] istnieje konieczno$¢ wprowadzenia pewnych
parametrow  charakteryzujacych  strukturalne  (topologiczne)  wlasnoéci
poszczegblnych modeli (unigraféw, multigraféw i bl-grafow) rozpatrywanych

_ukladow.

We wzorze 12 wyrazenie w nawiasach {} oznacza sume wszystkich iloczynéow
admitancji elementéw tworzacych dany dendryt k-drzewowy T, (¢,"1%, ¢,"2k) sklada-
jacy si¢ z n,; elementow typu {¢,} oraz —

- Ny =v—k—ny typu {t,}. '

Jesliby kazdy element dwojnika lub czwérnika byt jednoomowym opormklem to
wyrazenie w nawiasach {} ze wzoru 12 byloby réwne liczbie istniejacych w danym
ukladzie dendrytéw k-drzewowych skladajacych si¢ z n, elementow typu {t} in,,
elementow typu {,} co mozna zapisa¢ w postaci:

’lzk

LT (", ) = ), [l‘[ () I1 (tz)] (17)
TEV(e1 ik, t,72K)

gdzie:

LTy(z,"*, ¢t,"25) — liczba dendrytéw k-drzewowych skladajacych si¢ z my
elementow typu {¢,} i n,, = v—k—ny elementow typu {t,}, istniejacych w bi-grafie
ukladu zawierajacego v wierzcholkow.

Jak wiadomo w procesie syntezy topologicznej struktur kanonicznych bi-graféw
uklad6w [12], nie interesuja nas wartoSci admitancji {¥,g¢,} (gdzie: ¢ — numer
rodzaju elementu, § — numer galezi unigrafu ukladu) poszczegblnych elementéw
tworzacych dany uklad dwdjnika lub czwérnika a tylko ich rodzaj {z,}. Nizej
zdefiniowano pewne funkcje strukturalne charakteryzujace wlasnosci poszczegbélnych
modeli (bi-grafow, multigraféw i unigraféw) dwodjnikéw i czwornikoéw sktadajacych
si¢ z dwoch rodzajow elementow {z,, ¢,}, ktérych parametry mozna opisa¢ funkcja
wymierna (wzor 9).

" Definicja 1.

Funkcja strukturalng bi-grafu F[LT"(¢,, ¢,)] charakteryzujaca dany parametr
F,,(t,. t,) (w skrécie F(z,, t,) ukladu skladajacego si¢ z dwoch rodzajow elementow
{¢,} i{t,} bedziemy nazywali dwa zbiory zapisane w postaci ulamka, ktérego licznik
zawiera uporzadkowany (wzgledem iloéci elementéw ¢** od n,,= v—ka do n,,=0)
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zbiér liczb dendrytéw ka-drzewowych <LTJ (¢,*4, 1,2*)> skladajacych si¢ z ny,
elementdw typu {¢,} i n,,= v—ka—ny, elementéw typu {¢,}, a mianownik zawiera
uporzadkowany (wzgledem iloéci elementbéw £,2* od ny,=o—kb do ny,=0) zbidr
dendrytow kb-drzewowych <LTj(z,"#b, ¢,"2#)> skladajacych si¢ z ny, elementow
typu (t;) i 4= v—kb—ny, clementéw typu {z,}.

Funkcje strukturalna F[LT®(¢,, t,)] bi-grafu charakteryzujaca dany parametr
F(t,, t,) ukiadu zapisujemy w postaci:
Nny.=v-ka

<LTg (1. 657)>
Ny=0

FILT*(¢,.t,)] = i (18)
ikb— U~

<LT (£3%,15%)>

ny=0

gdzie w ogdlnym przypadku:

n1k= V"—k

<LT,”(t,"k, t,"2%)> — uporzadkowany zbior (od n,;=v—k do n;=0)

" m=0
liczb dendrytow k-drlzewowych skladajacych si¢ z n; elementéw typu {¢;}
i ny,=v—k—ny, elementow typu {£,}.

I tak na przyklad funkcja strukturalna charakteryzujaca impedancj¢ wejsciowa
czwornika (rys. 4) ma postaé: :

1,3,2>
1,5 6,1

co oznacza ze licznik funkcji Z,, (¢,, t,) zawiera sumg sktadniké4w w postaci 1-go
iloczynu admitancji elementoéw tworzacych dendryt 2-drzewowy T, ,* (2 t,°)
skladajacy siezn,, = 4 — 2 = 2elementowtypu{#,} in,, = 4 — 2 — 2 = Oelementéw
typu {t,}, 3-ch iloczynéw admitancji elementéw tworzacych dendryt 2-drzewowy
T,, (. t,1) skladaj acych si¢ z 1-go elementu typu { ¢, } i pierwszego elementu typu {z,},
itd. Natomiast mianownik funkcji Z  , (¢,, ¢t,) zawiera sume skladnik6w w postaci 1-go
iloczynu admitancji elementow tworzacych dendryt 1-drzewowy T, *(t,3, t,°)
sktadajacy sigzn,, =4 —1=3 elementéwtypu{¢,}in, =4 —-1—-3= 0 elementow
typu {t,}, S iloczynéw admitancji elementéw tworzacych dendryt 1-drzewowy T, % (¢,2,
t,1) skladajacy si¢ z 2-ch elementow typu {¢,} i pierwszego elementu typu {1,}, itd.

Nalezy zwro6cié uwagg ze, jesli w rozpatrywanym uktadzie nie wystepuja dendryty
k-drzewowe skladajace si¢ z n;, elementow typu{¢,} i oczywiscie n,, = v — k—ny
elementéw typu {¢,}, to w tym miejscu uporzadkowanego zbioru <LT,”(¢,",
£,"2¢)> wpisujemy zero. Na przyklad w czwérniku (rys. 4) brak iloczynu admitancji
tworzacych dendryt 2-drzewowy T, ,0*(¢,°, t,?) dlatego tez uporzadkowany zbior
<LT,, ,0*(t, t,)> ma posta¢ <1, 1, 0>.

Oprocz zdefiniowanej wyzej funkgji strukturalnej charakteryzujacej bi-grafu -
danego ukladu, istotna rol¢ szczegblnie w procesie syntezy topologicznej struktur
kanonicznych bi-graféw ukladéw odgrywaja funkcje strukturalne charakteryzujace
multigrafy i unigrafy rozpatrywanych ukladow.

zZ, [LT* (t, )] = < (19)
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Definicja 2.

Funkcja strukturalna multigrafu F [LT” (t2)] i unigrafu F[LT® ()] uktadu nazywa-
my dwojke uporzadkowana w postaci ulamka, ktérego licznik zawiera calkowita
liczbe dendrytéw ka-drzewowych a mianownik calkowita liczbg dendrytéw
kb-drzewowych wystepujacych we wzorach okreslajacych funkcje strukturalng
F[LT"(¢,, t,)] rozpatrywanego ukladu.

Funkgje strukturalng charakteryzujaca dany parametr multigrafu ukladu sklada-
jacego si¢ z dwdch typdw elementéw zapisujemy w postaci:

LT..’(2)

F[LT’ (12)] = o)

(20)
gdzie cyfra 2 oznacza liczbe rodzajow elementéw w ukladzie.

Z powyzszej definicji oraz definicji multigrafu wynika, ze w ogblnym przypadku
mozna zapisac:

0
LT,(®2) = Y [LT (@, t,"2¥). 21)
ll"k=|)—k
Liczby LT,” (¢£2) charakteryzujace multigrafy ukladow prezentowanych na rysunkach
3 i 4 zestawiono w ostatnich kolumnach tabel na tych rysunkach.
Sens fizyczny funkgji strukturalnej multigrafu zilustrujemy na przykladzie uktadu
z rys. 4. I tak na przyklad zapis:

Z, ,[LT(2)] = <i§§> 2)

oznacza ze funkcja wymierna okre§lajaca impedancj¢ wejSciowa czwornika posiada
w liczniku 6 skladnikéw sumy w postaci iloczynow admitancji elementéw tworzacych
dendryty 2-drzewowe T,  *(f2) a mianownik 13 skladnikéw sumy w postaci
iloczyndéw admitancji elementow tworzacych dendryty 1-drzewowe T',* (£2). Funkcj¢
strukturalng unigrafu ukladu zapisujemy w postaci:

LT, (?)
LT, (2)

FILT*()] = < (23)
Nalezy zwrécié uwage, ze dendryt k-drzewowy mozna réwniez przedstawié jako
ciag réinowartoSciowy skladajacy si¢ z v—k elementow ze zbioru gal@m E{e},
tworzacych dany unigraf G*(¢).
Z definicji dendrytoéw k-drzewowych wynika, Ze w tworzeniu danego typu dendrytow
k-drzewowego nie uczestniczy (k— 1) galezi unigrafu. Zilustrujemy to na przykltadzie
dendrytéw k-drzewowych pelnego unigrafu G*{7}.
Jak latwo zauwazyé (tabela 1) dendryty 2-drzewowe na przyklad T, o} (®) tworzy
sic z tych dendrytow 1-drzewowych, ktére zawieraja element na pozycji e,
(incydentny do wierzcholkéw {w,, w,}). Na przyklad dendryt 1-drzewowy
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eﬁ’ eS’ e4-' e3' e2’ el - (24)

T4(f) = v
0 0,0,¢0,¢¢

jest podstawg utworzenia dendrytu 2-drzewowego T; ,4(?)

€ €5r €4s €3, €3 €
0,0,¢0¢0

Ten sam dendryt 1-drzewowy (wzor 24) jest réwniez podstawa do utworzenia
dendrytu 3-drzewowego T, , ,,*(#), poniewaz zgodnie z definicja dendryty 3-drzewo-
we T, , ,,%(f) tworzy si¢ z tych dendrytéw 1-drzewowych, ktdre zawieraja elementy
na pozycji e, (incydentnego do wierzcholkéw {w,, w,}) oraz elementu na pozycji e,

(incydentnego do wierzcholtkow {w,, w,}).

Tio* @ = (25)

€q: €55 €4, €5, €5, €
0,0,0,0,£0

Ten sposob tworzenia dendrytéw 3-drzewowych ilustruje tabela. Na przyklad
wszystkie dendryty 2-drzewowe typu T; (?) nie zawieraja (k—1=2—1=1) jednej
galezi e, (incydentnej do wierzcholkow {w;, wj}), natomiast wszystkie dendryty
3-drzewowe typu T, . ,.%(f) nie zawieraja (k—1=3-1=2) dwoch galezi e; i e,
(incydentnych odpowiednio do wierzchotkdw {w,, w;} oraz {w;, w,}). Rowniez
unigraf mozna przedstawié¢ jako / elementowy ciag galezi e; ze zbioru galezi E{e;},
tworzacych dany unigraf.

Z powyziszych rozwazaf wynika, ze dany typ dendrytu k-drzewowego mozna
utworzyé jako »—k elementowa wariacj¢ bez powtorzen z [—(k—1) elementowego
zbioru galezi E{e;}, tworzacych unigraf G*(t) nie zawierajaca tylko permutacji jego
(k—1) galkezi {e} (incydentnych do odpowiednich wiecholk6éw), co w ogdlnym
przypadku mozna rowniez zapisa¢ w postaci:

Thirso () = T 1—-1y) — {ej}k——l:l: 27

Ti5.20° () = (26)

gdzie:

Tl e} - w-1n—{e}r— ] — dendryty k-drzewowe utworzone w zbiorze elementow
E{e}, tworzacych unigraf, jako v—k elementowe wariacje bez powtérzen z jego
I—(k—1) galezi {e} nie zawierajace tylko permutacji jego (k—1) galezi {e} ktore
nie uczestnicza w tworzeniu danego typu dendrytu k-drzewowego.

Korzystajac z powyzszej zaleznosci, na przyklad dendryty k-drzewowe T, ,(£)

i T, ,.,,"(f) mozna w ogblnym przypadku zapisa¢ w postaci:
Tl,()v (t) = Tzv[{ei}l——1 - {31}1] ) ) (28)
T1,3,200 (t) = Tav[{ei}l—z - {e1’ 34}2]' (29)

Dla stwierdzenia homeomorfizmu dwéch unigraféw G°(¢) istotnym parametrem
charakteryzujacym ich whasnofci, sa zbiory liczb dendrytéw k-drzewowych
(LT lHed - -1 —{e}s—1]}- Zbior liczb dendrytéw k-drzewowych {LT,[{e},— o,y
—{e}-,} unigrafu G°() zawiera poszczegblne liczby (ilosci) dendrytéw
k—drzewquch LT [{e};-g-1—{€}r~1]- Sposob wyznaczania poszczegblnych liczb
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(ilo$ci dendrytéw k-drzewowych LT,[{e},_ -1 —{ejx—,] oraz tworzenia zbioré6w
liczb dendrytéw k-drzewowych {LT,"[{e},_ &-n—1ei}s—.]} zlustrujemy na
przykladzie unigrafu pokazanego na rys. 5.

I'tak na przyklad w prezentowanym unigrafie istnieje 5 dendrytéw 1-drzewowych
zawierajacych element e,, a w1qc istnieje LT,"[{e},-,—{e,},;=5 dendrytéw
2-drzewowych T, °(f). Istnieje rowniez 5 dendrytow 1-drzewowych zawierajacych
element e,, stad LT 2 Heti—;—{e,},1=5.

Postepujac analoglczme dla pozostalych elementéw {e;} istniejacych w unigrafie
G*(2), zbior liczb dendrytéw 2-drzewowych charakteryzujqcych dany unigraf mozna
zapisaé w postaci {LT,*[{e},_, —{e 30 =1{5,5.4,5,5}.

Poszczegdlne wartoéci elementéw zbioru liczb dendrytéw 3-drzewowych
{LT,"[{e},~, —{e;},]} wyznacza si¢ analogicznie. I tak na przykiad w prezentowanym
unigrafie (rys. 5) istnieja dwa dendryty 1-drzewowe, ktére zawieraja elementy ejie,.
Stad LT *[{e;},., —{e,. e,} ,]=2 wyznaczaja pozostale liczby dendrytow 3-drzewowych
LT."{e, }, ,—{e,, e;},] nie zawierajace poszczegdlnych permutacji elementow {e;.e},
rozpatrywanego unigrafu G*(¢). Zbiér liczb dendrytow 3-drzewowych charakteryzujqcy
dany unigraf mozna zapisa¢ w postaci {LT *[{e},_, —{ey, ¢;,11 ={2,2,3,3}.

St LTk [{ei}l_(k_n - {ej}k-"] : k

L{1-1) O 3

T A \ i

ey e,e 86,8 e,e5e, e;e,0 e €e,e e;e,e €, 838,80 €30,8,€,€,

uu)m¥_k~f_#—f_$-i _____________ *fi_f_£—f_$
o OO @OOOO® QOOOOO® |V

Rys. 6. Ogdiny przyklad sposobu tworzenia ,drzewa z korzeniem” liczb dendrytéw k-drzewowych
LTk')[{ei}x—(k—l)' - {ej}k—ll

Na rysunku 6 przedstawiono ogdlny schemat tworzenia poszczegdlnych zbioréw
liczb dendrytow k-drzewowych {LT,"[{e};_4_,—{e;};— ]} charakteryzujacy dany
unigraf. Nalezy zwroci¢ uwage, ze powyzsze rysunki ilustruja nam klasyczny problem
kombinatoryki [6], ,Liczba {v—k} wyrazowych wariancji bez powtdrzen
z{1—-(k—1)} elementowego zbioru elementow”.

Jak tatwo zauwazy¢ poszczeg6lne ciagi elementow {e;} od ,kélka” oznaczajacego
liczbe dendrytéw k-drzewowych do poszczegblnych ,kélek” w ostatniej linii, to nic
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innego jak wszystkie roznowarto$ciowe { v— k} elementowe ciagi elementéw ze zbioru
{1—(k—1)}. Liczba {v—k} wyrazowych wariancji bez powtorzed z {1 —(k—1)}
elementowego zbioru elementéw, jest oczywiscie wigksza od liczby dendrytéw
k-drzewowych wystepujacych w danym unigrafie. Nalezy zwro6cic uwage ze “1”
w ostatnim wierszu na rysunkach 5 i 6 oznacza, ze dany ciag {v—k} elementow
tworzy dendryt k-drzewowy, natomiast “"0” oznacza, Ze elementy te nie tworza
dendrytu k-drzewowego.
Korzystajac z kombinatoryki [6] mozna zapisaé:

L)

—h (30)

LTkv[{ei}l—-(k—n {e }k 1]
gdzie:

L(1) — liczba “1” w ostatnim wierszu na rysunkach 51i 6.

Powyzsza zalezno§¢ wynika z faktu, ze kolejnoS¢ elementéw w procesie tworzenia
dendrytdow k-drzewowych w unigrafie nie ma znaczenia.

Nalezy zwrécié uwage, ze ,.czastkowe” korzenie drzew dla kazdej grupy
dendrytéw k-drzewowych leza na jednym i tym samym ,,poziomie” (rys. 51 6). Liczba
czastkowych korzeni drzew jest funkcja liczby galezi I rozpatrywanego unigrafu
i parametru k okreSlajacego stopie dendrytu k-drzewowego. I tak mamy jeden
korzen dendrytu 1-drzewowego T,"[{e};—{0},], / korzeni drzew dla dendrytow
- 2-drzewowych  T,"[{e;},-,-{e;},] 1td W ogblnym przypadku dla dendrytu -
k-drzewowego T,' [{e 31— - (et e- 4] liczbg czastkowych korzeni mozna policzy¢ ze
wzoru:

VEL=1-(@=1) (= (k= 1. (1)

PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono podstawowe definicje i modele topologiczne uktadow
dwojnikéw i czwornikdw sktadajacych sie z dwoch rodzajow [slssop] elementoéw oraz
parametry charakteryzujace strukturalne wlasnosci rozpatrywanych ukladow.

Przedstawiony sformalizowany zapis poszczegdlnych parametréw charaktery-
zujacych strukturalne wlasnosci rozpatrywanych ukladow, bedzie podstawq do
sformulowania algebraicznych kryteriéw homeomorfizmu (strukturalnej réwnowaz-
noéci) tych uktadéw [11] oraz wykorzystany w procesie syntezy topologicznej struktur
kanonicznych dwdjnikéw [12].
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Z. WROBEL

STRUCTURAL FUNCTIONS OF GRAPHS OF ONE-PORT AND TWO-PORT
CIRCUITS WHICH CONSIST OF TWO KINDS OF ELEMENTS

Summary

Basic definitions and topological models of one-port and two-systems consisting of two

kinds of elements along with their characteristic parameters were shown in this paper.

Formalized record of particular parameters characteristic of structural properties of the
examined circuits was presented and it is treated as the basic for formulating algebraic criteria
of homeomorphism (i. e. structural equipose) of there circuits [11] and used in the process of
topological synthesis of one-port canonical structures. [12]
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Homeomorfizm grafow dwojnikow i czwornikow
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W pracy przedstawiono algebraiczne kryteria homeomorfizmu strukturalnej
réwnowaimosci w sensie przeksztalcenia izomorficznego i 2-izomorficznego, unigrafow
i bi-graféw ukladéw dwojnikéw badz czwornikéw sktadajacych si¢ z dwoch rodzajow
[slssop] elementéw {t,, ¢,}.

1. WSTEP

" Podstawowe definicje i modele topologiczne ukladow dwojnikéw i czwornikow
skladajacych sie zdwéch rodzajéow elementéw oraz sformalizowany zapis poszczegOl-
nych parametréw charakteryzujacych strukturalne wasnoéci rozpatrywanych ukla-
déw, konieczne do sformulowania algebraicznych kryteri6w homeomorfizmu tych
ukladéw przedstawiono w pracy [17]. Jak wiadomo uzyskiwane w procesie syntezy
uklad 6w, rozwiazanie jest w wigkszoci przypadkoéw niejednoznaczne [1, 11, 12, 15).
Moze bowiem istnie¢ wiele uktadéw, o réznych strukturach i r6znych warto$ciach
tworzacych go elementéw, ktére spelniaja postawione zadanie syntezy. Sa to wigc
uklady réwnowazne wzgledem przyjetych kryteriow.

Pojecie réwnowaznosci w literaturze dotyczacej ukladow elektrycznych ma dwa
znaczenia. W pierwszym przypadku rozpatrywane uklady traktuje si¢ jako ,,czarne
skrzynki” i uwaza sie, ze dwa ukltady sa rOwnowazne jesli na zadane wymuszenie
odpowiedzi uktadéw w obu przypadkach sa jednakowe z dokladnoScia do stalej
roznej od zera. Ten typ rownowaznosci ukladéw w literaturze okresla si¢ czgsto
pojeciem ekwiwalentnoéci. Istnieje wiele prac w ktérych dla r6znych typow ukladow
formuluje si¢ warunki ich ekwiwalentnosci [3, 5—8, 13]. W ninjeszej pracy tak
rozumiang rbwnowaznoécia uktadoéw nie bedziemy si¢ zajmowac.

W drugim przypadku pojecie réwnowaznosci ukladow jest zwiagzane z od-
powiedzialnoécia ich macierzy obwodéw (cykli). Ten typ rownowazno$¢ definiuje sig
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" nastgpujaco: ,,Dwa uklady réwnowazne, jesli ich strukturalne macierze obwodow
roéznig si¢ tylko permutacja wierszy i kolumn”. Ten typ rownowaznosci dwéch
ukladéw mozna okreslié pojeciem homeomorfizmu. [1].

W ogblnym przypadku homeomorfizmem zbioru X w zbior Y nazywamy
przeksztalcenie (odwzorowanie) zbioru X na zbidr Y h: X — Y spelniajace warunki
X = D(h)iD,(h) = Y (gdzie: Di(h) i D,(h) — odpowiednio lewa i prawa dziedzina
funkciji przeksztalcenia homeomorficznego). Dwa uklady bedziemy nazywali homo- -
eomorficznymi je$li strukturalng macierz obwodow pierwszego ukladu, mozna
przeksztalcié (permutacja jej wierszy i kolumn) na strukturalna macierz obwodow
drugiego uktadu.

W teorii graféw [4, 16] wykazano ze: ,,Dwa grafy maja t¢ sama strukturalng
macierz obwodu, wtedy i tylko wtedy gdy sa one 2-izomorficzne lub izomorficzne”.
Pod pojeciem réwnowazno$ci dwoch ukladéw bedziemy rozumie¢ homeomorfizm
struktur topologicznych graféw odwzorujacych te uklady. Dwa uklady bedziemy
nazywali homeomorficznymi, je§li bi-graf pierwszego ukladu mozna izomorficznie
lub 2-izomorficznie przeksztalci¢ w bi-graf drugiego ukladu. :

OkreSlenie algebraicznych kryteriow homeomorfizmu, ma istotne znaczenie
miedzy innymi w procesie syntezy topologicznej struktur kanonicznych uklad6w [18].
Dotychczas nie tylko nie opracowano algebraicznych kryteri6w homeomorfizmu
bi-graféw, brak nawet kryteriow homeomorfizmu najprostszej formy grafu — tzn.
unigrafu [4, 14, 16]. Zaprezentowana w pracy [18] procedura syntezy topologicznej
struktur kanonicznych bi-graféw ukladéw dwoéjnikéw skladajacych si¢ z dwéch
rodzajow [slssop] elementow metoda przegladu hierarchicznego, w og6lnym przypad-
ku obejmuje w zasadzie dwa odrgbne zagadnienia.

1. Pierwsza grupa zagadnien jest generacja wszystkich mozliwych cyklicznie
spojnych unigraféw o zadanej liczbie wierzchotkéw i zadanej liczbie galezi, oraz
podziat otrzymanych unigraféw na klasy unigraféw niehomeomorficznych wzglgdem
siebie.

2. Druga grupa zagadnien dotyczy ,,wypelnienia” jednego przedstawiciela z kazdej
klasy typow unigraféw, elementami poszczegblnych rodzajow {z,, t,}, oraz podzial
otrzymanych bi-graféw na klasy ukladéw niehomeomorficznych wzglgdem siebie
— klasy struktur kanonicznych. Wynika stad, ze w ogblnym przypadku zagadnienie
homeomorfizmu (sensie przeksztalcenia izomorficznego i 2-izomorficznego) dwoch
ukladéw skladajacych si¢ z {¢,, £,} rodzajow [slssop] elementéw mozna podzieli¢ na
dwa odregbne zagadnienia.

1. Homeomorfizm unigraféow tych ukladéw

2. Homeomorfizm bi-graféw tych ukladow. -

Dotychczas brak prostych algebraicznych kryteriow pozwalajqcych stwierdzic¢
homeomorfizm w sensie przeksztalcenia izomorficznego i 2-izomorficznego dwoéch
grafow ukladéw [4, 14, 16]. Mozna oczywiscie skorzystac Z przytoczonej wyzej
definicji homeomorfizmu — strukturalnej réwnowaznosci dwoch ukladéw. ,.Dwa
uklady D(Y,,, Y,) i D;(Y,;, Y,) sa homeomorficzne jesli macierz obwodéw ukladu
D(Y,;, Y,) mozna przeksztalcw w macierz obwodow ukladu D;(Y,; Y,)

12
permutaqq jej kolumn i wierszy”. Aby skorzystaé z powyzszej definicji nalezy
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heurystycznie zadaé macierze obwodéw rozpatrywanych ukladéw a nastepnie (w
najgorszym przypadku) wykonaé (L,+L,)! operacji przestawien (gdzie: L, i L,
— odpowiednio liczba kolumn i wierszy w macierzy obwodéw). Taka procedura
stwierdzania homeomorfizmu ukladéw nie jest' przydatna w procesie syntezy ich
struktur kanonicznych, poniewaz nie znamy explicite strukturalnej macierzy
obwod6w generowanych ukladow, a ponadto liczba przestawieni i poréwnan jest zbyt
wielka.

Z teorii graféw [4, 16] wynika, Zze dotychczas brak prostych algebraicznych
kryterlow ktére pozwolilyby na stwierdzenie homeomorfizmu — strukturalnej
rownowaznosci w sensie przeksztalcenia izomorficznego i 2-izomorficznego dwoch
dowolnych unigraféw badz bi-graféw uktadéw dwdjnikéw lub czwbrnikéw niezalez-
nie od ich struktury (topologii), liczby wierzcholkéw, czy liczby elementéw po-
szczegOlnych rodzajow. ‘

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie algebraicznych warunkéw jakie musza
spetnia¢ dwa unigrafy oraz dwa bi-grafy odwzorujacych dwa uktady dwéjnikéw lub
czwérnikoéw, aby byly one homeomorficzne w sensie przeksztalcenia izomorficznego
i 2-izomorficznego. :

2. IZOMORFIZM 1 2-1ZOMORFIZM GRAFOW

Zanim przejdziemy do sformulowania algebraicznych warunkéw jakie musza
spelnta¢ dwa ukltady zbudowane z {¢,, ¢,} rodzajow [slssop] elementéw odwzorowane
w postaci ich unigraféw oraz bi-grafow, aby byly one homeomorficzne w sensie
przeksztalcenia izomorficznego i 2-izomorficznego, nizej krétko omdwiono oba
rodzaje przeksztalcen [4, 16].

Dwa grafy (unigrafy, multigrafy, bi-grafy) sa homeomorficzne w sensie prze-
ksztalcenia izomorficznego, jesli zachodzi wzajemnie jednoznaczna odpowiednioéé
migdzy ich wezlami (wierzcholkami) oraz migdzy ich elementami (galeziami) przy
zachowaniu relacji incydencji. Z definicji izomorfizmu wynika, ze jesli dwa grafy

sa3 homeomorficzne w sensie przeksztalcenia izomorficznego to maja: — t¢ sama
liczbg galezi. — t¢ sama liczbe wezlow. — te sama liczbe wezléw o danym
stopniu. :

Sa to niestety tylko warunki konieczne, ale nie dostateczne do stwierdzenia izomor-
fizmu dwoch uktadéw, co dla unigraféw uktadéw dwojnikdw i czwornikéw ilustruje
rys. 1, natomiast dla bi-graféw tych ukladow ilustruje rys. 2.

Przeksztalcenie 2-izomorficzne w literaturze [4, 16] jest deﬁmowane w sposob
opisowy. Dwa grafy (unigrafy, multigrafy, bi-grafy) sa homeomorficzne w sensie
przeksztalcenia 2-izomorficznego, jesli staja si¢ izomorficzne po przeprowadzeniu
»operacji”’ zilustrowanej na rysunku 3.

Z definicji 2-izomorfizmu wynika, Ze jesli dwa grafy sa homeomorficzne w sensie
przeksztalcenia 2-izomorficznego to maja: :

— t¢ sama liczbg galezi

— t¢ sama liczbe wezlow.,
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Nalezy zwrocié uwage, ze stopnie wierzcholkéw ukladow homeomorficznych
w sensie przeksztalcenia 2-izomorficznego moga by¢ rbzne, co ilustruje rysunek
3. Sa to niestety tylko warunki konieczne, ale nie dostateczne do stwierdzenia
strukturalnej réwnowaznoéci (homeomorfizmu) dwéch graféw, co ilustruja
rysunki 1 2.

. v, W,

a)
Wa Wa
h
Ws <F> "
Wo Wo
Wy Wy
b) Ws W
Wy ’ : Wy
. W, h W,
W, W
Wo=W; Wo=Ws

Rys. 1. Przyktady niehomeomorficznych unigraféw odwzorujacych; a) ukiady dwéjnikow, b) uklady
czwornikéw spelniajacych warunki konieczne homeomorfizmu
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W4 W4
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Rys. 2. Przyktady niehomeomorficznych bi-grafow odwzorujacych; a) uklady dwdjnikéw, b) uklady
czwbrnikéw spelniajacych warunki konieczne homeomorfizmu
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a)

Rys. 3. Unigrafy a) i d) sa 2-izomorficzne

Dotychczas brak ogbélnego algorytmu pozwalajacego stwierdzi¢ homeomorfizm
(w sensie przeksztalcenia izomorficznego i 2-izomorficznego) dwdch unigraféw G(f)
i G(f), odwzorujacych dwa uklady D(Y,;, ¥, )i DY Y)), co jest zwiazane
przede wszystkim z trudnoSciami algorytmizacji przeksztalcenia 2-izomorficznego.

2. HOMEOMORFIZM UNIGRAFOW UKLADOW

Nizej przedstawiono warunki konieczne i dostateczne jakie musza spelnia¢ dwa

.unigrafy G (1) i G"(H) uktadow dwojnikow i czwornik6w, aby byly one homeomor-

ficzne w sensie przeksztalcenia izomorficznego i 2-izomorficznego.

Twierdzenie 1

Dwa unigrafy G,*(£) i G;°(f) ukladow D,"(Y,;, Y, ) i D" (Y Y, ) 52 homeomog-
ficzne wtedy i tylko wtedy gdy: '

1: Wil = Wl ' 1
2 |E{e}:| = |En{edl @
2a: |Er{e}s|= |En{edsl (3)
3:d ) {LTk"[{ei},_(k_l) - {ej}k—ll}I = {LTk”[{ei}l—(k—l) — {ej}k—]_]}IIs )
gazie:

|Wil, |Wy| — moce zbiorow weztow odpowiednio unigrafow G;*{#} i G;"{#}.
|E{e} |, |Ex{e},| — moce zbioréw galezi odpowiednio unigraféw G*{#} i G;;°{1}.
[ — liczba galezi w unigrafie.
|Ef{e}s), |Enf{ed,] — moce zbior6w galezi incydentnych do odpowiadajacych
sobie wierzchotkéw brzegowych odpowiednio unigrafow G{#} i G;"{#}.
(LT Hedi-g-n — {eh-alp (LT Uedi—g-n — {ehe—ilm = zbiory liczb
poszczegblnych typéw dendrytow k-drzewowych w unigrafach G{f} i G"{#}
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utworzone jako v—k elementowe wariacje bez powtdrzen z ich /— (k—1) galezi {e}
zbioru E{e;}; nie zawierajacych tylko permutacii jego (k—1) galezi {e ;} zbioru E{ej},.

Dowdd:

Warunek pierwszy oznacza, ze w homeomorficznych unigrafach zbiory wierzchol-
kéw obu unigraféw sa réwnoliczne. Warunek ten wynika z definicji izomorfizmu
i 2-morfizmu. Nalezy zwr6ci¢é uwage, Ze warunek ten wcale nie oznacza, Ze
odpowiadajace sobie wierzcholki tych unigraféw maja takie same stopnie. Na
przykiad uklady pokazane na rysunku 3 sa homeomorficzne a stopnie ich wierzchot-
kdéw sg rozne.

Warunek 2 oznacza, Ze w homeomorficznych unigrafach moce zbioréw galezi
obu unigraféw sa réwnoliczne. Warunek ten wynika z definicji izomorfizmu
i 2-izomorfizmu. Warunek 2a oznacza, ze w homeomorficznych unigrafach zbiory
galezi incydentnych do odpowiadajacych sobie wierzcholkéw brzegowych
(wierzcholki wejsciowe 1 wyjSciowe) obu unigraféw s3 réwnoliczne. Warunek ten
wynika z faktu, Ze w dowolnych przeksztalceniach izomorficznych i 2-izomorficznych
ukladéw fizycznych (odwzorowanych w postaci ich unigraféw, multigrafow,
i bi-grafow) tylko galgzie incydentne do wierzcholkéw brzegowych przeksztalcaja sie
same w siebie. Sa to warunki konieczne ale nie dostateczne homeomorfizmu dwéch
unigraféw, co ilustruja rysunki 1i 2.

Warunkiem dostatecznym homeomorfizmu unigraféw G;*{£} i G,;*{#} jest waru-
nek trzeci, ktoéry stwierdza, Ze zbiory liczb poszczegdlnych typdéw dendrytdéw
k-drzewowych {LT,’[{e};—4-1) — {e}s— ]} utworzonych w unigrafiec G,*{1}, sa
réwne zbiorom liczb dendrytéw k-drzewowych {LT,"[{e};_ -,y — {e}x— ]} 1y utwo-
rzonych w unigrafie G,/*{¢}. Warunek ten wynika z faktu, ze dowolne izomorficzne
lub 2-izomorficzne przeksztalcenia unigrafu G;°{#} w unigraf G,;°{¢} powoduje, ze
kazdy dendryt k-drzewowy T, [{e};— -,y — {€}x— Jlr Wystepujacy w unigrafie G,*{ 1}
przeksztalca si¢ jednoznacznie w odpowiadajacy mu dendryt k-drzewowy
T'Hed—w—yp — {e}x—1]lir wystepujacy w unigrafie Gp{1}. ;

c.nd.

Sens fizyczny warunku trzeciego ilustruja rysunki 4 i 5, na ktoérych dla dwoch
unigraféw G3(f) zawierajacych /=7 galezi pokazano poszczegblne zbiory liczb
dendrytéw k-drzewowych {T;"[{e},_ -,y — {€ -]}

Jak latwo zauwazy¢ poszczeg6lne ciagi elementow {e} od ,.kélka” oznaczajacego
liczbe dendrytow k-drzewowych do poszczegdlnych ,,kélek” w ostaniej linii, to nic
innego jak wszystkie ro6znowartosciowe {v—k} elementowe ciagi elementéw zbioru
{E[{ei}l~(k—1) - {ej}k—1]}- .

Nalezy zwréci¢ uwage ze warunek trzeci twierdzenia 1 mozna ré6wniez inter-
pretowaé nastgpujaco: Dwa unigrafy G,°(¢) i G(f) sa homeomorficzne, jesli ciagi
liczbowe charakteryzujace poszczegolne drzewa z korzeniem polozonym na danym
poziomie (rys. 4), jednego unigrafu — mozna pizyporzadkowaé odpowiednim
ciaggom liczbowym charakteryzujacym poszczegdlne drzewa z korzeniem polozonym
na tym samym poziomie (rys. 5), drugiego unigrafu. Nalezy zwrdci¢ uwage ze
»czqstkowe” korzenie drzew dla kazdej grupy dendrytow k-drzewowych leza na
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Rys. 6. Przyklady homeomorficznych unigraféw odwzorujacych uklady dwojnikow
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Rys. 7. Przyktady homeomorficznych unigraféw odwzorujacych uktady czwornikow

jednym i tym samym ,,poziomie” (rys. 4 i 5). Liczba czastkowych korzeni drzew jest
funkcja liczby galezi 1 rozpatrywanego unigrafu i parametru k okreslajacego stopien
dendrytu k-drzewowego.

Przyklady homeomorficznych unigraféow dwodjnikéw pokazano na rysunku 6.
Natomiast na rysunku 7 zilustrowano homeomorfizm unigraféw czwornikow.

3. HOMEOMORFIZM BI-GRAFOW UKLADOW

Nizej sformutowano warunki konieczne i dostateczne homeomorfizmu dwéch
bi-graféw G,*(¢,, 2) i GH”(tl, t,) odwzorujqcych dwa uklady dwdjnikéw lub
czwornikow D (Y i by Y,;t,)iD (Y 8, Y, t,).
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Twierdzenie 2

Dwa bi- grafy Gt t,) 1 GH"(tl, t,) ukladéw dwojnikéw lub czwornikéw
DY, ;t, Y, t,)i Dp”(Y,, ¢, Y, ; ¢,) sa homeomorficzne wtedy i tylko wtedy gdy:

1 G"() & G(D) &)
2: |Er(2), £ = |En (8, 1) 6
3: ' ler(ty, ) = ler (25, )] (M
4: Fi[LT*(t,, 1,)] = F[LT*(t,, 1)), (®)

gdzie:

G/(?), G () — unigrafy odpowiednio bi-graféw G;*(t,, t,) i Gi/*(¢,, t,).

|E((t,, t,)I, |Ep(t,, ;)] — moce zbioréw elementow typow {¢,} i {¢,} odpowiednio
bi-grafow G°(t,, t,) i G;°(t,, t,).

le,(,, t,)l, ler(t,, t,)] — moce zbioréw elementow typow {¢,} i {t,} incydentnych
do odpowiadajacych sobie wierzcholkéw brzegowych w bi-grafach GI (ty, ;)
1 Gr(t 1)

FLT*(t,, t,)] i Fy[LT%(t,, t,)] — funkcje strukturalne charakteryzujace dany
parametr odpowiednio bi-grafu G,°(¢,, t,) i G;,°(¢,, t,)-

Dowdd:

Warunek pierwszy oznacza, ze dwa bi-grafy G,°(¢,, t,) i Gy,*(¢,, t,) ukladow sa
homeomorficzne wtedy i tylko wtedy gdy ich unigrafy G,°(¢) i G;;°(f) sa homeomor-
ficzne. Nalezy zwrécié uwage, ze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Warunek
ten wynika z faktu, ze rdwnolegle elementy w bi-grafie nie wplywaja na strukturg
ukladu w sensie przeksztalcenia izomorficznego i 2-izomorficznego.

Warunek drugi oznacza, e w homeomorficznych ukladach moce zbioré6w
poszczegblnych rodzajéw elementéw {z,} i {¢,} sa réwnoliczne, co mozna réwniez
zapisa¢ w postaci:

2.a: [Er ()] = |En (2)] ®
2.b: |Er(2)] = |En (t,)] (10)

Warunki te wynikaja z definicji izomorfizmu i 2-izomorfizmu. Nalezy zwroci¢ uwagg,
ze przeksztalcenia te wcale nie oznaczaja, ze w obu ukladach istnieja elementy
o jednakowych admitancjach. Przeksztalcenia te oznaczaja tylko, Ze zbiory
elementow obu typéw {¢,}, {¢,} sa rébwnoliczne.

Trzeci warunek oznacza, ze w homeomorficznych ukladach moce zbiorow
poszczegblnych typédw elementdw {,}, {¢,} incydentnych do odpowiadajacych sobie
wierzcholkéw brzegowych (wierzcholki wejSciowe i wyjSciowe) obu ukladow sa
réwnoliczne, co mozna rOwniez zapisa¢ w postaci:

3a: lex ()] = lezr (2, an
3.b: ) le; (2)l = lerr (2,)| (12)
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Warunki te wynikaja z faktu, ze w dowolnych przeksztalceniach izomorficznych
i 2-izomorficznych uktaddw, tylko elementy incydentne do wierzcholkow brzegowych
przeksztalcaja si¢ same w siebie.

Sa to warunki konieczne, ale nie dostateczne homeomorfizmu dwoéch uktadow, co
ilustruje rysunek 2.

Warunkiem dostatecznego homeomorﬁzmu wzgledem parametru F(¢,, t,) chara-
kteryzujacego dane uklady D/(Y,; t;, Y; t,) i D°(Y,; t,, Y,; t,) jest warunek
czwarty, ktory stw1erdza ze: kazdy element funkcji strukturalnej FLT"(¢,, ¢,)]
ukladu D(Y,; t,, Y,; t,), musi by¢ r(')wny ‘odpowiedniemu elementowi funkgji
strukturalnej F H[LT"(tl, t,)] uktadu D;,°(Y, t,). Warunek ten wynika z faktu,
7e dowolne 1zomorﬁczne lub 2-1zomorﬁczne przeksztalcema ukladu D°(Y; ¢,, Y;

t,) w uklad D, (Y ; ¢t,, Y,; t,) powoduje, ze kazdy dendryt k-drzewowy T "(t "1k,
t,"2k)|; skladajacy s1e z n,, elementéw typu ¢, i n,, = v—k—1 elementow typu t,
wystepujacy w rownaniu okreslajacym, parametr H(,, t,) uktadu D’ jaki (Y, Y2 j
2) przeksztalca sie Jednoznaczme w odpowiadajacy mu dendryt k—dtzewowy

T2t "Mk, ¢ ”zk)[H wystepujqcy w réwnaniu okre§lajgcym ten sam parametr F(z,, £,)

uktadu D (Y, j ta)-

c.nd.
W, R wy © W, Cy
01 | —0 I
R W,
R R L o
C == C=e= h
R S R C=t=
o —1 —0
Wo Cy Ws Ch o
i n Wy
W, W,
h
L S
Wo Wy

Wy

2 [t = <& | Zu[Urtts)] = 533>

242[1_1’5(':,‘(;2)] = 224[LT5(t4tz)] = [ LTS(tat z)] 224[ Ts(’catz)]
- (oA fR > = {0440 R
ZZZ LT t1 z) < A7, 4"§ZOT> 222[1"T (t4t'2)l <7_7‘;-5——07‘>

Rys. 8. Przyklad ukladéw czwornikéw RC kidrych bi-grafy sa homeomorficzne wzgledem wszystkich
parametrow Zy(t,, £,)



Tom XXXVII—1991 Synteza struktur kanonicznych... 63

C
I °
Wo Ul Ws
W,y W, W W,
Wo Wy Wo Wy

frteed] - <HEer>  zlrten)] = AR
242[LT tht z] Z, [LT tat z)] = 242[”“&4*1)] = 224[”"&4tz)] =
- (o4 4] = 10401 _ =<10.o,4‘“—.14.49|>
[ L7 (tat2)] = (£LB > Z[UT4 (k)] = (385>

Rys. 9. Priyklad uktad 6w czwornik 6w RC ktorych bi-grafy sa homeomorficzne wzgledem tylko parametru
Zl 1 (tl‘ 12)

Na rysunku 8 przedstawiono dwa czworniki RC, ktoére sa homeomorficzne
wzgledem wszystkich parametréw Z(t,, t,) ich charakteryzujacych. Taka réwno-
wazno$¢ bedziemy nazywali pelnym homemorfizmem dwoéch uktadow. Nalezy
zwréci¢ uwage, ze na podstawie wyzej udowodnionego twierdzenia, mozna réwniez
stwierdzi¢ homemorfizm na przyklad wzgledem tylko jednego parametru
charakteryzujacego dane uklady. Na rysunku 9 przedstawiono dwa czworniki RC,
ktére sa homemorficzne tylko wzgledem parametru Z,,(¢,, t);=2Z, (¢, )l

PODSUMOWANIE

Do najwazniejszych rezultatéw niniejszej pracy mozna zaliczyc:

1. Opracowanie algebraicznych kryteridw homeomorfizmu (réwnowaznosci
w sensie przeksztalcenia izomorficznego hub 2-izomorficznego) dwboch unigrafow
G(t) i G () odwzorujacych dwa uklady.

2. Opracowanie algebraicznych kryteriow homeomorfizmu dwéch bi-graféw
Gi(t,. t,) i Gplt,, t,) odwzorujacych dwa uktady dwdjnikéw badz czwornikéw
skladajace si¢ z dwoch rodzajow [slssop] elementowo admitancjach {Y; ¢,} i{Y,; £,}.
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Przedstawione algebraiczne kryteria homeomorfizmu unigraféw i bi-grafow
uklad 6w sktadajacych si¢ z dwdch rodzajow [slssop] elementéw, moga by¢ uzyteczne -
nie tylko w procesie syntezy ich struktur kanonicznych [18], ale réwniez w procesie
analizy lawinowo pojawiajacych si¢ opracowan nowych typéw ukladow skladajacych
. si¢ z dwoch rodzajéow elementéw. W wickszo§ci opracowan struktury nowo propo-
i '_owanych ukladéw sa wprowadzane w sposob heurystyczny — metoda otrzymania
nowej struktury nie jest zwykle dyskutowana

Opracowane kryteria roOwnowazno$ci pozwalaja stwierdzi¢ czy rozpatrywane
w pracach roéznych autoréw uklady sa homeomorficzne w sensie przeksztalcenia
izomorficznego i 2-izomorficznego. Jest to szczegOlnie istotne dla uklad6w o wigkszej
liczbie wierzcholkéw (v> 5) i duzej liczbie lementow, gdzie liczba cyklicznie spojnych
ukladéw pretendentéw jest dziesiatki (dla v=>5) i setki (dla v=~6) razy wigksza od
liczby typow ukladéw strukturalnie nieréwnowaznych [18].
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ZWROBEL

HOMEOMORPHISM OF GRAPHS OF ONE-PORT AND TWO-PORT CIRCUITS CONSISTING
OF TWO KINDS OF ELEMENTS

Summary
Algebraic criteria of homeomorphism — structural equivalence in the sense of isomorphic ad
2-isomorphic transformation, unigraphs and bigraphs of one-port or two-port circuits consisting of two
kinds of elements {¢,, t,} were presented in this paper.
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CcZESC 1. METODA PRZEGLADU BEZPOSREDNIEGO

W pracy przedstawiono procedurg syntezy topologicznej struktur kanonicznych metoda
przegladu bezposredniego, pozwalajgca wygenerowaé wszystkie mozliwe topologiczne
struktury bi-graféw dwojnikow.

Wykazano, e istnieja cztery grupy bi-gralow dwojnikow G°(¢,, 1,) = T,,°(t,) u T,,°(1,), dla
k, =1v2,k, =1v2[gdzie T..”(t;) — dendryt k-drzewowy zawierajacy tylko elementy iypu
{}), ktorych admitancja wejiciowa Y(£,, 1,) jest funkcja wymierng o maksymalnym stopniu
licznika i mianownika przy minimalnych liczbach n(t,) elementéw obu rodzajéw {1,} i {¢,;.

1.1. WSTEP

Synteza ukladéw jest zwykle rozumiana jako zbiér metod umozliwiajacych
wyznaczenie rodzaju i wartoci elementow, oraz sposobu ich polaczenia tak aby
otrzymany w efekcie uklad fizyczny realizowal zadana zalezno$¢ funkcyjng.

Ogdlnie biorac w procesie syntezy ukladéw mozna wyr6zni¢ w zasadzie trzy
odrebne grupy zagadnien [27]:

— aproksy.nacje.

— syntezg topologiczna.

— syntezg parametryczna.

Teoria aproksymacji podaje sposcby znalezienia funkcji, ktoére z okre§lona doklad-
noécia przyblizaja zadane charakterystyki. , ,

Majac wyznaczone typy funkcji ktére moga by¢ realizowane przez uklad, mozna
przystapié do okre$lenia jego struktury (synteza topologiczna) i wartosci tworzacych
go clementdw (synteza parametryczna). Podstawowe definicje konieczne do zro-
zumienia rozwazan niniejszej pracy preedstawiono w pracy [24].
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Zagadnienia syntezy topologicznej struktur kanonicznych bi-graféw dwéjnikéw
przedstawiono w niniejszej pracy, natomiast przyklad syntezy parametrycznej otrzy-
manych dwdjnikoéw przedstawiono w pracy [26].

Pod pojeciem syntezy topologicznej struktur kanonicznych bi-graféw dwéjnikow,
bedziemy rozumie¢ generacje wszystkich mozliwych struktur topologicznych graféow
uktadéw skladajacych si¢ z {¢,, ,} rodzajow skupionych, liniowych, skoficzonych,
stacjonarnych odwracalnych i pasywnych [slssop] elementéw, oraz ich podzial na
klasy struktur nie homeomorficznych (w sensie przeksztalcenia izomorficznego
i 2-izomorficznego) wzgledem siebie.

Przedstawiciela z kazdej klasy struktur homeomorficznych, bedziemy nazywali
typem strukturalnym lub topologiczna struktura kanoniczna grafu ukladu (w skrécie
strukturg kanoniczna G°(¢y, ¢,) ukladu). Struktura kanoniczna G*(z,, ¢,), jest wigc
niezmiennikiem przeksztalcen homemorficznych bi-graféw rozpatrywanych
ukladow.

bi-grafy G,°(¢,, t,)
Gl (1), t,) <= G (1, 1,) <=> Qi Gy (¢, 1) sa . (1.1)
homeomorficzne

Otrzymane w procesie syntezy struktury topologiczne ukladéw, mozna podzielié
na klasy struktur réwnowaznych, zaliczajac do tej samej klasy, struktury homeomor-
ficzne wzgledem siebie. Tak rozumiana synteza topologiczna struktur kanonicznych
bi-grafow ukladéw powinna da¢ odpowiedz na pytanie — ile réznych typoéw
nichomeomorficznych wzgledem siebie struktur kanonicznych bi-graféw uktadow
G°(t,, t,) mozna zrealizowa¢ majac zadane liczby n(t,) i n(t,) poszczegblnych
rodzajow [slssop] elementow. -

Syntezie uklad 6w po§wigcono wiele prac[1, 3 —22]. Nalezy jednak zwrécié uwage,
ze prace te zawieraja tylko pewne elementy syntezy topologicznej natomiast stoso-
wane kryteria rOwnowaznosci nie zawsze sa rozumiane w sensie przeksztalcenia
homeomorficznego. .

Celem niniejszej pracy bylo opracowanie takich metod syntezy topologicznej,
ktore pozwolilyby na generacje wszystkich mozliwych typow struktur kanonicznych
bi-grafow dwoéjnikow skladajacych si¢ z dwoch rodzajow elementéw. Stalo sie to
mozliwe dzieki opracowaniu w pracy [25] algebraicznych warunkéw homeomorfizmu
grafow rozpatrywanych ukladéw.

Moiliwe sa dwa podejscia do zagadnienia syntezy topologicznej struktur kano-
nicznych bi-graféw dwojnikéw. Pierwsza procedurg syntezy topologicznej struktur
kanonicznych nazwana metoda przegladu bezpoSredniego. Nazwa metody wynika
z faktu, ze do generacji wszystkich mozliwych bi-graféw ukladéw pretendentow
bedacych sumg teoriomnogo$ciowa elementéw mono-grafu G°(t,) i mono-grafu
G*(t,) zastosowano znana w programowaniu dyskretnym metod¢ przegladu bezpo-
sredniego [23], polegajaca na generacji wszystkich mozliwych bi-graféw ukladéw
pretendentéw G°(t,, t,) jako sumy mnogoSciowej wszystkich mozZliwych
mono-graféw G°(¢,) i G°(t,).
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Druga procedurg syntezy topologicznej nazwano metoda przegladu hierarchiczne-
go. Nazwa metody wynika z faktu, ze w procesie syntezy topologicznej, nie generowano
wszystkich mozliwych monograféw G(¢,) i G°(¢,), a hierarchicznie sterowano procesem
generacji struktur — generujac najpierw tylko wybrane klasy struktur kanonicznych
unigrafow G°(¢), w ktorych nastgpnie tworzono bi-grafy G°(¢,,t,) dwdjnikow.

Celem pierwszej czgSci niniejszej pracy jest przedstawienie procedury syntezy
topologicznej struktur kanonicznych bi-graféw dwéjnikéw metoda przegladu bez-
posredniego. W drugiej czeSci niniejszej pracy przedstawiono procedurg¢ syntezy
topologicznej metoda przegladu hierarchicznego. Mozna zaproponowa¢ nast¢pujace
etapy syntezy topologicznej struktur kanonicznych bi-grafow dwojnikéw metoda
przegladu bezposredniego.

1. Pierwszy etap dotyczy generacji wszystkich mozliwych bi- grafow ukladow
G°(t,, t,) bedacych suma teoriomnogo$ciowa poszczegblnych elementéw tworzacych
mono-grafy G*(t,) i G*(¢,).

2. Wybér z wygenerowanych bi-graféw ukladéw graféw cyklicznie spojnych
wzgledem przyjetych wierzchotkow wejsciowych {w,, w,}.

3. Wybér z cyklicznie spdjnych bi-grafow dwdjnikow, tych uktadow ktore przy
minimalnej liczbie elementéw moga realizowa¢ funkcje Wymlerna F(z,, t,) o mak-
symalnym stopniu licznika i mianownika.

4. Podziat cyklicznie spdjnych bi-graféw ukladéw o minimalnych liczbach ele-
mentéw poszczegdlnych rodzajow n(t,), na klasy ich struktur kanonicznych.

Tabelal.

Moce zbioréw otrzymywanych w procesie syntezy topologicznej struktur kanonicznych bi-graféw ukladéw
dwdjnikéw metoda przegladu bezposéredniego w zaleznosci od liczby wierzcholkéw

Nr Liczba wierzchotkow v=3| v=24 ve=35

Moce zbiorow

A ; B - c D E

Moc zbioru galezi w pelnym
unigrafie uktadu
1 vy — 1) 3 6
M=—-

2

10

Moce zbioré6w mono-graféw
G'(t,)) i G°(¢t,)
ov—1)
M=2 2

[$%}

23 26 21 0

Moc zbioru bi-grafow
3 Gty 1) = G(t) v Gty 26 212 220

vv—1) 1)?

M=122
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A B C D B
Moc zbioru dendrytéw 1-drzewowych
4 : M=yt-2 3 16 125
Moc zbioru bi-grafow
5 G'(t, ) = T,°(t;)) v T,°(,)
M =[vl2p 9 256 15625
Moc zbioru cyklicznie spojnych bi-gralow uktadow
6 G'(t,, 1) = T,°(¢)) v T,°(t) 7 194 12038
Moc zbioréw cyklicznie spojnych M,=1 |M,=2 M,=6
bi-grafow ukladow M,=6 |M,=60 | M,=564
7 G(t,, 1) = T,°(t,) v T,°(¢,) M =120 M, =4416
o danej liczbie galezi w ich unigrafie M,=12 | M,=5912
My=1140
Moc zbioru klas struktur M,=1 | M;=1 M,=
kanonicznych bi-graféw ukladow M,=3 | M =8 M =15
8 G'(t,, 1) = T,°(t)) v T,°(t,) M,=19| M,=112
o danej liczbie galezi w ich unigrafie M =4 M, =236
M,=16
Moc zbioru klas struktur
kanonicznych bi-grafow ukladow
9 G(t,, t,) = T,°(t,) v T,°(¢,) 4 32 440
Moc zbioru dendrytéw 2-drzewowych
10 M=2v0"3 2 8 50
Moc zbioru bi-gralow
G(t,, t,) = T,°(t,) v T,°(¢,)
11 Iub 6 128 6250
G(t,, 1) = T,°(1)) v T,°(t,)
Moc zbioru cyklicznie spojnych bi-grafow ukladow
G(t,, 1) = T,°(t)) v T,°(t))
12 lub 4 84 4280
G(t,, 1) = T,°(t) v T,°(+)
Moc zbioru cyklicznie spdjnych M,=1 | M,=6 M, =26
bi-gralow ukladow M,=3 |M,=52 | M =768
13 G'(t,, t,) = T,°(t) v T,°(t,) M =26 | M,=2446
lub M,=1040
G(t,, t,) = T,°(t) v T,°(,)
o danej liczbie gak ich unigrafie
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B

Moc zbioru klas struktur
kanonicznych bi-gralow ukladow
G(t,, 1) = T,°(t,) v T,°(t,)
lub
G(1), 1) = T,°(t)) v T,°(t,)

o danej liczbie galezi w ich unigralie

lulg nk
LY

XXX
1]

[

15

Moc zbioru klas struktur
kanonicznych bi-graféw ukladow
G(t,, 1) = T,°(¢,) v T,°(¢,)
lub
G(t,, 1) = T,°(t)) v T,°(t,)

12

126

16

Moc zbioru bi-graféw
G(t,, 1)) = T,°(t)) v T,°(t,)
M = [2v 32

2500

17

Moc zbioru cyklicznie spojnych bi-graféw ukladu
G(t,, 1) = T,°(t,) v T,°(t,)

[ ]

1352

18

Moc zbioru cyklicznie spdjnych
bi-graf6w ukladow
G(t,, 1,) = T,°(t)) v T,°(¢,)
o danej liczbie galezi w ich unigrafie

M,=T72
M =696
M, =584

19

Moc zbioru klas struktur
kanonicznych bi-grafow ukladow
G°(t,, 1) = T,°(¢,) v T,°(t,)

o danej liczbie galezi w ich unigrafie

Moc zbioru klas struktur
kanonicznych bi-graféw ukladow -
G(t,, 1) = T,°(t)) u T,°(t,)

32

Zanim przejdziemy do przedstawienia poszczegdlnych etapéw syntezy topologicz-

nej dwojnikéw jeszcze jedna uwaga. Jak wiadomo wazna rzecza w procesie syntezy
jest okreSlenie mocy zbiorow uczestniczacych na kazdym jej etapie. Moce
poszczegblnych zbiordw policzono badz teoretycznie, korzystajac z teorii grafow [2,
17] lub empirycznie przy pomocy komputera. W tabeli 1 zestawiono moce zbioréw
otrzymanych w poszczego6lnych etapach syntezy topologicznej uktadéw w zaleznoS$ci
od liczby ich wierzcholk6w. Dalej w tekScie beda zamieszczone tylko krétkie

wyjaénienia dotyczace sposobu obliczania mocy poszczegdinych zbiorow.



72 - . Z. Wrobel } Kwart. Elektr. i Telekom.

1.2. GENERACJA BI-GRAFOW UKEADOW

Pierwszym etapem syntezy topologicznej struktur kanonicznych bi-grafow ukta-
déw metoda przegladu bezposredniego, jest generacja wszystkich bi-graféw ukladéw
pretendentow.

Generacja bi-graféw ukladéw pretendentéw metoda przegladu bezposredniego
polega na tym, Ze sumowanie teoriomnogoSciowe elementéw mono-grafow G*(¢,)
i G*(t,) rozpoczyna si¢ od wartosci (0, 0,..., 0) mono-grafu G*(¢,) i wartosci (0, 0,...,
0) mono-grafu G°(¢,), a proces generacji bi-graféw o danych liczbach elementow n(t,)
i n(t,) koniczy si¢ gdy G*(t,) osiaga warto$¢ (¢,, ..., t,) & G’(t,) warto$¢ (¢,, t,,...,
t,). Przyklady wygenerowanych bi-graféw pretendentow G°(¢,, t,) zestawiono
w tabeli 2.

Tabela2

Przyklady struktur bi-grafow ukladéw dwdéjnikéw skladajacych sie
z dwéch rodzajoéw elementéw {r,, £,}

; Spojnosé
Nl' G4 (tp tz) Y[LT (tlr tz)] Y"/"(tl' '2) ‘II.l)ki':du V
A B ' c D . -

000000 0,1

1| 0008 N <_0> Yyt 1) S 2
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A B c D E |F
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00000t, 2,0 o 12 f2
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%) 00ttt <5 5 77| Yl 4) S 4
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25 Lttt < 8.16.8 > Yalz(tv t) § 4

Zaproponowana procedura generacji bi-graféw ukladéw ma t¢ podstawowa
zalete, ze dodajac kolejne elementy e=t, L¢, tworzy si¢ wszystkie mozliwe
koniugacje mono-graféw G°(¢,) i G*(¢,). Tym samym otrzymujemy wszystkie mozliwe
konfiguracje uktadéw pretendentow przy danej liczbie elementow. Oczywiscie czgse
otrzymanych bi-graféw ukladéw pretendentéw to uklady niespOjne, a zatem
przechodzimy do drugiego etapu syntezy topologiczne;j.
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1.3. WYBOR Z WYGENEROWANYCH BI-GRAFOW —
UKLADOW CYKLICZNIE SPOJINYCH

Jak wiadomo, uklady fizyczne nie moga zawieraé ,wiszqcych” elementéw lub
petli pokazanych na rysunku 1.1 poniewaz elementy te nie uczestnicza
w przetwarzaniu sygnati. Wynika stad, ze w procesie syntezy topologicznej struktur
kanonicznych bi-graféw dwdjnikéw, moga byé brane pod uwage tylko bi-grafy
cyklicznie spojne wzgledem przyjetych wierzcholkéw wejsciowych dwdijnika.

W tabeli 1.2 (kolumna E) bi-grafy cyklicznie spbéjnych ukladéw dwdjnikdw
wzgledem wierzcholkéw wejsciowych {w,, w .} oznaczono litera ,S” a uklady
nie spdjne litera ,,N”.

Q) y, _ b) " ) w,

WO
W, ) Wo
Rys. 1.1. Rodzaje spéjnosci unigraléw odwzorujacych uklady dwojnikéw; a) unigraf cyklicznie spéjny
wzgledem wierzchotk6éw { Wos W,}, b) unigraf spojny, c) unigraf niesp6jny

Po tych dwéch etapach syntezy topologicznej mozna by juz przystapié do
podzialu wygenerowanych cyklicznie spdjnych bi-graféw dwojnikéw na klasy ich
struktur kanonicznych korzystajac z przedstawionych w pracy [25] warunkdéw
koniecznych i dostatecznych do stwierdzenia homeomorfizmu dwéch bi-grafow
ukladow.

Wyniki prac dotyczacych syntezy ukladow [1, 3—22] wskazuja, ze rozwéj metod
syntezy i projektowania nowych uktad6w, powinien i§¢ gléwnie w dwoch kierunkach,
minimalizacji ich wrazliwoéci oraz minimalizacji liczby elementéw tworzacych dany
uklad. Stad wydaje si¢ celowe juz na etapie generacji wszystkich mozliwych cyklicznie
spojnych bi-graféw dwojnikdéw, wydzielié te uklady dwodjnikéw ktére przy
minimalnej liczbie elementéw obu typéw n(z,) i n(t,) moga realizowaé funkcje
wymierna o maksymalnym stopniu licznika i mianownika.

1.4. MINIMALIZACJA LICZB ELEMENTOW #(t) W WYGENEROWANYCH
: BI-GRAFACH

Jak latwo zauwazyé zamieszczone w tabeli 1.2 przyklady cyklicznie spdjnych
bi-grafow spéjnik6w charakteryzuja si¢ one réznymi liczbami dendrytéw 1-drzewo-
wych LT, *(#,"11, t,"21) i dendrytéw 2-drzewowych LT, °(¢,"11, t,"21) wystepujacych
w funkcji strukturalnej Y[LT®(¢,, ¢,) charakteryzujacej admitancje wejsciowa po-
szczegblnych uktadéw [24]. T tak na przyklad dwéijniki o v=4 wierzcholkach moga
realizowa¢ admitancj¢ wejéciowa w postaci funkcji wymiernej typu Y, 32(t, t,) [np.
uklady o numerach 5, 7, 25] typu Y,,,(¢,, t,) [np. uklady o numerach 8, 12], typu
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Y, (¢,, t,) [np. uklady o numerach 9, 13], typu Y, 10o(t1> 1,) [np. uklady o numerach
10, 23]. Jak wynika z powyzszych przykladéw poszczegélne typy funkcji wymiernej
mozna zrealizowaé przy uzyciu roznej liczby elementéw obu typow. '

Nizej sformulowano warunki konieczne i dostateczne jakie musza spelniaé
mono-grafy G°(¢,) i G°(t,) tworzace bi-graf dwdjnika G*(¢,, ¢,), aby realizowal on
admitancje wejsciowa w postaci funkcji wymiernej o maksymalnym stopniu licznika
i mianownika przy minimalnej liczbie elementéw obu typow.

Twierdzenie 1.1

Dwéjnik o v wierzcholkach zawierajacy dwa rodzaje elementoéw o admitancjach
{Y,; t,} i {Y,; t,} realizuje admitancj¢ wejsciowa w postaci funkcji wymiernej
o maksymalnym stopniu licznika i mianownika typu:
Yu—1/v—z(t11 tz) = ‘ B (1_2)
80TV 4+ Ay, TR e Ay 0T+ A 108 1

B,_, ot 20 + + By, ,t,°t,""?

=AU—1,0

co w postaci jego funkcji strukturalnej mozna zapisac:

YILT (4, t,)] = ,
1, LT, (¢,°"%, ;1) oy LT "1, £,°73), 1

LT, °(t,7"2, £,°), LT, ,°(6,°"% ;1) o LT, 07(6,% £,°73), LT, 0°(4°% ")
(1.3)

przy minimalnych liczbach elementéw {z,} i {¢,}, jesli

G'(ty, t,) = T\"(¢) v T, () _ 1.4
gdzie: :
T,%(t,) — dendryt l-drzewowy o v wierzcholkach skladajacy si¢ tylko
z elementéw typu {¢,}.

T,'(t,) — dendryt l-drzewowy o Vv wierzcholkach skladajacy si¢ tylko
z elementow typu {,}.

Dowdd:

Jak wynika z pracy [24] dany parametr charakteryzujacy dwojnik zawierajacego
dwa rodzaje [slssop] elementéw {¢,, ¢,} mozna zapisaé w postaci funkcji
wymiernej typu:

« t "ika . t2"2’“‘
F,,(t,, t,) = Bk , (1.5)

. Bkb . n2kb
Y By onys t

gdzie:
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A"lka-"zka = Z l:ﬁ(yll) H (YZJ)] ‘ (16)
T:(t""-,t;“-)
Buwess = 1 | T Tl )

Z zaleznoéci 1.6 wynika, Zze A,.,, jest suma iloczynéw admitancji tylko
elementéw typu {t,} tworzacych dendryt 1-drzewowy, a zatem maksymalny stopien
licznika w stosunku do elementéw {z,} bedzie mial wartosé #,°~1. Analogicznie
Ay, Jest suma iloczyndéw admitancji tylko elementéw typu {z,} tworzacych
dendryt 1-drzewowy, a zatem maksymalny stopien licznika w stosunku do elementu
{t,} bgdzie mial wartos¢ ¢,°~ 1. Wynika stad, ze aby licznik wyraZenia 1.5 miat
stopien ¢,"71-2,° dwo_]nlk musi zawiera¢ co najmniej s—1 elementéw {7}
tworzqcych minimum jeden dendryt 1-drzewowy skladajacy si¢ tylko z elementéw
typu {¢,}.

Analogicznie aby licznik wyrazenia 1.5 mial stopied (¢,%¢,°~) dwojnik musi
zawiera¢ co najmniej v— 1 element6éw typu {z,} tworzacych minimum jeden dendryt
l-drzewowy skladajgcy si¢ tylko z elementéw typu {¢,}.

Z definicji dendrytu 2-drzewowego [24] wynika, Ze je$li w dwéjniku istnieje
dendryt 1-drzewowy skladajacy si¢ z v—1 elementéw typu {z,}, to istnieje rowniez
co najmniej jeden dendryt 2-drzewowy zawierajacy v—2 elementy typu {¢,} a tym
samym zgodnie z zaleznoscia (1.7), B,_, ,>0. Analogicznie jesli w dwdjniku istnieje
dendryt 1-drzewowy skladajacy si¢ z v—1 elementéw typu {z,}, to istnieje rowniez
co najmniej jeden dendryt 2-drzewowy zawierajacy v-2 elemcnty typu {z,}, a tym
samym zgodnie z zaleznoscia (1.7), B, ,_,>0.

Z zalozeniaze 4,_, ,>0,4,, ,>0,B,_, >0, B, ,_,>0, oraz zaleznosci (1.6),
(1.7) wynika, ze A,, i 1>O i B, 2y >0, dla kazdego n,,=0,12,..,v—1
in,, =v—1-—n,, orazn —0,1, ,V— iln ,=v—1-n
Sq to warunki komeczne aby admltanqa wercmwa dwo_]mka miala postaé funkcji
wymiernej typu Y, _,,,_,(¢,, t,). Warunkiem dostatecznym aby dwojnik realizowal
funkcj¢ wymierng typu Y,_, ,,_,(¢,, ¢,) przy minimalnej liczbie element6w obu typow
jest minimalna liczba dendrytow I-drzewowych czyli LT °(¢t,"" 1, ¢,°)=1 oraz
LT *(t,%, " )=1.

Aby byly spelnione powyzsze warunki dwdjnik musi zawieraé tylko v—1
elementéw typu {#,} tworzacych dendryt 1-drzewowy T,%(t,), (tym samym
LT "(¢,""1, t,°=1) oraz zawiera¢ tylko v—1 elementow typu {¢,} tworzacych
dendryt 1-drzewowy T,°(t,), (tym samym LT °(¢,°, ¢,°~1)=1).

Na rysunku 1.2 pokazano przyklad dwo_]mka b@dqcego sumg teoriomnogo$ciowa
G*(t;, t,)=T, (tl)uT ”(t,).

Nalezy zwro6ci¢ uwage (tabela 1.2), ze oprocz dwojnikéw o minimalnej liczbie
elementéw obu typéw charakteryzujacych sig admitancja wejsciowa Y,_,,,_,(¢,, 1,),
istnieja rowniez dwdjniki, dla ktorych w charakteryzujacych je dWO_]kaCh uporzad-
kowanych zbioréw Y[LT®(¢, t,)] mamy: LT, *(¢,°"%, £,°)=0 — np. uklad o N°=38,
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LT,*(#,° t,°"1)=0 — np. uklad o N"-7, oraz LT,"(t,"" 1, t,°)=0 i LT,"(t,°,
1, 1)=0 — np. uklad o N°=12.

W tym miejscu nalezy zwroci¢ uwage na wspolzalezno$¢ konfiguracji dendrytu
1-drzewowego i dendrytu 2-drzewowego danego grafu. Z definicji dendrytu

a)
W We W struktura| e¢eseqese ey :,i 3\,_‘:
0t 0t 0ty | 5= (30
) “J = dend’rg’tg 0 0 tatztao )_-__] ] I
Wo WD WO qu(ti,tg) 0 t40 th ta 1
8 O t,t,0t,
4,00 t,t
qu qu 4 2%4
Bfe2 14 0t,0t,0t,
b) A e W7 () | gele,00t | ©
w, Yz2 0t;0t,t,0 -
Oo——f 0 t;‘tltqo O 43
00t.0t,.t,
. 00t t,0ty
Yas Yas ] Yes T,t40tY) [ 00t,tt,0 | 5
0 £40 t,t,0
o 0 t4tztgo 0
W ' THtt3) [ 00t,tat,0 | 4
c) | Tro(t3t3) [0t,0¢,00 | 4
\ B 00t,ta00
Y[L-T (tats)] = (L85> Tyoltt3) 8 ,’228 gziozg a |7
[ \ ] i 0t.t,000
YiLT (t2)] =<5~ a 0.2y | 00t,0%,0
7 T‘I,O (thtz) 0 0 t:tzOZO 2

Rys. 1.2. Przyklad ukladu dwojnika G*(t,, t,)=T,*(t,)uT,*(t,); a) jego bi-graf, b) schemat ideowy, ¢)
admitancje strukturalne jego bi-grafu i multigrafu, tabela — dendryty k-drzewowe konieczne do okreslania
jego parametrow

2-drzewowego wynika, ze dendrytu 2-drzewowego to dendryt 1-drzewowy danego
grafu, w ktorym scalono odpowiednie wierzchotki. Dendryt 2-drzewowy jest zatem
fragmentem tylko tych dendrytéow 1-drzewowych danego grafu, ktore zawieraja
galezie miedzy wierzcholkami scalonymi w trakcie tworzenia dendrytu 2-drzewowego.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, Ze obecnos§¢ galgzi lub jej brak miedzy
wierzcholkami wejsciowymi {w,, w,} dwdjnika nie ma wplywu na wartosci
LT ,°(t,"12, t,"22) wystgpujacych w funkcji strukturalnej charakteryzujacych
YILT"(t,, t,)]. To spostrzezenie jest podstawa do sformulowania trzech twierdzen
okreslajacych trzy typy struktur kanomicznych bi-grafow dwojnikéw ktore przy
minimalnych liczbach elementéw obu rodzajéw realizuja admitancje wejSciowa
w postaci funkcji wymiernej o maksymalnym stopniu licznika i mianownika.

Twierdzenie 1.2.

Dwdjnik o v wierzcholkach zawierajacy dwa rodzaje elementéw o admitancjach
{Y,; ¢,} i {Y,; t,} realizuje admitancj¢ wejSciowa w postaci funkcji wymiernej
o maksymalnym stopniu licznika i mianownika typu:
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A, 57728 + o+ A 0T A 10,0
Yv—z/v—z (tl' tz) = ) v—=24 0 : 00. v—-2 2
: B,_,.,t""*° + ... .. + B,,_,t,°t, (1.8)
co w postaci jego funkcji strukturalnej mozna zapisac:
0' LT, (¢,"72%, ¢ 1), ...... , LT,”(¢,, t,"7%), 1
YILT (¢, t,)] =
[ (1 2)] 1 LTI Ov(t v— 3, t )’ v(t 1, t v— 3)’ LT 'ov(t tzu—Z) (l 9)
przy minimalnych liczbach elementow {z,} i {¢,}, jesli -
G (t,, t,) = T,,°(t,) v T,°(¢,), (1.10)

gdzie:
T, ,’(t,) — dendryt 2-drzewowy skladajacy si¢ tylko z elementow typu {z,}.

Dowdd:

Dla dwoéjnika zawierajacego v—2 elementy typu {¢,} ktoére tworza dendryt
2-drzewowy T, ,*(t,) z zaleznoci (1.6) oraz definicji dendrytu 2-drzewowego wynika,
zet A,_,; ,=0; LT, *(¢,°71, ¢,°)=0 a tym samym LT, °(¢,""%, £,°)=1. Pozostala
" czg$¢ dowodu jak w twierdzeniu 1.1.

Na rysunku 1.3 pokazano przyklad dwdjnika bedacego suma teoriomnogosciowa
G(t,, t,)=T, "t )0 T,"(t,).

W W. W, X .
Cl) o _ Xt struktural esesenese ey 5ol
{ K - Sy
Wc? wo w§ 00t,0t,0 = |
dendryt t.£, 01,00 5 | =
IACES) )
0t,t,t,0
Ty(E5t2) S,o t,0t0 | Z
b) . 0t,0t,t,0
t,0 0t,¢,0 8
T (tht}) |t,t,00t0 | B
0t,t.t:00
t,t,8,000

(5t | t.t,0t,00 | 1
T,o(t5t3) | 00t,0t,0 A
c) 0t,00¢%,0
T4 (14 ¢4 t,0 00,0 4 7
N B R et
. t,Ct,00C0
v 4 ' 4 (.0 .2 0t,0t,00
v[irfea)] =< Taolthts) | ¢ Gothoo | 2
Rys. 1.3. Przyklad ukladu dwojnika G*(t,, £,)=T, ,*(t,)uT,*(t,); a) jego bi-graf b) schemat ideowy, c)
admitancje strukturalne jego bi-grafu i multigrafu, tabela — dendryty k—drzewowe konieczne do okreslania
jego parametrow
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Twierdzenie 1.3

Dwéjnik o v wierzcholkach zawierajacy dwa rodzaje elementéw o admitancjach
{Y,; t;} i {Y,; t,} realizuje admitancj¢ wejSciowa w postaci funkcji wymiernej
o maksymalnym stopniu licznika i mianownika typu:

6770 4 A, 17T 4+ A

: 4
Y_ ~ t,l — v—1,0"1 10-1
o-1o—2 (£1 1) B, 401" 28,° 4. .. + B, ,1,01,"2 (1.11)

v—2,0"1

t 1 tV"Z

co w postaci jego funkcji strukturalnej mozna zapisaé:
1, LT ("2, t,Y),.. ..., LT (¢}, ¢,°72),
Y[LT"(tl,tz)]=L 2 " 2) I CWI A

T,.° ("2, 4%, LT, "(t," %, ,Y)..., LT, °(¢,1, tz”“-"),(lllz)

przy minimalnych liczbach elementéw {¢,} i {¢,}, jesli:

G(t,, t,) = T,°(t,) u T, (t,), (1.13)
gdzie:
T,,,"(¢,) — dendryt 2-drzewowy skladajacy si¢ tylko z elementow typu {¢,}.

Dowéd:

O.) ? X strukturaf egesevesee, | F [ar
< -
Wo—— 0t,0t,8,0 | = |3
dendryty 1,000 t,0 H -
T52) | 0¢,0t,t,0 1
1,0 0 t,t,0
T2 ¢4 t,4,00¢,0
R I t,e00 | 1
t.t,04,00 7
W 1,00 t,%,0
Td (tntz) ttho 0 tzo 2
(5L 0
T4 (249 | 0,0 0¢t,0
C) 4.0(t~ht2) 0 t10 t40 (0] 2
A420 1,0 0 0,0 6
Y[LT (t,t 2)] {2389 Tholtitd) t,00¢,00 | 3
0t4,00t,0
Y[LT"(tE)] - <%_> Tho(th,t3) | £t,0 00 ¢,0 A

Rys. 1.4. Przykiad ukladu dwéjnika G*(¢,, t,)=T,*(t,)u T, ,*(t,); a) jego bi-graf, b) schemat ideowy, c)
admitancje strukturalne jego bi-grafu i multigrafu, tabela — dendryty k-drzewowe konieczne do okreslenia
jego parametrow

Dla dwojnika zawierajacego v—2 elementy typu {¢,} ktére tworza jeden dendryt
2-drzewowy T, ,%(t,) z zaleznoéci (1.6) oraz definicji dendrytu 2-drzewowego wynika,
ze: ’f'io,,,_l =0; .LTLO"(tl.” tz"‘.l) 0 a tym samym LT, °(¢,° ¢,°~?)=1. Pozostala
czg§¢ dowodu jak w twierdzeniu 1.1.
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Na rysunku 1.4 pokazano przyklad dwojnika bedacego suma teoriomnogosciowa
G'(t,, t,)=T,"UT, ,"(t,)

Twierdzenie 1.4.

Dwoinik o v wierzcholkach zawierajacy dwa rodzaje elementéw o admitancjach
{Y,; t;} i (Y,; t,} realizuje admitancje wejsciowg w postaci funkcji wymiernej
o maksymalnym stopniu licznika i mianownika typu:

Y, 1) = Aozl o ¥ Ay WIED g
v2lmz V2l g 6T + By, ,1,°t," 72 '

co w postaci jego funkgji strukturalnej mozna zapisaé:

0, LTI”(tlv—Z' tzl)’ ______ ,LTlv(t 1 tz,,_z)’ o

YILT (¢, t,) = K _ (1.15)
12 “2 1, LT, °(,"3, tzl)""’LTLov(t 1,779, 1
przy minimalnych liczbach elementow {¢,} i {¢,}, jesli
Gty ty) = Ty 0" (8) v Ty,0"(8,)- (1.16)
Dowdd
w, W, W, |
G’) © _ 1 struktura] e.eseaesea0q | 2¥ [
¥ Wb 00t.0t,0 | = |5
w9 W, W, 20ty = | =
° ° ° dendrytin | £20 000 | D
w Ta(E3:t2) 0
A
TR 00 t,t,t,0
T4 (tﬂ'ltz) .LZO t:ozt:O 2 3
To(thitd) | .00 0 | 4
Ti(tats 0
Tto(t%,tg) 00t,0t,0 4
Ay 1,0 0 01,40
Thits) | 00t.t,00 | 3 | 5
t,0¢,000
Tao St [ .00¢t00 | 4

v[erteatn)] = <2545
v[ir'ee)] =<E>

Rys. 1.5. Przyklad ukladu dwéjnika GA(t,, tZ) =T1'°4(t1)QTlvo4(tz); a) jego bi-graf, b) schemat ideowy, ¢)
admitancje strukturalne jego bi-grafu i multigrafu, tabela — dendryty k-drzewowe konieczne do okreslenia
jego parametréw

Dla dwbjnika zawierajacego v—2 elementy typu {¢,} ktore tworza jeden dendryt
2-drzewowy T, ,%(t,), oraz v—2 elementy typu {t,} ktére tworza jeden dendryt
2-drzewowy T, ,%(t,), z zaleznoci 1.6 i definicji dendrytu 2-drzewowego wynika, Ze:
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4,_,,=0; LT,(t," %, £,°)=0; oraz 4,,_,=0; LT °(¢,°, £,°")=0; a tym samym
LT, ,%(¢,""% t,°=1, LT, ,%(,° t,” 2)=1. Pozostala cz¢§¢ dowodu jak w twier-
dzeniu 1.1.

Na rysunku 1.5 pokazano przyklad dwojnika bedacego suma teoriomnogosciowa
G'(t,, 1,)=T; "t )T ,"(2,)-

1.5. PODZIAL BI-GRAFOW DWOINIKOW NA KLASY ICH STRUKTUR
KANONICZNYCH

Ostatnim etapem syntezy topologicznej jest podzial wygenerowanych cyklicznie
spéinych bi-graféw dwéjnikéw o minimalnych liczbach elementow n(t,) i n(t,) na
klasy ich struktur kanonicznych. Moce zbioréw cyklicznie spéjnych bi-grafow
dwbjnikéw o minimalnych liczbach elementéw n(z,) i n(z,) realizujacych dany typ
funkcji Y,,,(¢,, t,) wymiernej o maksymalnym stopniu licznika i mianownika (tw.
1.1—1.4) , obliczono empirycznie i zestawiono w tabeli 4.1. Nalezy zwr6ci¢ uwage,
7e aby stwierdzi¢ homeomorfizm bi-graféw ukladow nalezy zgodnie z twierdzeniem
2 [25] spelnié cztery warunki. Jesli stwierdzenie pierwszych trzech warunkow jest
stosunkowo proste, to stwierdzenie czwartego wymaga poréwnania ich funkcji
strukturalnej charakteryzujacej dany parametr rozpatrywanych ukiad6w.

W ogdlnym przypadku pordwnania YTLT"(¢,, £,)] funkcji strukturalnych M ukla-
dow znajdujacych sie w danej grupie wymaga M! operacji poréwnan. Jak wynika
z tabeli 1.1 liczba poréwnan juz dla bi-graféw dwdjnikéw o v=35 wierzcholkach jest
bardzo duza np. dla G5(¢,, t,)="T,5(t,)u T, *(¢,) wynosi M!= 12038! (tabela 1.1). Tak
wiec operacja poréwnania funkcji strukturalnych charakteryzujacych admitancj¢
wejéciowa Y[LT'(,, ¢,)] bi-graféw dwojnikéw, wymaga komputera o duzej mocy
obliczeniowej.

Mozna oczywiscie zaproponowaé rozne czg§ciowe sposoby wstepnej minimalizacji
liczby poréwnan. Mozna na przyklad w pierwszym etapie podzieli¢ otrzymane dwojniki
ze wzgledu na liczbe galezi réwnoleglych w ich bi-grafie, czyli podziat na klasy unigrafow
o danej liczbie galezi, co ilustruje tabela 1.2 (N°=7, 13, 18). Niestety liczba porbéwnan
w danej grupie dalej pozostaje duza szczegdlnie dla ukladéw o v>5 wierzchotkach.

Aby uniknaé poréwnania takich duzych iloSci funkciji strukturalnych charak-
teryzujacych dany parametr dwojnikéw ktore spelniaja warunki konieczne homeo-
morfizmu, w drugiej czeéci niniejszej pracy przedstawiono nowa oryginalng metode
syntezy topologicznej, ktéra nazwano metoda przegladu hierarchicznego.

PODSUMOWANIE

Do najwazniejszych rezultatoéw niniejszej pracy mozna zaliczy¢: Wykazanie jakie
warunki musza spetniaé mono-grafy G°(t,) i G(t,) tworzace uklad dwojnika
G*(t,, t,)=G"(t,)uG"(t,), aby mogt on realizowa¢ admitancje wejSciowa w postaci
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Tabelall

Typy struktur kanonicznych bi-graféw ukladéw dwéjnikéw o minimalnych liczbach
elementéw n(¢,) i n(t,) realizajacych funkcje wymierna F(t,, t,) o maksymalnym stopniu

licznika i mianownika
LT, (t,, 1,) LT, (t,"11, 1,"21) LT, ° (1,12, 1,"22)

M IR el ) e
1| Ty°() v T,°(t,) X x 1

2 | T,°(t) v T,°(t,) X 1 i 0

3| T, v T, () 1 X 0 1

4 | T,° (@) v T,°(ty) 1 1 0 0

x>1

funkcji wymiernej o maksymalnym stopniu licznika i mianownika przy minimalnej
liczbie elementéw obu typéw (tw. 1.1+ 1.4).

Nalezy zwréci¢ uwage na charakteryzstyczne warto§ci liczb dendrytéw
k-drzewowych  wystepujacych w  funkcjach strukturalnych YILT*(z,, ¢,)]
charakteryzujacych admitancj¢ wejsciowa w postaci funkcji wymiernej
o maksymalnym stopniu licznika i mianownika przy minimalnej liczbie elementéw
obu typéw. Uwaga ta dotyczy wartosci liczb dendrytéw k—drzewowych typu
LT, 7% 4,° i LT(,° t,°%), (gdzie k=1 v 2) ktére ,ograniczajq”
uporzadkowane zbiory <LT,*(t,"1k, t,"2k)> wystepujace w funkciji strukturalnej
YILT*(¢,, ¢,)]. Otrzymane rezulaty obrazuje tabela 1.3.
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Z. WROBEL

SYNTHESIS OF CANONICAL STRUCTURES OF BIGRAPHS
ONE-PORT CIRCUITS CONSISTING OF TWO KINDS OF ELEMENTS

Part 1. Direct reviewing method

Summary

Procedure of topological synthesis of canonical structures by means of direct reviewing method,
allowing to generate all possible topological structures of bi-graphs one-port circuits was shown in this
paper. It was shown that there are four groups of one-port bi-graphs: G*(¢,, t,)=T,,"(t,)uT,,"(t,), for
k,=1v2,k,=1 v2[where: T,°(t) — spanning k-tree containing only the elements of {7,}] type of with
input admittance Y (1,, ¢,) is the rational function with the maximum degree of numerator and
denominator with the minimum number r(t,) of elements of both kinds {¢,} and {¢,}.
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CZESC 2. METODA PRZEGLADU HIERARCHICZNEGO

W pracy przedstawiono procedurg syntezy topologicznej struktur kanonicznych
bi-graféw dwojnikow, pozwalajaca wygenerowaé wszystkie mozliwe struktury kanoniczne
bi-graléw G(t,, t,) dwéjnikéw. Procedurg syntezy zilusirowano na przykltadzie czterech
typow bi-grafow dwéjnikow G*(t,, 1,)=T, *(t,)OT,,%(t,), (gdze: k=1 v2, k,=1 v2).

2.1. WSTEP

Idea syntezy topologicznej struktur kanonicznych bi-graféw dwojnikéw metoda
przegladu hierarchicznego oparta jest na dwoch spostrzezeniach.

1. Jesdli bi-graf dwojnika jest spojny, to rowniez spdjny jest jego unigraf.

2. Jedli bi-grafy dwojnikow sa homeomorficzne, to réwniez homeomorficzne sa
ich unigrafy.

Pierwsze spostrzezenie wynika z faktu, Ze galgzie rownolegle wystepujace w bi-grafie
danego ukladu nie maja wplywu na jego spdjnos¢. Drugie spostrzezenie wynika z definicji
izomorfizmu i 2-izomorfizmu. Nalezy zwroci¢ uwagg, ze twierdzenie odwrotne nie jest
prawdziwe. Na ich podstawie oraz pierwszego warunku homeomorfizmu dwéch
bi-graféw ukladéow (tw. 2 [4]), mozna zaproponowaé nastgpujace etapy syntezy
topologicznej struktur kanonicznych bi-graféw dwojnikoéw przegladu hierarchicznego.

1. Pierwszy etap syntezy topologicznej, to generacja wszystkich mozliwych
unigraféw ukladow o zadanej liczbie wierzcholkdw.

2. Drugi etap syntezy topologicznej, to wybor z wygenerowanych unigraféw
ukladow, tych unigraféw, ktore sg cyklicznie spojne wzgledem przyjetych wierzchol-
koéw brzegowych.
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3. Trzeci etap syntezy topologicznej jest podzial otrzymanych cyklicznie spéjnych
unigraféw uktaddéw na klasy ich struktur kanonicznych.

4. Czwarty etap syntezy topologicznej to wypelnienie jednego przedstawiciela
z danej klasy struktur kanonicznych unigraféw uktadéw dwojnikéw — dendrytami
k,-drzewowymi (k, =1 v 2) typu T;,"(t,) i dendrytami k,-drzewowymi (k,=1 v 2)
typu T},"(¢,), tak aby ich suma teoriomnogoSciowa byla réwna danej strukturze
kanonicznej unigrafu dwdjnika, co mozna zapisa¢ w postaci:

G'() = Tp,,"(t;)) v T,” (1) (RY

5. Piaty etap syntezy topologicznej jest podzialem otrzymanych bi-graféow

dwojnikoéw, na klasy ich struktur kanonicznych. Nizej, na przykladzie dwojnikow
‘ Tabela2l

Moce zbioréw otrzymywanych w procesie syntezy topologicznej struktur kanoni-
cznych bi-graféw ukladéw dwéjnikéw metods przegladu hierarchicznego w zale-
inosci od liczby wierzcholkéw

Nr Liczba wwrz.chf)lkow ve3 ved ves
Moce zbiorow

A B C D E
1 | Moc zbioru galezi w pelnym unigrafie
ukladu. 3 6 10
viv — 1)
T2
2 | Minimalna moc zbioru galezi w
unigrafie uktadu 2 3 4
M=v-1
3 | Maksymalna moc zbioru galezi w
unigrafie ukladu 4 6 8
M=2v-1)
4 | Moc zbioru unigraféw uktadow 4 42 837

Moc zbioru cyklicznie spojnych struktur
kanonicznych unigraf6w uktadow 2 8 40

6 | Moce zbioru klas struktur kanonicznych
bi-grafow ukladow 4 32 440
G°(1,, 1) = T,"(1) v T,°(t,)

7 | Moce zbioru klas struktur kanonicznych
bi-grafow ukladow .
G(1,, t,) = T,°(t)) v T,°(1,) 2 12 126
Iub

G'(t,, t,) = T,°(t)) v T,"(t,)

8 | Moce zbioru klas struktur kanonicznych
bi-gralow uktadow 1 4 32
G°(t,, t,) = T,°(t,)) v T,°(t,)

o v=4 wierzcholkach, zilustrowano pdszczegélne etapy syntezy topologicznej
struktur kanonicznych ich bi-graféw metoda przegladu hierarchicznego.
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Moce zbior6w otrzymanych w poszczeg()i‘nych etapach syntezy topologicznej
uktadow dwojnikow w zaleznos$ci od liczby ich wierzchotkéw zestawiono w tabeli
2.1. Dalej w tekscie beda zamieszczone tylko krotkie wyjasnienia dotyczace sposobu
obliczania mocy poszczegdlnych zbiorow.

2.2 GENERACJA WSZYSTKICH MOZLIWYCH UNIGRAFOW UKLADOW

Pierwszym etapem syntezy topologicznej struktur kanonicznych bi-grafow dwoj-
nikdéw, to generacja wszystkich mozliwych unigraféw ukladow o zadanej liczbie
wierzcholk6w. Przystepujac do generacji wszystkich mozliwych unigraféw ukladow,
nalezy zwr6ci¢ uwage, ze w kolejnym etapie syntezy topologicznej bedziemy tworzy¢
bi-grafy dwojnikéw jako sumg teoriomnogoSciowa G°(f;, £,)=T,"(t;)v T,,%(t,).
Majac to na uwadze bedziemy rozpatrywaé wszystkie mozliwe unigrafy, lecz tylko
te unigrafy, ktorych liczba galezi / spelnia zaleznosci:

v—1<1<2(v=1). @)

Ograniczenie od dohu liczby galezi (1) w unigrafie dwdjnika wynika z faktu, Ze
unigraf o v wierzcholkach jest cyklicznie spbjny wzgledem wierzcholkéw wejs-
ciowych ukladu jesli zawiera co najmniej v— 1 galezi taczacych wszystkie wierzcholki
ukladu i tworzacych $ciezke ktérej poczatek i koniec to wierzcholki wejsciowe {w,
w,} ukladu dwdjnika (rys. 2.1).

a) : :
Wyo——i——g  Wyo—t——  WaoZ N

W +

Wo

Rys. 2.1. Sposdb tworzenia bi-grafu ukladu dwoinika w jego unigrafie: a) o minimalnej liczbie galezi, b)
o maksymalnej liczbie galezi

Ograniczenie od gory liczby galezi w unigrafie dwojnika wynika z twierdzenia
1.1 [5]. W przypadku dwéjnika ktéry tworzymy jako sume¢ teoriomnogoSciowa
dwéch dendrytéw 1-drzewowych T,°(¢,) i T,"(¢,) posiadajacych po v—1 elementow
odpowiednio typu {¢,} i{¢,}. Oczywiscie /=2(v—1) wtedy i tylko wtedy, kiedy suma
teoriomnogosciowa dendrytéw 1-drzewowych typu T,%(¢,) i T,°(¢,) nie tworzy
w ukladzie dwéjnika galezi réwnoleglych (rys. 1).
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Rys. 2.2. Struktury unigraféw G*(f) w zaleznosci od liczby jego galezi {1} spelmiajace warunek
v—1<1<2(v—1) -

Na rysunku 2 przedstawiono wszystkie mozliwe unigrafy dwodjnikéw o v=4
wierzcholkach zalezno$é 2. OczywiScie czg$¢ otrzymanych unigrafow uktadéw pre-
tendentéw sa unigrafami niespojnymi wzgledem wierzchotkéw wejsciowych {w,, w,},
a zatem przechodzimy do drugiego etapu syntezy topologicznej.

2.3. WYBOR Z WYGENEROWANYCH UNIGRAFOW, UKLADOW
CYKLICZNIE SPOINYCH

Korzystajac z macierzy S$ciezek w tabeli 2 [1] zaprezentowano przykladowo
wszystkie cyklicznie spojne wzgledem przyjetych wierzcholkdw wejsciowych {w,, w }
struktury topologiczne unigrafow dwojnikow o v=4 wierzchotkach.

2.4. PODZIAL UNIGRAFOW DWOINIKOW NA KLASY
ICH STRUKTUR KANONICZNYCH

Korzystajac z opracowanych w pracy [4] algebraicznych warunkéw homeomor-
fizmu unigraféw, zestawione w tabeli 2.2 topologiczne struktury unigraféw
dwéjnikbw o v=4 wierzchotkach, pogrupowano na klasy ich struktur
homeomorficznych (zgodnie z kryteriami homeomorfizmu tw. 1. z pracy [4]).

Pierwszym kryterium jest ilo§¢ galezi / w danym unigrafie dwodjnika. Drugim
kryterium sa liczby strukturalne LT,[{e;}, ,—{e;},] charakteryzujaca unigrafy
dwéjnikow.
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. Tabela22
Typy struktur kanonicznych cyklicznie spbjnych wzgledem wierzcholkéw {w,, w,} unigraféw G*(r) ukladéw
dwbjnik 6w .
G* () LT,*() LT, *[{e}i—a—y = {e},]
Nr ) model
siruktura topol. LT * [LT,*| e e, e, e
1] Lttt & 16 | 8 8 8 8
2| tttt40 X 8 8 5 4 5
3| oLttt | EZ] 8 5 5 5 5
|
; 4] Lottt [Z 4 5 -
| 5| 61,60t t E’ - 5 4
\
6 | Lutto0t M - 5 5 5
7| Le04tt K 8 4 5 - 5
8| 40,4140 g 4 | 4 3 | - | 3
9 | tot0tt D 4 3 _ 3 -
10 0ttt0t N 3 3 3
|
| 1| otttto0 ;Z] 3 5 3 2 3
2] 40,4tt0 Z 2 2 _
13 | t40¢0 E - 2 2
14 | 44100 X 3 2 3
15| 0,4,10,0 >q 1 3 1 1 1
16 | £,0,t0,t,0 | - 1 -
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Jak wynika z rysunku 2.2, istnieja 42 struktury unigraféw spelniajace warunek
2.2. Natomiast tylko 16 z nich sa strukturami topologicznymi unigraféw od-
wzorowujacych dwojniki (tab. 2.2) przy czym tylko 8 z nich — to struktury
kanoniczne unigraféw G*(f) dwojnikow.

2.5. TWORZENIE BI-GRAFOW W POSZCZEGOLNYCH KLASACH
STRUKTUR KANONICZNYCH UNIGRAFOW DWOINIKOW

Celem nastgpnego etapu syntezy topologicznej metodq przegladu hierarchicznego
jest wypelnienie jednego przedstawiciela z kazdej klasy struktur kanonicznych
unigraféw dwojnikéw, dendrytami k-drzewowymi typu T,,%(¢,) i T,,%(t,), (gdzie:
k,=1v2, k,=1 v2) tak aby ich suma teoriomnogosciowa byla r6wna unigrafowi
dwdjnika. Procedurg t¢ mozna przedstawi¢ w postaci ukladu réwnaf:

1. T,.,° () n G°(t) = T,,”(t,) 2.3)
2 T,* (&) N G°() = T, (1,) 24)
3. T.,"(t) v T,°(t,) = G° (D) 2.5)

Pierwsze dwa réwnania daja odpowiedZ na pytanie, czy dane dendryty k-drzewowe
T,,°(t,) i T},°(t,) zawieraja te same galgzie co struktura kanoniczna unigraf G°(¢)
dwojnika.
Trzecie rownanie daje odpowiedZ na pytanie, czy utworzony bi-graf zawiera
wszystkie galezie unigrafu G°(f) dwobjnika.
Przyklad ,,wypelnienia” losowo wybranego unigrafu dwodjnika (unigraf N°=7 tabela
[2.2, 5] dendrytami 1-drzewowymi typu T',*(¢,) i T,*(¢,) ilustruje tabela 2.3 [5].

Otrzymane bi-grafy pogrupowano wedlug dwoch kryteriow:

Pierwszym kryterium jest funkcja strukturalna Y, ,, ,[LT®(£2)] multigrafu danego
dwbjnika.

Drugim kryterium — funkcja strukturalna Y[LT*(¢,, t,)] charakteryzujaca
admitancje wejsciowa bi-grafu dwodnika.

Tabela23
Przyktad tworzenia bi-gralow uktadoéw dwojnikow w strukturze kanonicznej unigrafu G*(f) =1, ¢,
0,t1t1t
Struktura bi-grafu Funkcje strukiuralne bi-grafu
N odel LT 4(t,, ¢ LT 4(t2 LT.(®
r G4 (tp ’2) ItI;poi < 1 4( 1 2) > < 1 4( ) > < 14 >
. LT, (. 1) LT, *(t2) LT, *(®
A B C D B F

0t, 00¢t,t 1,561 13 8
1 1 11 < > <—> <—>
,00t,¢, 0 1, 3,2 6 4
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A B C D
, | L0004y
0t,0t,1,0
;| 040408
£,00t,t,0
4| tootot
0t,0¢t,t,0
s | tootot
t,t,00t,0
s | tooott
t,,0t,00
.| otoogt %
t,,0t,00
g | otot ot
t,t,00¢t,0
0t,0t,t,0 1, 5,6, 1
9 1Vhh < >
1, 3,2
£,000t,t,
o | 040t¢0
£,001,0t,
| t00Lt0
0t,00t,t,
n | noot o
0t,0t,0t,
5| ttotoo0
£,000t,t,
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A B C D E F
14 t,t,00¢,0
t,00t,0t,
15 t,t,0t,00
0t,001,t,
16 t,t,00t,0
0t,0t,0t,
0t,0¢t,0t, 1,5, 5,1 12
17 <—> <—>
t,000t¢,t, 1, 2, 1
18 0t,00t,t
,00t,0t,
19 ,00¢t, 0t
0t,00¢,t,
20 t,000¢,t,
0t,0t,0t,

Jak latwo zauwazy¢ niektére z zaprezentowanych w tabeli 2.3 [5] bi-grafy
dwonik6w s3 homeomorficzne, a zatem przechodzimy do nast¢pnego etapu syntezy
topologiczne;j. :

2.6. PODZIAL OTRZYMANYCH BI-GRAFOW NA KLASY ICH STRUKTUR
KANONICZNYCH

Ostatnim etapem syntezy topologicznej, jest podziat otrzymanych (w kazdej klasie
struktur kanonicznych unigraféw G*(¢) bi-graféw na klasy ich struktur kanonicznych.
Podzial ten latwo mozna wykona¢ z wynikéw pracy [4]. Na rysunku 2.3 zamieszczono
po jednym przedstawicielu z kazdej klasy struktur kanonicznych bi-graféw cyklicznie
spojnych ukladéw dwojnikéw G(z,, t,)=T,*(t,)uT,*(t,). Zgodnie z twierdzeniem
1.1[5] zestawione na rys. 2.4 bi-grafy reprezentuja uklady dwéjnikéw ktére realizuja
admitancj¢ wejSciowa w postaci funkcji wymiernej typu Y@t ). N

Aby latwiej bylo stwierdzié, majac dowolny uklad dwojnika o v=4
wierzcholkach, skladajacych si¢ z dwéch rodzajéw [slsoop] elementow, ktérej
strukturze jest on rtownowazny, otrzymane bi-grafy dwéjnikéw pogrupowano wedlug
trzech kryteriéw: ’
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LT Gq(t"st‘ 2) =
L M R B R Al B ¢ D £
: 4 4 (t‘l z)
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A B C D E <_7‘> < iﬁp <42A4>
TR | KX (%%
3 47.2.4\1 ,A7.7.4 ‘ ‘ ,-45.8.
s| G | B |5 CeEw b | B [A5D|AsD
.7.7.1 7.1
| D |5
' 5 8 a1 27.2 2.7.? p x> _9> Y 2562
| 1561y 4.6.5.tl\ 12 45.5.1
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Z o—T —y m>
+— * 3 o—=39 4 adip
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B |Mh|dee) 1T By | (T |(dEE,

Rys. 2.3. Struktury kanoniczne 'unigrafow G*(f), mulligraféw G*(t2) i bi-grafow G4(t,,
t,)=T,*(t,)uT,*(t,) uktady dwojnikow, oraz charakteryzujace je admitancje strukturalne

Pierwsze kryterium to funkcja strukturalna Y, [LT(#)] charakteryzujaca
unigraf ukladu dwdjnika.

Drugie kryterium to funkcja strukturalna Y, . [LT(£2)] charakteryzujaca multi-
graf ukladu dwodjnika.

Trzecie kryterium to funkcja strukturalna Y[LT®(z,, 12) charakteryzujgca ad-
mitancj¢ wejsciowa bi-grafu ukladu dwéjnika skladajacego si¢ z elementéw rodzaju

{r;}1{z,}.
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Rys. 2.4. Struktury kanoniczne unigrafow G*(r), multigraléw G*#(t2) i bi-grafow
G(t,, t,) =T, ,*(t,)u T, *(t,) uktadéw dwdjnikow, oraz charakteryzujace je admitancje strukturalne

Jak wynika z rozwazan pierwszej czeSci niniejszej pracy (twierdzenia 1.1 + 1.4)
uklad dwdjnika o daje liczbie wierzchotkéw sktadajacy sig¢ z dwoch typow elementow,
moze realizowaé admitancje wejsciowa w postaci czterech typoéw funkcji wymiernej
przy minimalnych elementach n(t,) i n(t,). Wyniki przeprowadzonej syntezy topolo-
gicznej pozostatych trzech typow bi-graféw dwojnikéw ilustruja rysunki 2.4 + 2.6.
Na rysunkach tych zestawiono po jednym przedstawicielu z kazdej klasy struktur
kanonicznych bi-graféw ukladéw dwdjnikéw bedacych suma teoriomnogoSciows
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<LT,‘j°(t)> <LT,‘,'_o(t2)> Lo (tat, )>

S | @ |<P5ED
ERN EEIN <°i§4> QD
|
3 2
3 | @ |

Rys. 2.6. Strukiury kanoniczne unigrafow G*(f), multigraféw G4(t,) i bi-grafow
G(t,, 1,)=T, *(t,)UT, ,*(t,) ukladow dwojnikow, oraz charakteryzujace je admitancje strukturalne

dendrytow k-drzewowych, typu Ty, *(t,) i T, (t,). 1 tak na rys. 2.4 zestawiano
struktury kanoniczne typu G*(f,, t,)=T, *(t,)uT,*(,), na rys. 2.5 struktury
kanoniczne typu G‘(tl, 1,)=T,*(t,)UT, ,*(t,), a na rys. 2.6 struktury kanoniczne
typu  G*(t,, 1,)=T, ,*(@)VT,; ,*(2,) Otrzymane typy struktur kanonicznych
bi-grafow dWOJnlkOW pogrupowano wedlug kryteriéw jakie zastosowano na rys. 3.

PODSUMOWANIE

Do najwazniejszych rezultatéw niniejszej pracy mozna zaliczy¢ — opracowanie
procedury syntezy topologicznej tzw. metoda przegladu hierarchicznego, pozwalaja-
ca wygenerowaé wszystkie mozliwe struktury kanoniczne G(t,, t,) bi-grafow dwoj-
nikow.

W ogbélnym przypadku proces syntezy topologicznej struktur kanonicznych
bi-graféw uktadéw, metoda przegladu hierarchicznego zawiera nastgpujace etapy:

1. Pierwszym etapem jest generacja wszystkich mozliwych unigraféw rozpat-
rywanych ukladéw, przy zadanych ograniczeniach realizacji.

Ograniczenia realizacji moga dotyczy¢ np.: liczby wierzcholk6w unigrafu, liczby
galezi w unigrafie, sp6jnoéci wzgledem odpowiednich wierzchotkow itp.

2. Drugi etap jest podzial wygenerowanych unigraféw ukladow na klasy
unigraféw réwnowaznych wzgledem przyjgtych kryteriéw rownowaznosci.

Kryteria réwnowazno$ci moga dotyczy¢ nie tylko strukturalnej rownowaznosci
— homeomorfizmu unigraféw (rozpatrywanych w niniejszej pracy), ale np.: typy
struktury topologicznej unigraféw (np.: struktury mostkowe, struktury drabinkowe
itp.), wyboru unigraféw zawierajacych lub nie zawierajacych galezi incydentnych do
wierzcholkoéw brzegowych rozpatrywanych uktadéw i.t.p.
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Tym samym juz na etapie syntezy topologicznej struktur kanonicznych unigrafow
(o nie duzych mocach zbioru rozwiazan) ogranicza si¢ klasy ukladéw ktore beda
rozpatrywane w nastepnych etapach syntezy.

3. Trzeci etap jest — wypelnianiem jednego przedstawiciela kazdej klasy struktur
kanonicznych unigraféw G*(f) mono-grafami G*(¢;) zawierajacymi tylko dany rodzaj
elementow {¢;} tak aby spelniona byla zaleznosc:

G’(H= UG (2.6)
i=1 L
przy zadanych kryteriach fizycznej realizowalnosci ukladéw (gdme m — liczba

rodzajow clementow)

Nalezy zwro6cié uwage ze wybor struktury mono-grafu G"(tl) ma istotny wplyw
na posta¢ funkcji wymiernej charakteryzujacej dany parametr ukladu. Biorac pod
uwage rozine struktury mono-graféow G°(f;) mozna otrzyma rdzne stopnie
wielomianéw licznika i mianownika funkcji wymiernej charakteryzujacej dany
parametr uktadu, jak roéwniez rozna liczbe skladnikéw sum ﬂoczynow wystepujacych
w tych wielomianach.

Ponadto nalezy zwréci¢ uwage, ze wybierajac odpowiednia strukture jednego
z mono-grafow G*(t) rozpatrywanego ukladu np: w postaci ,,drzewa z korzeniem”
mozna zbudowaé uklad w ktérym dany rodzaj elementéw {f;} bedzie mial np
wspdlng mase.

4. Etap czwarty to podzial otrzymanych m-grafow ukladéw na klasy struktur
rownowaznych wedhig przyjetych kryteribw rownowaznosci. Kryteria rownowazno-
$ci moga dotyczy¢ zarbwno réwnowaznosci w sensie homeomorfizmu ukladow, jak
rowniez w sensie ekwiwalentnosci [4].

O celowosci rozpatrzenia zagadnienia syntezy topologicznej struktur ka-
nonicznych bi-grafow ukladdéw moga Swiadczyé dwie liczby; liczba wszystkich
mozliwych ukladéw realizujacych dana funkcje i liczba typdéw ukladéw
nichomeomorficznych realizujacych dana funkcje. Na przyklad, ukladow
dwojnikdbw o v=35 wierzcholkach skladajacych si¢ G*(¢,, t,)= Tls(tl)uT 5(t,),
ktore realizuja admitancje wejSciowa ‘w postaci funkcji wymiernej Y,,,(¢,, t,)
istnieje 12038 (tabela 2.1 [5]). Natomiast typow ukladéw homeomorficznych,
ktéore moga byé brane pod uwage przez konstruktora istnieje tylko 440 (tab.
- 2.1 [5]).
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Z. WROBEL

SYNTHESIS OF CANONICAL STRUCTURES OF BI-GRAPHS ONE-PORT CIRCUITS CONSIS-
TING OF TWO KINDS OF ELEMENTS

Part. I1. Hierarchical reviewing method

Summary

Procedure of topological synthesis of canonical structures of bi-graphs one-port, was presented alloing
to generate all possible canonical structures, of bi-graphs G(t,, t,) one-port circuit, was shown here. This
synthesis procedure was illusirated by the example of four types of bi-graphs one-port circuits
G(t,, )= T *(tDUT,*(t,), (Where: ky =1 v2, k,=1v2).
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W artykule opisano zastosowanie funkcji wykladniczej W,(x) do aproksymaciji charakterystyki
wyj§ciowej tranzystora bipolarnego malej mocy w ukladzie WE oraz rodziny charakterystyk wyjsciowych
takiego tranzystora. Zaproponowany sposob aproksymacji zlustrowano przykladem liczbowym.
W dodatku podano réwniez program wykreslania charakterystyk z zastosowaniem minikomputera.

1. WPROWADZENIE

Dla przeprowadzenia analizy ukladu zawierajacego tranzystor bipolarny, zwlasz-
cza przy uzyciu maszyny cyfrowej, trzeba statyczna charakterystyke wyjSciowa
tranzystora I =I(Ucz), Iy=const, przedstawiC w postaci analitycznej. W niektorych
przypadkach wystarcza aproksymacja tej charakterystyki za pomoca linii lamanej,
jak to przedstawiono na rys. 1. Nachylenie prostej OA wyznacza si¢ na podstawie
znajomoéci katalogowe]j wartosci napigcia nasycenia Ugg,, mierzonego na pradzie
I.,=10 mA. i ustalonej przez wytworce wartosci pradu bazy, np. dla tranzystoréw
BC 107, 108, 109 oraz podobnych przy pradzie I;=0,5 mA. Nastepnie dla zadanej
wartoéci napiecia Ugp=U,, zazwyczaj rownej 5 V, mierzy si¢ wartosci pradbow
kolektora I, Ic,, Ics,..., odpowiadajacym zadanym pradom bazy Ip,, Iy,, Igs,...
Pomierzone prady kolektora wyznaczaja polozenie punktéw M, M,, M,,..., przez
ktore kreéli si¢ proste nachylone wzgledem osi napigé pod katem, ktorego tangens
jest liczbowo réwny znamionowej wartoSci parametru h,,,, tj. malosygnatowej
rozwarciowej admitancji wyjSciowej tranzystora pracujacego w ukladzie WE.
Analityczne wyrazenie opisujace lini¢ lamana ma postaé (dla Ip=1Ip,):

les .y dla0 < Ug < Uy

IC = UCEsat (1)
Iy + hzze ) (UCE - UK) dla Ucg > Uk,
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gdzie:

@

€)

Rys. 1. Aproksymacja charakterystyk wyjSciowych tranzystora bipolarnego za pomocg linii famanej
(Iy=const)

Gdy jednak zachodzi potrzeba przeprowadzenia dokladniejszej analizy ukladu,
a chwilowy punkt pracy tranzystora moze znajdowaé si¢ bardzo blisko linii
odgraniczajacej obszar aktywny od obszaru nasycenia, aproksymacja linia lamana
jest zbyt malo dokladna. Zdaniem autoréw, do aproksymacji statycznych
charakterystyk wyjéciowych tranzystora bipolarnego moina wykorzystaé funkcije
wykladnicza [1]:

1
1 + exp (-2kx)

W,(x) = 4

stosowang do aproksymacji jednostkowej funkcji skokowej.

2. FUNKCJA APROKSYMUJACA

Wykres funkgji (4) jest przedstawiony na rys. 2. Ksztalt tego wykresu, dla x>0,
wskazuje na mozliwoS¢ wykorzystania funkcji (4) jako funkcji aproksymujacej
charakterystyke wyjsciowa tranzystora bipolarnego. Po przemnozeniu funkcji (4)
przez 2 i odjeciu jednoéci otrzymuje si¢ funkcje

_ 2 .
1 + exp (<2kx) ’

F(x) =2 W,(x) — 1 )
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ktorej wykres, dla x >0, jest przedstawiony na rys. 3. Wartos¢ funkcji F(x), dla x— oo,
asymptotycznie zbliza si¢ do jednosci. Jezeli do funkcji F(x) doda¢ czlon liniowy,
otrzymuje si¢ funkcje

() = ——

1 + exp (-2kx)

—1+4+ax, a>0 - (6)

W, (x} ' Fix)
1

0,5

-1 0 1 x 0 1 2 3 x

Rys. 2. Wykres funkcji W, (x) dla dwu wartosci
parametru k

Rys. 3. Wykres funkcji F(x) dla k=5

ktorej wykres jest przedstawiony na rys. 4. Krzywa opisana funkcja F,(x) zbliza si¢
asymptotycznie do prostej y=ax+ 1. Pochodna funkgcji F,(x) jest rowna
dkexp (-2kx) '

) = 0 exp k0

+ a, N

Jej warto$¢ dla x=0 wynosi

E/(0) = k+ a ®
- /V
1= —
k=05
a=1
05
1 | 1 [
0 1 2 x

Rys. 4. Wykres funkcji F,(x) dla k=5, a=0,1

Jezeli warto$¢ modulu argumentu funkcji wykladniczej jest znacznie wigksza od
jednosci (2k»1) oraz jednocze$nie warto$¢ wspolczynnika a jest mniejsza od jednosSci
(a«l), mozna praktycznie przyjaé, ze
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F/O =~k k»l,a«l. ®

Funkcje F,(x) mozna zastosowal do aproksymaciji charakterystyki I.=ARUcg),
I,=const, tranzystora bipolarnego.

3. APROKSYMACJA CHARAKTERYSTYKI TRANZYSTORA

Aproksymacj¢ charakterystyki I.=f(Ugg), Iz=const, tranzystora malej mocy,
w zakresie napieé od 0 do okolo 15 V i w zakresie pradow od 0 do okolo 10 mA
mozna przeprowadzi¢ przy jednym z dwu zalozen:

Zalozenie 1

Styczna do funkcji aproksymujacej w punkcie o wspolrzednych (0,0) wykazuje
takie samo nachylenie jak styczna do aproksymowanej charakterystyki w punkcie
o takich samych wsp6lrzednych, a dla katalogowej wartosci napigcia Ugg=U, =5 -
V asymptota funkcji aproksymujacej jest praktycznie styczna do charakterystyki
— rys. 5, punkt S.

Ie styczna
w punkcie (0,0) S
| PV S
I ‘
¢t styczna i
w punkcie S i
|
I
|
i
|
|
B I
|
[
0 U Uee

Rys. 5. Wykres ilustrujacy zaloZzenie 1

Zalozenie 2

Dla katalogowej wartoéci napiecia Ug=U,=5 V asymptota funkcji aprok-
symujacej jest praktycznie styczna do aproksymowanej charakterystyki, a krzywa
aproksymujaca przechodzi przez punkt A lezacy na aproksymowanej charakterys-
tyce oraz na prostej ! rownoleglej do asymptoty i przechodzacej przez punkt
B o wspdtrzednych (0;0,9°1¢,), gdzie I¢, jest pradem wyznaczonym przez punkt
przeciccia si¢ asymptoty z osia I, — zob. rys. 6'.

! Warto§¢ 0,9-I¢, odpowiada w przyblizeniu wartoci pradu przyjmowanej do wyznaczania napigcia
kolankowego (knee voltage) Ucgy [3,5]
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Cmm e

: 1
0 Ugea 4 Uce

Rys. 6. Wykres ilustrujacy zaloZzenie 2

W przypadku korzystania z Zatozenia 1 trzeba:

— dla U= U, =5V poprowadzi¢ styczna do charakterystyki Io=f{ucy) i trak-
towa¢ ja jako asymptote funkcji aproksymujacej F,(x).

— wyznaczy¢ nachylenie asymptoty,

— wyznaczy¢ warto$¢ pradu I, (rys. 5), _

— wyznaczyé nachylenie stycznej do aproksymowanej charakterystyki o wspot-
rzednych (0,0) (b=tgp).

Funkcja aproksymujaca charakterystyke ma postaé

, 2 ,
IC = Icl [1 + exp (_ZkUCE) - l + aUCE] (10)

przy czym warto$¢ parametru a jest rowna
1

a=h e 1 (1 1)
. 22 IC1
gdzie h,,, jest warto§cia rozwarciowej admitancji wyjéciowej w punkcie S (rys. 5).
Natomiast nachylenie b stycznej do charaterystyki w punkcie o wspdtrzednych (0,0)
jest rowne nachyleniu stycznej do funkcji aproksymujacej w tym samym punkcie.
Wedlug wzoréw (8) i (10) mamy

b=(k+a)- I, Lo 12)
Stad parametr k funkcji aproksymujacej jest rowny
b
k=——a (13)
g
Poniewaz zachodzi zalezno§¢
b
—»a (14)
I,
mozna przyjac, ze
b
k= (15)

o]
r
IC 1
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Przy przyjeciu Zalozenia 2 trzeba:

— dla Ug=U,=5 V poprowadzi¢ stycznag do charakterystyki I.=f(Ucz)
i traktowac ja jako asymptote funkcji aproksymujacej,

— wyznaczy¢ nachylenie asymptoty,

— wyznaczy¢ warto$¢ pradu Iz, (rys. 6),

— przez punkt B o wspélrzednych (0;0,9-I¢,) przeprowadzic prostq pomocmcza
r@wnolegla do asymptoty i przecinajaca charakterystyke w punkcie A,

— wyznaczy¢ wartos¢ napigcia Ugg,.
Funkcja aproksymujaca (10) ma taka samga postaé, jak w przypadku przyjecia
zalozenia 1. Warto$¢ parametru a wyznaczamy wg wzoru (11), a warto§é parametru
k z zaleznosci

2

—1=09 16
1 + exp (-2kUcg,) (16)

Stad otrzymujemy

In 19 1,4722
k= = . : an
2- Ucra Ucra

4. APROKSYMACIJA RODZINY CHARAKTERYSTYK WYJSCIOWYCH

 Rodzing charakterystyk wyjsciowych tranzystora mozna aproksymowacé w jeden
z dwu sposobow. W pierwszym z nich, na drodze pomiaru wyznacza si¢ polozenie
kolejnych punktéw (np. M,, M,,... — rys. 1), przez ktore przy wybranym napieciu
Ucg np. rownym 5 V przechodza charakterystyki odpowiadajace zadanym
wartoSciom pradoéw bazy (np. 5, 10, 15,... uA). Nastgpnie dla tych punktéw pracy
mierzy si¢ wartoSci parametru h,,, i w opisany sposob aproksymuje si¢ kolejne
charakterystyki I.=I.(Ucg); Iz=const.

Drugi spos6b rozwiazywania tego zadania polega na wykorzystaniu podawanych
w katalogach normowanych charakterystyk: rozwarciowej admitancji wyjSciowej
h,, .y Oraz wspblczynnika wzmocnienia pradowego A, zy W funkcji pradu kolektora.
Normowanie parametro6w h tranzystora polega na poréwnaniu warto§ci parametru
wystepujacej przy pradzie I z wartoscia parametru przy pradzie odniesienia [o=2
mA i przy napigciu Ugz=5 V. Dla przeprowadzenia aproksymacji rodziny charak-
terystyk wyjSciowych trzeba graficznie dane zaleznodci h,,.y=h,, n(Ic) oraz
h,en="h,,en(Ic) opisac zaleznoScia funkcyjna. Wykresy tych zaleznosci dla réznego
typu tranzystoro6w malej mocy maja podobny ksztalt. Mozna sig wigc spodziewac,
ze zaleznodci te beda opisane funkcjami takiej samej postaci, rézniacymi si¢ jedynie
warto§ciami wspdlczynnikoéw liczbowych.

Ze wzgledu na duzy zakres zmienno$ci pradu I, zaleznoSci te sa zazwyczaj
podawane w skali log-log lub log-lin. W celu znalezienia postaci funkgji je opisujacej,
trzeba wpierw wykresy charakterystyk przerysowa¢ w skali podwdjnie liniowej.
Przykladowo rozpatrzymy zaleznoéci dla tranzystoréw typu BC 107, 108 i 109.
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Na rys. 7 pokazany jest wykres zaleznosci normowanej warto§ci parametru 4,y
wg katalogu [3], a na rys. 8 wykres tej samej zaleznosci w skali podwdjnie liniowej.
Na wykresie tym kélkami zaznaczono wartoci parametru h, , .y obliczone wg funkcji
aproksymujacej

h = 0,465 1. + 0,014-I;> + 0,001 I.°. (18)

Jak z tego wykresu wynika, funkcja (18) dobrze przybliza zalezno$é h,, .y =", ,.n(c)
podana w katalogu. Warto§¢ admitancji wyjéciowej przy napigciu Ugz=5 V oraz
przy pradzie I jest rowna :

hzze(IC) = hzzeo'hzzeN(IC); UCE =35V, (19)

gdzie h, .o jest wartoscia admitancji przy pradzie I,=2 mA i napigciu Ugg=5 V.

Na rys. 9 pokazana jest normowana charakterystyka h,,zv=h,, nle)s Ucg=35
V, dla tranzystoréw BC 107, 108 i 109 wg katalogu [3]. Znajac wartos¢ parametru
h,,po dla punktu odniesienia Ic=2 mA, Ug=5 V oraz przebieg normowanej
charakterystyki A,, zy, mozna dla zalozonych wartosci pradu bazy, np. 5, 10, 15,...
pA, wyznaczyé warto§é pradu kolektora przy Ucg= 5V. Mamy

22eN

2 mA I
_—'hzlEN = I—C (20)
B

hyE = h21E0'h21EN = I
BO

gdzie I, oznacza prad bazy, przy ktérym Ic=2 mA dla Ug=5 V (Izp=2
mA/h, o)
Stad otrzymujemy

I, = IB'hzlEo'huEN: Ue = 5V (1)
oraz
I
c = IB'hZIEO' (22)
21EN

Na podstawie wykresu charakterystykih, ; gy = h,en(I¢), rys. 9, mozna skonstruowaé
wykres zaleznosci

I .
I, = I (h £ ) = Ic(IB'h21Eo)- (23)

21EN,

W tym celu trzeba z wykresu — rys. 9 — dla kolejnych wartoéci I, odczytac wartoSci
h,, gy i podzieliéc warto$¢ I¢ przez odpowiadajaca jej wartos¢ h,,gy. Prady I; oraz
ilorazy I/h,, py Wyznaczaja wspolrzedne kolejnych punktéw wykresu zaleznosci (23).
Na rys. 10 przedstawiony jest wykres tej zaleznoéci dla tranzystoréw BC 107, 108,
109. Na tym wykresie zakres zmiennoéci pradu I¢ ograniczono od gory do wartosci
rownej 10 mA, gdyz - podawany Ww katalogach wykres charakterystyki
h = h,, y(Io) wykonany jest dla I.=0,1 + 10 mA.

22eN
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10
hazen

Z
] 1

L Imal'®

Rys. 7. Wykres zalezno$ci normowanego parametru h,,en tranzystoréw BC 107, 108, 109 od pradu
kolektora wg [3] .

hazen

1 0 hpoen=0465T:+0,01412+0,001' 12

1 ) 1 L [l 1 1 ] 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 5 10
. I.ImA]

Rys. 8. Wykres zalezno$ci normowanego parametru h,,en tranzystorow BC 107, 108, 109 od pradu
kolektora (w skali lin-lin)

: 2
h21EN
11 ]
1 ] N
e} =
0
0 1 10 100
Ic[mA]

Rys. 9. Wykres zaleznosci normowanego parametru %,y tranzystoréw BC 107, 108, 109 od pradu
kolektora wg [3] '
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Rys. 10. Wykres zaleznosci pradu kolektora I od iloczynu Iyh,, 5o dla tranzystoréw BC 107, 108, 109

-
’ Zaleino§¢ Io=I.(Iyh,,z0) pokazana na rys. 10 dobrze aproksymuje funkcja

I, = 1,58(/x* + 1 — 1) 4+ 0,002 x* 24)
gdzie:
Ic
X = h = Iy hy150 : 25)
} 21EN
|
|

Wartoéci pradu I obliczono wg wzoru (24) zazpnaczono na rys. 10 kétkami.

Czynnosci, jakie nalezy wykonaé przy postugiwaniu si¢ drugim sposobem
aproksymacji rodziny charakterystyk wyjSciowych tranzystora, sa nastgpujace:

1) Dla Ugz=5 V oraz I,=2 mA zmierzy¢ wartosci wspélczynnika wzmocnienia
pradowego h,, g, Oraz rozwarciowej admitancji wyjsciowej A, , 0.

2) W katalogu, dla tranzystorow danego typu, wyszukaé charakterystyki:

a) napiecia nasycenia w funkcji pradu kolektora Uggy,,=fIc),
b) normowanego parametru k,,zy=fUIc), Ucg=5V.
c) normowanego parametru h,, py=/U,), Ucg=5 V.

3) Z charakterystyki Ugg,,,=/f{Io) odczytaé warto$¢ napigcia nasycenia np. dla
I.=10 mA. Dla tranzystoréw malej mocy warto§é napiecia nasycenia w zakresie
zmian pradu I od 0,1 do 10 mA ulega tylko malym zmianom. '

4) Przerysowaé  charakterystyke A,y w  skali podwdjnie  liniowej
i aproksymowac¢ ja np. funkcja

hypen = a, I, + a,Ic? + N (26)
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5)Na podstawie charakterystyki h,, y=fI;) wykredlié charakterystyke

I .
I.= I, ( € ). Zakres zmiennosci pradu I przyjac taki sam jak dla charakterystyki
21EN,

hy,en=1Up) — pt. 4. Wykreslona charakterystyke aproksymowaé np. funkcja
Ice=0b,(/x* + 1 —-1) + b, x? 27

Ic
hz 1EN
~ 6) Dla kolejnych zalozonych wartosci pradu bazy, np. 5, 10, 15,... uA, poshugujac
si¢ funkcja aproksymujaca (27) obliczy¢ warto$ci pradu I, wystgpujace przy napieciu
Uc wystepujace przy napigciu Ugp=5 V.

' 7) Dla obliczonych wartosci pradu I, postugujac si¢ funkcja aproksymujaca (26),
wyznaczy¢ warto$ci normowanej admitancji wyjsciowej 4, ,,y oraz admitancji wyj-
Sciowej wg wzoru (19)

gdzie
| (28)

X = = Iy h,, po-

hyre = hyse0 hyzen

8) Majac obliczone kolejne wartosci pradu I, (zob. pt. 6) oraz kolejne wartosci
admitancji &, (zob. pt. 7), wyznaczy¢ dla kazdego punktu S, rys. 11, warto$é pradu I,

I, = I, — Al = I, — U, +h,,,, (29)
gdzie U, =5V
oraz wg wzoru (11) warto§é parametru a
1
a=h,,." ——.
22 IC1
9) Obliczy¢ nachylenie charakterystyki w punkcie o wspotrzednych (0,0)
I ,
UCEsat
I
Is=10mAT
| S
Iep - — = =T——
N i
I [
! [
|
i
# !
I I
| |
| |
| |
| |
O Ucesat U Uee Rys. 11. Wykres funkciji aproksymujacej
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oraz dla kolejnych wartosci pradu I, (zob. pt. 8) obliczy¢ wg wzoru (13) wartoSci
parametru k
b

k=— —a
ICI

Jezeli w katalogu przyrzadow pélprzewodnikowych podana jest rodzina cha-
rakterystyk I.=I.(Ucg), Iz=const, dla matych napi¢¢ U,g(Ugz<1 V), wartosé

wspbdlczynnika k mozna wyznaczyé wg wzoru (17) — zalozenie 2, rys. 6. Ten
sposdb jest godny polecenia, gdy zachodzi potrzeba aproksymacji charakterystyk

dla napig¢ U <0,2 V.
Funkcje aproksymujace kolejne charakterystyki maja wg wzoru (10) postaé

2
I.=1T — . )
c=Io [1 + exp (-2kU.p) 1 +a UCE]

Sposéb aproksymacji charakterystyk wyjSciowych tranzystora zostanie zilust-
rowany ponizszym przykladem.

5. PRZYKLAD

Aproksymowaé rodzing charakterystyk wyjSciowych tranzystora BC 108,
gr. A, dla ktérego pomierzony wspblczynnik wzmocnienia pradowego przy
I.=2mA, Ugp=5V, ma wartosé h,, ;o=200, a rozwarciowa admitancja wyjsciowa
jest dla tego samego punktu pracy rowna h,,,,=18 uS. Dla pordéwnania
przeprowadzi¢ aproksymacje dla h,, ;,=180. Przyja¢ zakres zmian napiecia
U od 0 do 10 V i zakres zmian pradu I od 0 do 10 mA. Prad bazy
zmieniaé co 5 pA. 7

Podany w katalogach [3,4] wykres charakterystyki A, , .,y =/, ,.x(Ic) jest pokazany
na rys.-7, a na rys. 8 wykres tej charakterystyki w skali podwdjnie liniowej.
Charakterystyka ta jest opisana zaleznofcia (18). Wykres charakterystyki
hy en="h,,.n(Ic) wedlug [3] jest przedstawiony na rys. 9, a na rys. 10 wykres
zaleznoéci Ip=I(I¢/h,, ry) aproksymowanej funkcja (24). Z wykresu charakterystyk
tranzystora BC 108 podanego w katalogu firmy Siemens, dla I =30 pA, odczytujemy
warto$¢ napiecia Ugg,~0,12 V i wg wzoru (17) obliczamy warto$¢ wspoélczynnika k

1,472
k= 0,12 ~

Obliczone wedtug wzoru (24) wartoéci pradu I, , odpowiadajace pradom bazy 5, 10,
15, ..., 40 pA, podane sa w tablicy 1. Obliczenia wykonano dla dwu wartosci
wspolezynnika A, 5, i to 200 oraz 180. Dla obliczenia wartofci pradu I,, od-
powiadajacych kolejnym warto§ciom pradu bazy przy U =5V, obliczono wg wzoru
(29) wartoéci pradu I;, oraz wedlug wzoréw (26) i (19) wartoSci parametru £, ,,.
Wyniki obliczef zestawiono w tablicy 1. '

12.
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Tablica 1
‘Wyniki obliczen do przykladu
hyipo = 200 . : h,g0 = 180

Iy IC] ICll hzzc ICl ICII hzze
HA mA mA us mA mA us
5 0,66 0,634 515 0,55 0,529 4,27
10 1,96 1,913 16,65 1,68 1,610 14,02
15 3,43 3,271 31,73 2,98 2,846 26,89
20 4,97 4,720 49,91 4,33 4,12 42,07
25 6,53 6,176 70,85 5,74 5,44 59,94
30 8,10 7,628 94,43 7,16 6,76 79,99
35 9,69 9,085 120,9 8,58 8,07 102,3
40 11,36 10,60 151,5 10,01 9,39 126,4

Nastepnie, poshigujac si¢ wzorem (10), wyznaczono wspoélrzedne kolejnych punktow
charakterystyk wyjSciowych przy Ugp zamieniajacym si¢ od 0 do 10 V. Wyniki
obliczefi przedstawiono na wykresach. Rys. 12 przedstawia wynik aproksymacji
charakterystyk dla h,,,,=200 i dla napig¢ U nie przekraczajacych 0,3 V, rys. 13

40
IimA Ic["‘% 8
' 10F :
35 9
9 -
8
8+ 30
7
7 -
25 6
6 -
50 20 5
AL 4
15
3k 3
ok 10 2
1 / =5 1
/ IB— pA
PR TN N NN TR ST NN NS T JOUE N S | .
0 0, 0,2 03 0
Uge [V]

Rys. 12. Wykres rodziny funkcji aproksymuja- Rys. 13. Wykres rodziny funkcji aproksymuja-
cej Ic=1(Ucg) dla h,, =200 oraz I,=S5, 10, cych Io=I(Ucg) dla h,,z,=200 oraz I;=35,
15,..., 40 pA, Ueg=0+03V 10,..., 35 pA, Ugg=0+1,5V
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takie same rezultaty, lecz dla napi¢é Uz do 1,5 V, a rys. 14 wynik aproksymacji dla
napig¢ Ugp<10 V. Na tym rysunku linia przerywana dodatkowo wykreslono
charakterystyki tranzystora, dla ktorego A,,z,=180. ’

Na podstawie zaleznosci podanych w rozdziale 4 opracowano zamieszczony
w dodatku program dla wykreslenia charakterystyk tranzystorow bipolarnych
z zastosowaniem minikomputera. Program ten napisano w jezyku Turbo-Pascal 3.01.
W programie przyjeto wartosci stale: I,=10 mA, =5, 10, 15,..., 40 pA. Do
programu nalezy wprowadzi¢ wartoSci nastgpujacych parametrow:

h, g0 W zakresie od 50 do 500,

h,,.o W zakresie od 1073 do 1071 mS,

Ucpsar W zakresie od 0,1 do 1,0 V,
wartosci wspoleczynnikéw a,, a,, a, oraz b,, b,, jak r6wniez wartosci jednego z trzech
przedstawionych do wyboru zakreséw napigcia Ugg tj. 0,3V, 1,5 Vlub 10 V.

6. WNIOSKI

1) Zaproponowany sposob aproksymacji charakterystyki wyjSciowej tranzystora
moze by¢ zastosowany zaréowno do aproksymacji pojedynczej charakterystyki, jak
i rodziny charakterystyk przy stalej temperaturze otoczenia.

2) Funkcja aproksymujaca dobrze przybliza charakterystyke wyjsciowa zardOwno
na odcinku prawie liniowym w obszarze aktywnym pracy tranzystora, jak i na
odcinku ,kolana” charakterystyki, wystepujacego przy przejsciu z obszaru
aktywnego do obszaru nasycenia, oraz w obszarze nasycenia.

3) Jezeli dla danego typu tranzystora wyznaczono funkcje aproksymujace charak-
terystyki h,, .ny="h,,n(Ic) oraz h,, pyn="h, ex(o), wzgl. Ic=1I(Ic/h, gy), to dla ap-
roksymowania rodziny charakterystyk wyjSciowych konkretnego tranzystora
wystarcza znajomoS¢ wartosci dwu wielkosci: h,,p, oraz h,,.,, wyznaczonych dla
punktu pracy Ug=5V, Io=2 mA.

Postugujac si¢ podanymi zaleznosciami, mozna réwniez aproksymowac charakterys-
tyki wyjsciowe tranzystora dla dowolnej wartosci pradu bazy, r6znej od najczgsciej
podawanych w katalogach 5, 10, 15,..., yA.

4) Chociaz sposob zostal opracowany dla tranzystor6w malej mocy, mozna go
rowniez zastosowac do aproksymacji charakterystyk tranzystoro6w wigkszej mocy.

5) Wprawdzie zaprezentowany sposob aproksymacji nie uwzglednia wplywu
napigcia Ugp na warto$¢ parametru 4,,,, lecz w zakresie zmiany napi¢¢ od okolo
1 V do okolo 10 V zmiany- nachylenia charakterystyki wyjsciowej tranzystora
malej mocy dla pradéow I.<10 mA s3 tak niewielkie, ze w katalogach odcinek
charakterystyki dla tego zakresu jest praktycznie wykreSlany w postaci odcinka
linii prostej. Dla napi¢¢ Ug,<0,3 V zmiany parametru hzz% w zaleznosci od
napigcia Ugp sa w znacznym stopniu uwzglednione w przebiegu funkcji aprok-
symujacej. Dla tego zakresu zmian napiecia nie podaje si¢ w katalogach zaleznosci
hzzeN = hzzeN(UCE)'
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h21g0=200
”’“fol — —— hze0=180 35

Rys. 14. Wykres rodziny funkcji aproksymujacych Io=1AUcg) dlah, , z, =200 (linie ciagle) orazh, , ;o =180
(linie przerywane), Iz=5, 10,..., 35 pA, Ugg=0+9V

6) Jezeli znana jest zalezno§¢ normowanych charakterystyk h,,.y(Io) od tem-
peratury otoczenia, mozna wg opisanego sposobu aproksymowaé charakterystyki
dla réznych temperatur otoczenia.
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DODATEK

Program

dla wykreslenia charakterystyk tranzystoréw bipolarnych
Program charakterystyki:
CONST
IB: ARRAYTL..8] of real = (5,10,15,20,25,30,35,40) ;
n=_§;
Ul = 5
Ics = 10;
TYPE
wektor = ARRAY[1..n] of real] ;
VAR
Ic, Tcl, Iclx, h22eN, h22e, a, d, k : real ;
b, p, t, ucemax, h22eo, ucesat, UCE, al, a2, a3, bl, b2: real ;

i, j, 1, h2leo : integer ;
typ : string[8] ;
PROCEDURE czolowka ;
BEGIN

GoToXY (5, 4) ; writlen (‘Charakterystyki wyjSciowe tranzystora n-p-n)

GoToXY (5, 6) ; write (' Typ tranzystora : ') ; readln (typ) ;
GoToXY (5, 8) ; writeln (' Wcisnij dowolny klawisz *) ;
REPEAT o
UNTIL KeyPressed ;
ClrScr ;

END; {czolowka}

PROCEDURE CzytajDane ;

BEGIN
write (h21EO = ’) ; readn (h2leo) ;
write ((h22e0[mS] = ‘) ; readln (h22e0) ;
write ( UCEsat = ') ; readln (ucesat) ;
write bl = ') ; readIn (b1) ;

write (b2 = ') ; readIn (b2) ;
write (al = ‘) ; readln (al) ;
write (a2 = ') ; readln (a2) ;

write (a3 = ‘) ; readln (@3) ;
writeln { Wybierz zakres napiec UCEmax : ') ;
writeln (UCEmax = 0.3V ') ;
writeln (UCEmax = 1.5V ’');
writeln (' UCEmax =9 V');
readIn (ucemax) ;
IF ucemax = 0. 3 THEN p:= 0.01;
~ IFucemax = 1. 5THEN p:= 0.05;
IF ucemax = 9 THENp:=0.3;
END ; {czytajdanc}
PROCEDURE Obliczenia ;
BEGIN
hires ;
b := Ics/Ucesat ;
FORi:=1TOnDO
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BEGIN
d := (IB[i]* le—3*h2leo) * (IB [i] * 1e— 3 *h2leo) ;
Iel := bl *(sqrt(d + 1) — 1) + b2*d;
h22en ;= al *Icl *Icl + a2*Icl + a3*Icl *Xcl *Icl ;
h22e := h22¢0*h22en ;
Iclx :=Icl — Ul*h22e;
a:= h22e/Iclx ;
k:=bflclx — a; .
DRAW (50,20,50,169,9) ; DRAW (50,20,350,20,9) ;
DRAW (50,169,350,169,9) ; DRAW (350,20,350,169,9) ;
FOR j:= 0 TO 30 DO
BEGIN
UCE := j*p;
t:=2*k*UCE ;
IFt > 70THEN t:= 70 ;
Ic := Iclx * (2/(1 +exp (—t))—1+a*UCE) ;
IFIc > 14.9THEN Ic := 14.9 ;
plot(10*j + 50, 169 — round (10*Ic), 9) ;
END ;
END ;
END; {Obliczenia}
Procedure napisy ;
BEGIN
FOR1:=1TO 14 DO
PLOT (51, 169 — 1*10,9) ;
PLOT (150, 168, 9) ; PLOT (250, 168, 9) ;
GoToXY (50, 2) ; writeln (iyp) ;
GoToXY (50, 3) ; writeln (‘1B = 5..40 mikroAmper ") ;
GoToXY (50, 5) ; writeln ('h21e0 = *, h2leo) ;-
GoToXY (50, 6) ; writeln ("h22e[mS] = ‘', h22e: 2: 3) ;
GoToXY (50, 7) ; writeln (‘Ies[mA] = *, Ics) ;
GoToXY (50, 8) ; writeln ("UCEsat = *, UCEsat : 2: 3) ;
GoToXY (3, 3) ; write (3/2*Ics : 2: 0) ;
GoToXY (2, 6) ; write ('Ic ) ;
GoToXY (2, 7) ; write ('[mA] ") ;
GoToXY (3, 9) ; write (Ics) ; GoTo (3, 15) ; write (ICS/2:2:0) ;
GoToXY (47, 22) ; write (UCE") ;
GoToXY (6, 23) ; write (0’ , * ", UCE/3:1:1) ;
GoToXY (31, 23) ; writeln (UCE*2/3:1:1 , * ", UCE1:1,'[V]");
END ; :

BEGIN
ClrScer ;
czolowka ;
czytajdane ;
obliczenia ;
napisy ;

END.
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T. WYSOCKT, L. J. WEISS, F. WYSOCKA-SCHILLAK

THE EXPONENTIAL APROXIMATION OF BIPOLAR TRANSISTOR STATIC
OUTPUT CHARACTERISTICS

Summary

The paper deals with application of exponential function W,,(x) to approximate description of static
output characteristic and of output characteristics family of low power bipolar transistor operated in
common emiter circuit. The article contains a numerical example and a graphic display program for
minicomputer.
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Pomiar skladowej rzeczywistej i urojonej immitancji dwdjnikéw biernych za pomoca
detektoréw fazoczulych polega na calkowaniu odpowiedzi dwdjnika na pobudzenie
harmoniczne w écifle okre§lonych przedziatach kata fazowego. Detektory fazoczule
umozliwiaja niezalezny pomiar obu skiadowych immitancji dwéjnikow w czasie rzeczywis-
tym. Wyznaczono bledy pomiarowe spowodowane przez skoficzone wzmocnienie
i ograniczone pasmo przenoszenia pomiarowego wzmacniacza operacyjnego. Bledy
pomiarowe sa jednakowe dla wszystkich trzech rozwazanych typow detektorow fazoczutych.

1. WSTEP

Detektor fazoczuly jest ukladem, na ktbrego wyjsciu otrzymuje si¢ sygnal
stalonapigciowy proporcjonalny do amplitudy detektowanego sygnalu zmienno-
napieciowego i jego przesunigcia fazowego wzgledem sygnalu odniesienia [1].
Detektory fazoczule synchroniczne sa stosowane do detekcji sygnaléw na tle szumow
[2—4] lub do detekcji skladowych rzeczywistej i urojonej immitancji zespolonej.
Potrzeba rozréznienia skladowych immitancji wystgpuje w przypadku diagnostyki
sieci elektrycznych i ich elementéw lub detekcji sygnatéw pochodzacych z paramet-
rycznych przetwornikéw pomiarowych o por6wnywalnym udziale skladowych
ortogonalnych immitancji. :

W przypadku stosowania przetwornikéw parametrycznych do pomiardéw dyna-
micznych wielkoéci szybkozmiennych, gdy wymagane jest szybkie przetwarzanie
sygnalu niosacego informacjg o wartosci wielkosci mierzonej, metody fazoczule
umozliwiaja wyznaczenie zmian warto$ci wielko$ci mierzonej w czasie rzeczywistym,
a wigc w czasie nie przekraczajacym kilku okreséw sygnalu zasilajacego przetwornik
pomiarowy. W niektérych specjalnych rozwigzaniach czas ten moze by¢ skrdcony
do jednego lub nawet do p6t okresu. '
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- Waznym zagadnieniem praktycznym w pomiarach za pomoca detektoréw fazo-
czulych jest poznanie zrédel bledow powstajacych w czasie przetwarzania sygnahlu
pomiarowego przez detektor i okre$lenie ich wartosci liczbowej. Pomimo licznych
zastosowan detekcji fazoczulej w aparaturze naukowej i przyrzadach pomiarowych
[5—9], niewiele prac poswigconych jest zagadnieniu dokladnoéci przetwarzania
sygnaltoéw za ich pomoca [5,10,11].

W prezentowanej pracy przedstawiono w skrocie zasad¢ pomiaru skladowych
immitancji za pomoca detektoroéw fazoczutych oraz wyznaczono wplyw parametrow
pomiarowego wzmacniacza operacyjnego takich jak skonczone wzmocnienie
i ograniczone pasmo przenoszenia na wynik pomiaru skladowych immitancji.

2. PODSTAWOWE UKLADY POMIARU IMMITANCII
DWOINIKOW BIERNYCH

Schemat blokowy ukladu pomiarowego mierzacego skladowe immitancji dwoj-
nikOw biernych przedstawiono na rys. 1.

ReL/R+C[Ry

! klucz integraton pamigé
Ri/ Glic/ei cnalogowy czesei analogowa,

rzeczywisiej (Re)

}

Hucz infegrafor pamigé
analogowy| czestl | analogowd,

vktad urgjone {m)

elt) sterowania 1
kluczami

Rys. 1. Schemat blokowy detektora fazoczulego

Pomiar sktadowych immitancji dwojnikow biernych za pomoca synchronicznych
detektorow fazoczulych polega na calkowaniu sygnali odpowiedzi dwodjnika na
pobudzenie harmoniczne w przedzialach kata fazowego .zaleznych od mierzonej
skladowej immitancji. Warto§¢ calki jest proporcjonalna do mierzonej skladowej
immitancji. '

Badany dwdjnik bierny zalaczony jest w obwodzie wzmacniacza operacyjnego.
W tabeli 1 podano cztery podstawowe konfiguracje pomiarowe dla poszczegdlnych
typow dwojnikow. Dwojnik stanowiacy rownolegle polaczenie konduktancji i pojem-
nosci (oznaczany dalej przez G| C) lub rownolegle poaczenie konduktancji i induk-
cyjnosci (ozn. G||L) zalaczony jest na wejSciu inwersyjnym wzmacniacza operacyj-
nego, a w petli sprzezenia zwrotnego znajduije si¢ rezystancja wzorcowa R - Dwojnik
zlozony z szeregowo polaczonych rezystancji i indukcyjnosci (ozn. R+L) lub
szeregowo polaczonej rezystancji i pojemnosci (ozn. R+ C) zalaczony jest w petli
sprzezenia zwrotnego wzmacniacza operacyjnego a na wejSciu wzmacniacza
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umieszcza si¢ rezystancjg wzorcowa R;. Katy fazowe przedzialéw catkowania dla
poszczegblnych typow detektorow fazoczulych zestawiono w tabeli 1.

Tabelal

Podstawowe ukiady pomiarowe immitancji dwojnikéw

Om Uklad pomiarowy Odpow1edz. czas.owa Modut
Transmitancja Przesun. fazowe
G Re u(f) = -ER,|Y|sin(wt + ¢) Y] = \/(p + 02C?
Gjc e ¢ P f wC
et L . i = atn —
| o p R, (G + joC) ¢ = atn p
L R E . inz . 2712
R u() = z |Z| sin (ot + @) 1Z] = VR? + o?D
1
R+LI o @ g_1 ® + joL) 2
ul —-=— ) = atn —
é R R # = R
-E _
o R u(f) = — |Z|sin (@t — ¢) 1Z| = /R? + 1/@C)?
Ri R;
R+C i 1 .
ey — =— (R — jl@C = atn
) p R‘( JeC)) @ Rl
G Re u(t) = -ER,|Y|sin(at — ¢) Y] = /G + 1/oD?
GIL| o 4 A 1
L uy ~ = R, (G — jf(wD) @ =atn —
é GoL

Mozliwe jest réwniez zastapienie rezystancji R, lub R; przez pojemno$¢ wzorcowa
[8]. Przedzialy calkowania ulegaja wowczas zamianie w stosunku do tych podanych
w tabeli 1 tzn. skladowa rzeczywista mierzy si¢ calkujac sygnat odpowiedzi w prze-
dziale wladciwym dla skladowej urojonej, i odwrotnie. Konfiguracje obwodu pomia-
rowego podane w tabeli 2 zapewniaja proporcjonalno$¢ napie¢ wyjsciowych z detek-
toréw fazoczulych do wartosci poszczegblnych skladowych immitancii.

Przy pobudzeniu kazdego z ukladéw sygnalem harmonicznym:

e(f) = Esin(wi) 0

przy czym: E — amplituda, @ — pulsacja generatora zasilajacego, na wyjsciu
idealnego wzmacniacza operacyjnego otrzymuje si¢ napigcia zestawione w tabeli 1.
Y], |Z] jest modulem admitancji i impedancji dwojnika, ¢ — katem przesunigcia
fazowego sygnalu odpowiedzi wzglgdem sygnalu pobudzajacego, ktory jest jedno-
cze$nie sygnalem odniesienia.

Detektor fazoczuly z calkowaniem sygnalu odpowiedzi w stalym przedziale,
wyznaczonym na podstawie fazy sygnalu odniesienia i wynoszacym polowg jego
okresu zastosowany zostal przez Sidgella do pomiaru skladowej urojonej przetwor-
nika pojemnosciowego [12]. Zasade detekcji fazoczulej z zaznaczonymi przedzialami
calkowania sygnalu odpowiedzi z ukladu pomiarowego przedstawiono na rys. 2.
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el sygnat
odniesienia

|

| sygnat
agpombdzi :-
dwdjnika
GIC lub R+L

dwdjnika
RtC lubGIL

Rys. 2. Zasada detekcji fazoczulej z catkowaniem w zmiennym przedziale

Podwdjnie zakreskowane sa te pola pod krzywa, ktore nie redukuja si¢ w wyniku
calkowania. Zaleta calkowania w stalym przedziale jest dwukrotnie wigksze napiecie
na wyjiciu integratora w pordéwnaniu z ukladem ze zmiennym przedzialem cal-
kowania. Thumione sa rOwniez parzyste harmoniczne sygnali pochodzacego ze
wzmacniacza pomiarowego [11].

elt) sygnat
| ‘ oomesrena
! T R /mt
|2 |

ult) | sygrat.

|
m | ! odpowiedzi :
! awdfnika
| / GIC Lub R+L
/ et i \:\/
S
| ~

dwdjhita
R+C b GliL
/ Im Re \/
] :

Rys. 3. Zasada detekcji fazoczulej z calkowaniem w stalym przedziale

Detektor fazoczuly z calkowaniem sygnalu odpowiedzi w zmiennym przedziale,
zaleznym od fazy sygnalu odniesienia (pobudzenia dwdjnika) i kata fazowe ¢,
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odpowiadajacego warto§ci maksymalnej sygnali odpowiedzi badanego dwéjnika
przedstawiony zostal przez Jaworka [13]. Przy pomiarze konduktancji dwéjnika
réwnoleglego G||C lub szeregowego R+L przedzialy calkowania zawieraja si¢
w granicach kata fazowego <0+ 2nr, n/2—@+2nn>, n=0,1,2,... Pomiar suscep-
tancji dwbéjnika G|C lub R+L polega na calkowaniu odpowiedzi dwodjnika
w przedziatach <mn/2—¢+2nn, w/2+2nn>. Pomiaru rezystancji dwdjnika
szeregowego R+ C lub réwnoleglego G|/ dokonuje si¢ calkujac napigcie odpowiedzi
w przedzialach <m/2+¢+2nn, n+2nn>. Przy pomiarach reaktancji dwojnika
R+C lub G|L przedzialy calkowania wynosza <mu/2+2nm, nf2+@+2nn>.
Odpowiedz czasowa uktadéw pomiarowych dwojnikéw z zaznaczonymi przedziatami
calkowania przedstawiono na rys. 3.

Detektor fazoczuly z prébkowaniem sygnalu odpowiedzi, (sample-and-hold)
synchronizowany jest sygnalem odniesienia. Metodg t¢ wykorzystal Orsini do
pomiaru obu sktadowych immitancji dwéjnika réwnoleglego G||C [10]. W tym typie
detekcji fazoczulej polega na pobraniu probki wartoSci chwilowej sygnalu
odpowiedzi w momentach czasu odpowiadajacych katom fazowym sygnalu
odniesienia 0+2nmw, n=0,1,2..., przy pomiarze skladowej urojonej lub n/2+2nn
w przypadku pomiaru skladowej rzeczywistej. Katy fazowe probkowania nie zaleza
od konfiguracji dwéjnika badanego. Momenty probkowania i odpowiadajace im
warto§ci mierzonych wielkosci zaznaczono na wykresie sygnalu odpowiedzi
dwdéjnikéw na rys. 4. Detekcja fazoczula z probkowaniem nalezy réwniez do metod
catkowych. Prébkowanie sygnalu odpowiedzi jest bowiem calkowaniem sygnalu
pomnozonego przez funkcje Diraca é(w?).

d /

x wt
2

sygnat

elt) L
odniesienia

sygnat
odpowiedr: :

|
l
Re - [ dwdjnikq
/ Im | _ GiC lub R+L
\;\/
|

dwdfnika
Re R#C Lub Gl

i —

VNS

Rys. 4. Zasada detekcji fazoczulej z probkowaniem

Wyniki calkowania sygnalow z tabeli 1 w przedziatach z tabeli 2 zestawiono
w tabeli 3. W wyrazeniach tabeli 3, dla uproszczenia rozwazan zatozono, ze modut
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funkcji przejscia ukladu calkujacego ré6wny jest jednoSci, natomiast modut
wzmocnienia dla pradu zmiennego w ukladzie z zamknigta petla sprzeZenia
zwrotnego, dla dwojnikéw réwnolegltych G||C i G||L zdefiniowano wyrazeniem:

K = R,[Y]| ()
Tabela 2

Przedzialy catlkowania w kazdym okresie sygnatu odniesienia dla trzech
metod detekcji fazoczulej

Metoda Dwébjnik Sk.ladowa 1mm1tanc_11'
rzeczywista urojona
staly T T
przedzial wszystkie 0;=m - ——
calkowania ' 22
. i 5 T T
zmienny | GIC,R+L| 0;0.=2-0 | 0n=--0;=
. 2 2 2
przedziat - - -
catkowania| R=C GIL | @,=-+0¢;n = on=s+0
2 2 2
n
probkowanie [ wszystkie 3 (5) 4 (0)
a dla dwdjnikow szeregowych R+ C i R+L wyrazeniem:
1|
K=—: 3
= 3

1

Tabela3

Napiecia wyjSciowe detektorow fazoczulych mierzacych skladowe immitancji dwoéjnikow

sktadowa rzeczywista sktadowa urojona

 metoda GIC,R+L | R+C GIL | G|C.R4L | R+C, G|L
staly przedziat :
catkowania -2EKcos (¢) -2EKcos (¢) -2EKsin (@) + 2EK sin (¢)
zmienny przedziat '
catkowania -EKcos (¢) -EKcos (¢) -EKsin (@) -EKsin (¢)
probkowanie
(sample-and-hold) -EXcos (¢) -EKcos (¢) -EXsin (¢) +EKsin (¢)

Dokladniejsze omowienie zasady pomiaru skladowych immitancji dwéjnikow
biernych za pomoca detektoréw fazoczutych mozna znalezé w pracy [14].

Oprocz pomiardw elementdéw swobodnych mozliwy jest réwniez pomiar napigcia
i pradu na elemencie badanym zalaczonym w sieci, oddzielonym od Zrodet sygnatu
wieloma innymi elementami biernymi i Zroédlami sterowanymi. Zagadmeme to .
zostalo przedstaw1one np. w pracy [9].
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3. ODPOWIEDZ CZASOWA UKLADU
ZE WZMACNIACZEM RZECZYWISTYM

W celu uogélnienia rozwazan, w dalszej czgsci pracy przyjete zostaly oznaczenia
podane w tabeli 4. ‘
Tabela4

Definicje zmiennych uzywanych w réwnaniach dla
poszczegdlnych typow dwojnikow

zmienna dwbjnik
G|C R+L R+C G|L
R R
= GR '3 _ —_— GR £
R, R,
L L
T= CR, — CR, —
R, R,
oC oL
D = — — aCR wLG
G R

Wzmacniacz operacyjny o skoriczonym wzmocnieniu i ograniczonym pasmie
przenoszonych czgstotliwodci, w najprostszym przypadku opisany jest funkcja
z jednym biegunem:
' 1)
A=4,—2>—, : 4
0 S2 + wo ( )
przy czym: A, — stalopradowe wzmocnienie wzmacniacza z otwarta petla sprzgZenia
zwrotnego, w, — pulsacja graniczna.

Dla ukladu pomiarowego dwojnika réwnoleglego Gf|C transformata Laplace’a
napiecia odpowiedzi przy pobudzeniu ukladu sygnalem harmonicznym (1) i zerowych
warunkach poczatkowych ma postaé:

_®
i = -ER;(G + s€) ——— w: + o : NG
I + W(l + R, G + SC))
Natomiast dla uktadu pomiarowego dwdjnika szeregowego R+L:
)
R + sL s + w? . ©

o1+
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Uwzgledniajgc, ze bieguny transmitancji dla obu uktadéw wynosza (por. ozna-
czenia w tabeli 4):

I-
al'z == ﬁ[l + Kf + oni

+ /U + K + 0,07 — 40,T(A + K, + Ao>] O

réwnania (5) i (6) mozna przeksztalci¢ do postaci:

wo 1 o 1 1
u=FEA 0 —_
“ Oq, — otlI:Ds2 +w2<s + a, s+ a1)+

2

1 1
LS _ . ®
s2 + 0*\s + a, 5+ o

Stosujac do réwnania (8) odwrotng transformacje Laplace’a otrzymuje sig
odpowiedz czasowa ukladu, w stanie ustalonym (#— co):

w

o T 1 1 -
u(t) = Etxz wal [1_) (1 Y <% sin (wf) — cos(wf) + ﬁz_z<a_aj sin (w?)
PR + (5) t o
— cos (wt))] +I—1E(%cos (wf) + sin (wt)) —
el
+—1——~f1a—22 (a—aj cos(wf) + sin (wt))]. - ®
“(3)

Funckja (8) moze posiada¢ bieguny zespolone jesli w zaleznoéci (7) wyrazenie pod
pierwiastkiem jest ujemne, tzn. dla pulsacji wzglednych w/w, spelniajacych
warunek:

T + K, + 24, [~ |1 — 1 + K, 2 <2 T+ XK, +24,)
a + K) 1 + K + 24, w, a + K)?

1+ K Vv
<1 +\/l B (1 + K, + 2A°)>' (10)

Bieguny zespolone a, , mozna przedstawi¢ w postaci wykladniczej:
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= lof exp(p), @, = lelexp(FX) \

o] = %T\/z d + K, + 0,0 — 40,T(1 + K, + AO)> an

_ 40, T + K, + Ay
x_amg\/ @+ K +oD )

Dla biegunéw zespolonych odpowiedz (9) pozostaje nadal funkcja rzeczywista
i ma postac:

A, E20
u(t) = @ [1 ((1 e |2> sin (w?) + 2l Icos (x) cos (wt)> +
- lerf? Iotl"' w?
1+ 2 5 cos(2y) +
~+ <<1 — l?;) cos (wt) — la—)lcos (3) sin (mt))]. (12)

Uklad pomiarowy dwéjnika szeregowego R+C, po uwzglednieniu
ograniczonego pasma przenoszenia wzmacniacza operacyjnego i skonczonego
wzmocnienia, opisany jest rOwnaniem operatorowym:

R + i | ___w_..
) 2 2
P sC s+ o ‘ 13)
‘ R, 1
S+ o R+
1 + °<1 + )
4,0, R,
a uklad pomiarowy dwdjnika réwnolegtego G||L, réwnaniem:
» )
] . 2 2
- -ER,(G + ) st o L4
. sL s + w, - 1
1 + (1 + Rf<G + —))
A, 0, sL:

Po wyznaczeniu biegundéw transmitancji (por. tabela 4):
) (D
e =70 + K) o T

1 2 4 .
] = ; 5
-i_-\/(l + K, + 4, + o+ T> w0T<1 + K,):I @1s)

réwnania (13) i (14) mozna przeksztalci¢ do postaci:

[1+K+A +
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P E4, 0w, >< 1 w 1 1 4 S
- 1oy, = D s? + o \s + v, s+ 7, 2 + w?

1 1 : '
(S + 7 Cs + 7’1)]. 19

Stosujac do (16) odwrotna transformacje Laplace’a otrzymuje si¢ rozw1qzan1e
w dziedzinie czasu, ktére w stanie ustalonym, przy — co ma postac

wO . .
-EA, o 1 1 7
u(t) = T3 . [B( <‘y ) ( sin (wf) — cos (cot))
1+ =2 -2 1+ (2
K W w w
— ; (}’2 sin (wf) — cos (cot))
1+ (i;) o
vl ) -l )
+ ——————{ “Lcos(wt) + sin(w?) e | “2 cos (wf) + sin(w?) ) {(17)
o -

Bieguny funkcji (16) przyjmuja zawsze warto$ci rzeczywiste, gdyz wyrazenie
pod pierwiastkiem - (15) jest zawsze wigksze od =zera, dla rzeczywistych
czgstotliwosci w/w,,. '

W nastepnych rozdzialach wyznaczona zostanie wzglegdna odchylka wyniku
pomiaru skladowych immitancji za pomoca rozwazanych detektoréw fazoczulych
spowodowana przez skonczone wzmocnienie i ograniczone pasmo przenoszenia
wzmacniacza pomiarowego, zdefiniowana wyrazeniem:

? @, ‘
Jvu(cotle = o, w, = 0)dwt — Jvu(cot[Ao<oo, W, < 0) dwt
(pd A (pd
S0 = 7 ‘ : . (18)
Jvu(a)t]Ao = 00, w, = o0)dwt
o A

d .

przy czym ¢, i @, sa katami fazowymi poczatku i konca przedzialu calkowania
wlasciwymi dla danej metody i danej skladowej immitnacji, podanymi w tabeli 2.
Pierwsza calka w liczniku i calka w mianowniku jest wynikiem calkowania przez
‘uklad pomiarowy w przypadku idealnego wzmacniacza operacyjnego. Druga calka
w liczniku jest wynikiem calkowania sygnalu w(wf) z wyjScia rzeczywistego
wzmacniacza pomiarowego. ’
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4. DETEKTOR FAZOCZULY Z CALKOWANIEM W
ZMIENNYM PRZEDZIALE

W detektorze fazoczulym z catkowaniem w zmiennym przedziale jedna z granic
calkowania sygnatlu odpowiedzi jest zalezna od kata przesunigcia fazowego sygnalu
odpowiedzi wzgledem sygnalu odniesienia. Kat fazowy ¢, (tzn. kat fazowy wartosci
maksymalnej sygnatu odpowiedzi) jest jedna z granic calkowania w tej metodzie
detektacji fazoczulej. Odchylka kata ¢,, od wartosci nominalnej spowodowane przez
parametry nieidealnego wzmacniacza operacyjnego wplywaja na wynik calkowania
i sa zrédlem bledu pomiarowego. Zalezno$¢ ¢, od parametréw wzmacniacza
i mierzonej immitancji oblicza si¢ z pochodnej sygnatu odpowiedzi (9), du(f)/dwt,
w wyniku czego otrzymuje sig:

L+ 1) -
1 +
te (o) = 1 19)
»)
107! 107!
Aoy, Ag,,
(rd] [rd]
107} 10

10° 107

1074

] 1075 1
o1 1 10 100 1000 o1 1 10 100 1000

R R
Kn=ReG= 17 . Re6=-p

Rys. 5. Przesunigcie kata fazowego warto§ci maksymalnej ¢, w ukiadzie pomiarowym dwojnikow G Club
" R+L, dla 0fw,=0.1 (a), ®fw,=0,01 (b)

 Wyrazenie (19) odnosi si¢ do przypadku, gdy bieguny transmitancji (8) sa
rzeczywiste. Dla biegundéw zespolonych do wyrazenia. (19) podstawia si¢ (11)
otrzymujac:
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5 ('."g - l)sin(x) + I—'sm(2x)
tg (Pm) = o | | . @0
<E — )sm G — Slll 20

Roéznica wartosci kata fazowego ¢,, dla rzeczywistego i idealnego wzmacniacza
operacyjnego dla stosunku czestotliwosci generatora do czgstotliwosci granicznej
wzmacniacza w/w,=0.1 i dla w/w,=0.01 przedstawiona zostala na rys. 5. Wplyw
pasma przenoszenia wzmacniacza pomiarowego na kat przesuniecia fazowego jest
wigkszy dla dwojnikdéw o charakterze reaktancyjnym.

Jak zostanie wykazane, po uwzglednieniu w wyrazeniu (18) wartoSci kata
fazowego przedziatu catkowania (19) lub (20) bledy pomiaru za pomoca tej metody
detekcji fazoczulej sa takie same jak dla pozostalych typow detektoréw fazoczulych.

Napigcie sygnalu na wyjsciu detektora fazoczulego oblicza si¢ catkujac sygnal
odpowiedzi (9) w odpowiednich przedzialach kata fazowego. Dla skltadowej rzeczy-
wistej calkowanie w granicach od 0 do ¢,, daje rezultat:

A EA4 20
0 1 1
ju(wt)dwt = d [—5< ” (—ﬁcos(q)m) — sin(p,) + ﬁ) +
‘_x_Z _ gl 1 + El @ w
0 co ) ®
1 .

w

. AT (—%cos((p”) - sin (p,,) + %)] +
1+ (—2)

+ ———%;(%;lsin((pm) — cos(p,) + 1) - %(%sin(tpm) —
1 + <—1) 1 + (—2>
) 7
— cos(p,) + l):l 21

Po podstawieniu (21) do (18) i po uwzglednieniu (19) otrzymuje si¢ wyrazenie na
warto§¢ wzglednego blgdu pomiaru skladowej rzeczywistej immitancji:

2, % 2

5mf“%%_ﬂga+?ﬂ -?>)
e

Dla zespolonych biegunow transmitancji (8), po uwzglednieniu (11) otrzymuje sie:

22)
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1+ K + 4,1

1
A4 T D
5 =1 %0 .
(DRe 1 K' (1 + Kr + Ao)z (23)
S R

Dla skladowej urojonej immitancji calka sygnalu odpowiedzi (9) obliczona
w granicach od ¢, do /2 wynosi:

b
z EA 2 .
oS
O 1) w (0]
_ _.I(a_)z <%cos((pm) + sin(p,) — 1) +
1+ (2 '
a) .
+ —#Y <% (1 — sin(p,) + cos (%.)) +
1+ (=
w
1

- <9‘-2(1 — sin(g,)) + cos (gom))]. (24)
o, \2 \w
1 + (—2> o
)
Po podstawieniu (24) do (i8) i po uwzglednieniu wyrazenia na kat fazowy ¢,
(19) otrzymuje si¢ wyrazenie na blad pomiaru skladowej urojonej:

@y
et B )
®Im oTa, oD L+ (ﬂ) l+(ﬁ>2
- w w w
% % '
G - z] @5)
1+<—1> 1+<—2>
w w

Gdy bieguny transmitancji (8) sa zespolone to po uwzglednieniu (11)

otrzymuje sie: _
1 1 + K, + 4,

A, D T
m T 1 A _\2
oI m1+(+K}+ O)

Wykresy wartoéci bezwzglednej bledow pomiaru sktadowej rzeczywistej i urojonej
immitancji dwdjnika réwnoleglego G||C lub szeregowego R+L w zaleznosci od

(26)
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parametréw K| i D charakteryzujacych dwojnik przedstawiono na rys. 6 dla 4,=10%
i w/w,=0,1 oraz na rys. 7 dla w/w,=0,01. Przy pomiarze skladowej rzeczywistej,
gdy wC/G =1 nastgpuje zmiana znaku bledu. Bledy pomiaru skladowych immitancji
zaleza nie tylko od parametrOw wzmacniacza pomiarowego lecz takze od wartosci
mierzonych wielkosci. Blad jest wigkszy dla dwojnikéw z przewaga skladowej
urojone;j. :

1 I T
% dw
Pomiar Re
5
A= 10
[2%]
5= 0
0
10 5 2
R
-9 ] ’I(PERFG - —R_“
of 1 0 100 1000
1 p T T
%] %w . wC ol _
Pamiar SIm D=F=7%"= 10
ﬁf 10
w, =
0
100
R
K= = ——
-1 | 1. 1r PfG R
01 1 - 10 100 1000

Rys. 6. Btad pomiaru skladowej rzeczywistej (2) i urojonej (b) dwéjnikoéw G| C iR +L spowodowany przez
skoriczone wzmocnienie i ograniczone pasmo przenoszenia wzmacniacza operacyjnego dla ofw,=0,1

- Dla dwdjnikéw R+ C oraz G||L bledy pomiaru wyznacza si¢ analogicznie. Kat
. fazowy, dla ktérego sygnal odpowiedzi osigga maksimum oblicza si¢ z pochodnej
wyrazenia (17), otrzymujac: '
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51 Y2

RAADEAIAD

Tm
1 T T I
OA 6 .
@ Pomiar Re
A,=10°
o
" 0,01
0
10
-1 1
01 1
1 T
%] &
To| e Pomior 1rm
A= 105
© 001
o
0
R
ReG =%
y 1 L _ | G _Pi
0,1 1 /B 100 1000

Rys. 7. Biad pomiaru skladowej rzeczywistej (2) i urojonej (b) dwéjnikoéw G[|C iR + L spowodowany przez
“skoficzone wzmochienie i ograniczone pasmo przenoszenia wzmacniacza operacyjnego dla w/w,=0,01
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132 A. Jaworek
T Do
-EA 1 1
J u(w)dowt = 0 t l:—-( <ZA ( + cos(p,,)) + sin ((p,,)) +
1y .| D 7,2\ o
Pri K o W w v

! (23 (1 + cos(g,)) + sin (¢m)>) +

ek
_ 1) : .

+ —lr;(—%Sin(me) + cos(p,) + 1) - —-——l<y—);(—%sin(gom)+
w - o

+ cos (cp,,,) + l):l (28)

~ Korzystajac ze wzoru. (18) i (28) oblicza si¢ blad pomiaru skladowej rzeczywxste]
dwéjnika R+Club G|L, spowodowany skonficzonym wzmocnieniem i ograniczonym -
pasmem przenoszenia pomiarowego wzmacniacza operacyjnego:

| 4, & ! Y2
5COR =1- = 1 l: ( - z) +
B (R ay g + <h) + <y—aj)

K o w

PR SR ] 29)
1 + <h> 1 + (h) , '
w)/) w ,

Calka sygnatu odpowiedzi (17) obliczona w granicach n/2 do ¢, wynosi:

Pu Do

u(wt)dot = £4, ad [l ( 1 (—hcos (p,) — sin(ep,) + 1) +
1 '}’2 _ }’1 1 + (h)z w

1
T +K,w-a) ®
2

_ —l(y¥(—%cos((pm) ~ sin(p,) + 1)) +
14 ()N

e - o ~2) (i
() )

— cos(p,) — y_aj):l

Obliczony z (18) blad pomiarowy skladowej urojonej ma postaé:
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0, ,
5 -1 AoTco1 w I:;( 1 _ B 1 2) +
" 14+ 22 WPy g (4 1+ (L2
K o o (77 (09
4y Y2
- ] 31)

Wykresy bledow (29) i (31) w zaleznofci od parametréw K,
i D charakteryzujacych dwéjnik dla wzmocnienia A,=10° i czestotliwosci
wzglednej w/w,=0,1 przedstawiono na rys. 8 oraz na rys. 9 dla w/w,=0,01.
Gdy wCR=1 przy pomiarze skladowej rzeczywiste] nastepuje zmiana znaku
biedu.

5. DETEKTOR FAZOCZULY Z CALKOWANIEM W STALYM PRZEDZIALE

W metodzie detekcji fazoczulej z calkowaniem sygnatu odpowiedzi w statym
przedziale bledy pomiarowe wyznacza si¢ z zaleznosci (18), w ktorej umieszcza si¢
warto$é calki z sygnatu odpowiedzi (9) obliczona w przedziale od 0 do &, w przypadku
pomiaru skladowej rzeczywistej lub od -n/2 do +m=/2, przy pomiarze skladowej
urojonej immitancji. Dla dwdjnika roéwnoleglego: G||C lub szeregowego R+L
otrzymuje sig:

. 2w
u(wHdot = [—-( - - ) +
! LY e VI ﬂ)z 1+ 9‘1>2
[7) . w )
1 1
+ ; - — ] 32)
a, \2 o, \2
1+ (—1) 1 + (—5)
s 'EA°%Q 1 1 1
u(@tydot = o o [B( "AYEE o 2) +
—t/2 2 - 2 O 1 + {2
T o w . \o [0
% %,

+ —G - . 2] (33)
1 + <—1> 1 + (—3) _
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1 T T T
%| Sw Pomiar Re
5
;40= 10
(73
i 01
0
01 0,2 05
KRG = 5;
-1 | 1
01 1 10 100 1000
1 T T T
% | S Pomiar Im D=wCR-wlG=0,01 o1/ 1/ 10

20
0 —=
K ,-.=pr = %
-1 | : 1 1 ¢
o1 1 10 100 1000

Rys. 8. Blad pomiaru skladowej rzeczywistej (a) i urojonej (b) dwéjnikow R+ Ci G| L spowodowany przez
skoriczone wzmocnienie i ograniczone pasmo przenoszenia wzmacniacza operacyjnego dla w/w =0,1

Po podstawieniu (32) i (33) do wyrazenia definicyjnego (18) otrzymuje si¢
zaleznodci identyczne z (22), (23), (25) i (26). Wynika stad, ze bledy pomiaru
skladowej rzeczywistej i urojonej za pomoca tej metody sa identyczne jak
w detektorze fazoczulym z calkowaniem w zmiennym przedziale. Wykresy
przedstawione na rys. 6 i 7 odnosza Sl@ roéwniez do detektora fazoczulego
z calkowaniem w stalym przedziale.

Dla dwbéjnika szeregowego R+ C lub rownoleglego GlL calki z sygnah1 od-
powiedzi (17) wynoszq



Tom XXXVII-1991 Wplyw parametiréw wzmacniacza... : 135

) T - T T
%| Seo Porniar Re
Ar 10° ' wlR =6LG = 100
P : 10
Top= 0,01
’ \\\
0,1 02 05
R
-4 I L Rb=%
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Rys. 9. Blad pomiaru skladowej rzeczywistej (2) i urojonej (b) dwojnikéw R+C i GJL spowodowany przez
skoficzone wzmocnienie i ograniczone pasmo przenoszenia wzmacniacza operacyjnego dia w/w,=0,01

n 20y " 72
u(w)dot = -E4, ad X 1 d - @ +
0 K o @ w )
1 _ 1 34)
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+T/2 2w,
J u(w)dot = £, ® x l:l( 1 - 1 ) +
el VL VO (A SR (A
T2 Ko o w ®
'}’1 Y2

EONE .

Po podstawieniu (34) i (35) do (18) otrzymuje si¢ zaleznosci okreSlajace blgdy
pomiaru identyczne z (29) i (31). Wyniki obliczen na rys. 8i 9.

+

6. DETEKTOR FAZOCZULY Z PROBKOWANIEM

Dla detektora fazoczulego z probkowaniem, wzgledna roéznice wyniku pomiaru
w ukladzie ze wzmacniaczem rzeczywistym i idealnym deﬁmuJe si¢ za pomoca
wyrazenia:

_u(wt]d =00, oyj=00) — u(wtd, <0, w,<oo0

0 =
) u(wt,]d,=00, w,=c0)

) (36)

przy czym wt, — kat fazowy probkowania sygnalu odpowiedzi.

Wartos¢ napigcia probkowanego dla rzeczywistego wzmacniacza pomiarowego,
wynosi:
dla skladowej rzeczywistej dwojnikoéw GJ|C 1 R+L:

4 %o % %
()2 all T my T
ul= | = — -
2) T _wmlD\ _) - _)
%) ) )
1 1
; - | )
o 2 o \2
1+ (—1) 1 + (—2)
) [0
i dla skladowej urojone;:
-A s %
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R

=2
w

- —2 (38)
1+ <ﬁ)]
aw .

" Dla dwéjnikéw R+ C i G||L wyniki probkowania sa nastgpujace:
dla skladowej rzeczywistej: '

% o h 12
u(n) -EA, ) [1 ( ) ® ) +
2 D 2 2
1+i&_h01+(&) 1+ﬁ)
K o 0] ® W
1 1
+ — 39
Y1\? Y2 2] )
1+ (= 1+
\ @
dla sktadowej urojone;j:
w, Y1

K o w

oo Fd o I 1 1 w
“0 = 1y, nlD A AT Y
1+ -2 - 24 1+(51> 1+<2> 1 + 1)

- _-‘—"—2] (40)

Otrzymane wyrazenia na warto§¢ sygnalu probkowanego .6znia si¢ od wyrazen
dla sygnaléw wyjsciowych z detektora fazoczulego z calkowaniem w stalym
przedziale tylko o czynnik 2. Lecz po podstawieniu warto§ci napig¢ sygnalu
odpowiedzi w momentach probkowania (37)—(40) dla wszystkich mierzonych
skladowych immitancji poszczegblnych dwojnikéw do wyrazenia (36), otrzymuje si¢
bledy przetwarzania identyczne z wyrazeniami uzyskanymi dla pozostalych dwéch
typbw detektorow fazoczulych.

ZAKONCZENIE

Przedstawiono zasad¢ pomiaru skltadowych rzeczywistej i urojonej immitancji
dwuelementowych i liniowych dwdjnikéw biernych za pomoca trzech typow detek-
toréw fazoczultych. Detektory fazoczule sa w szczegblnosci przydatne w pomiarach
dynamicznych za pomoca parametrycznych przetwornikéw pomiarowych typu RLC,
przy pordéwnywalnym udziale skladowych ortogonalnychw mierzonej immitancji.
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Obliczone wartoSci blgdow spowodowanych przez parametry rzeczywistego wzmac-
niacza pomiarowego (4, <0, w,< o), w ktorego obwodzie umieszcza si¢ mierzong
immitancj¢ sa identyczne dla wszystklch trzech rozwazanych typéw detektorow
fazoczulych. Oznacza to, Zze na warto§é bledow pomiaru spowodowanego przez
parametry wzmacniacza nie ma wplywu spos6b dalszej obrobki sygnalu
pomiarowego, tzn. przedzial calkowania. Odnosi si¢ to réwniez do detektora
fazoczulego z calkowaniem w zmiennym przedziale, w ktérym przedziat calkowania
zalezny jest od fazy mierzohego sygnahu.
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OPERATIONAL AMPLIFIER PARAMETERS INFLUENCE ON RESULTS OF MEASUREMENT
OF A TWO-TERMINAL IMMITTANCE COMPONENTS BY MEANS
OF PHASE-SENSITIVE DETECTORS

A. JAWOREK

Summary

The principle of measurement of real and imaginary parts of a complex immittance of a passive
two-terminal by means of phase-sensitive detectors is based on the integration, of the time-response of
the two-terminal to a harmonic excitation voltage in an appropriate phase-angle intervals. The
measurement errors due to limited open-loop voltage gain and limited frequency band of a measuring
operational amplifier have been theoretically determined. The measurement errors have the same value
for. all the phase-sensitive detectors considered.
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CZESC I: BILANS ENERGETYCZNY STRUKTURY -
POLPRZEWODNIKOWE]

W Czesci 1 pracy dokonano przegladu stosowanych zwykle sposobéw uwzgledniania
rozpraszania ciepta w termicznych i elektrotermicznych modelach przyrzadow polprzewod-
nikowych. Wyodrgbniono dwie grupy modeli, odpowiednio, z jednorodnymi i niejednorod-
nymi Zrédlami ciepla. Opracowano schemat przeplywu energii w strukturze poiprzewod-
nikowej, ktéry pozwala na zweryfikowanie poprawnofci tych modeli. Schemat ten stanowi

podstawe petnego modelu generacii ciepta przedstawionego w Czesei I1.

1. WSTEP

Wzrost temperatury w pdlprzewodnikowej pastylce wplywa na zmiang prawie
wszystkich parametréw charakteryzujach przyrzad polprzewodnikowy. Jest on pod-
stawowym czynnikiem determinujacym dopuszczalne warunki obciaZenia a prze-
kroczenie pewnej krytycznej warto§ci powoduje nieodwracalne uszkodzenie przy-
rzadu. Z tych powodéw bardzo wazne jest mozliwie dokladne okreslenie zmian
temperatury w réznych warunkach pracy przyrzadow potprzwodnikowych.

Podstawowym parametrem deklarowanym dla tych celow przez wytworcow jest
impedancja cieplna opisujaca zmiany temperatury struktury polprzewodnikowej dla
obciazenia przyrzadu jednostkowym impulsem mocy. Istnieje szereg metod pomiaru
impedancji cieplnej [1—5], korzystaja one jednak gléwnie z krzywej stygnigcia co
powoduje, ze wyznaczona przy ich pomocy impedancja odpowiada pewnemu stanowi
quasiréwnowagi cieplnej w przyrzadzie i nie uwzglednia wptywu rozkladu przestrzen-
nego generacji ciepla na rozklad temperatury'. Jest to jedna z przyczyn dla ktorych
podejmuje si¢ proby wyznaczenia impedancji cieplnej na drodze teoretycznej [6—11].

! Nalezy zaznaczyé, ze impedancja cieplna zmierzona w oparciu o krzywg nagrzewania ma m.in. z tego
powodu inny ksztalt niz impedancja cieplna mierzona w oparciu o krzywa stygnigcia [64].
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Impedancja cieplna pozwala na stosunkowo dokladne oszacowanie zmian
temperatury w stanie ustalonym oraz podczas stosunkowo wolnozmiennych
stanow przej§ciowych. Zastosowanie jej do standéw dynamicznych natrafia jednak
na duze trudnofci, z uwagi na istotna role jaka odgrywaja w tych stanach
zjawiska zlokalizowane. Poniewaz bezposredni pomiar wartoéci chwilowej te-
mperatury jest rowniez trudny do przeprowadzenia [12—16], podstawowego
znaczenia przy analizie procesOw cieplnych w tych stanach nabieraja metody
matematyczne oparte o analiz¢ przeplywu ciepla wewnatrz struktury polprze-
wodnikowej.

Wyznaczanie na drodze teoretycznej impedancji cieplnej, lub bezpoérednio
rozkladu temperatury w przyrzadzie polprzewodnikowym, wymaga rozwiazania
réwnania przewodnictwa ciepla (1) dla odpowiednich warunkéw brzegowych i zalo-
zonego modelu generacji ciepla

T.
div(Agrad T) — % = cpg(x, y, 20 @

gdzie: T — temperatura, 1 — przewodno$é cieplna, ¢ — cieplo wlasciwe, p — gestosé
wladciwa, g(x,y,z,f) — gesto§é rozpraszania mocy.

Rozwiazanie to mozna uzyskaé¢ na drodze analitycznej lub numerycznej [17—19].
Znalezienie rozwiazania analitycznego nie jest jednak na ogbl sprawa prosta
i wymaga nieraz znacznych uproszczen w opisie zjawisk zachodzacych w przyrzadzie,
co moze mie¢ istotny wplyw na wiarygodno$é uzyskanego rozwiazania. Zastosowanie
metod numerycznych nie narzuca takich ograniczen, ale uzyskany wynik jest
obarczony bledem wynikajacym z ich przyblizonego charakteru.

Problemom znalezienia zadawalajaco dokladnego rozwigzania réwnania (¢))
zostala poSwigcona praca autora [20], natomiast w tej pracy zostana oméwione
zagadnienia zwiazane z modelowaniem generacji ciepla w strukturach pélprzwod-
nikowych. Czg$¢ I zawiera przeglad stosowanych dotychczas modeli generacji ciepla
oraz bilans energetyczny struktury polprzewodnikowej opracowany w celu prze-
prowadzenia oceny dokladnosci prezentowanych modeli. Ocena ta, lacznie z nowym
modelem generacji ciepla utworzonym w opraciu o bilans energetyczny struktury
polprzewodnikowej, znajduje si¢ w Czgsci II [21] natomiast w Czesci IIT [67] zawarto
dyskusj¢ wkladu efektéw termoelektrycznych do bilansu energetycznego przyrzadu
polprzewodnikowego.

2. MODELE Z JEDNORODNYM ZRODLEM CIEPLA

W wigkszoSci prac, w ktorych analizuje si¢ przeplyw ciepta w przyrzadach
polprzewodnikowych, stosuje si¢ jednorodne modele generacji ciepla przedstawione
schematycznie na rys. 1. Przyjmuje si¢ w nich, Ze moc rozpraszana w pastylce
polprzewodnikowej jest rowna iloczynowi wartosci chwilowych pradu i napigcia
oraz, ze wydziela si¢ rOwnomiernie:
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(a) w calym obszarze pastylki pOlprzewodnikowej,
(b) w pewnej warstwie ,,czynnej” wewnatrz pastylki,
(c) na pewnej plaszczyznie wewnatrz pastylki.

a) b) c)

N

Rys. 1. Jednorodne modele generacji ciepla w przyrzadach pétprzewodnikowych: (a) generacja ciepla
w calym obszarze pastylki polprzewodnkowej, (b) generacja ciepla w obszarze czynnym, (c) generacja ciepta
na plaszczyznie wewngtrz pastylki pélprzewodnikowej

Popularnosé tych modeli podyktowana jest z jednej strony ich prostota, co pozwala
na stosunkowo latwe uzyskanie analitycznych badz numerycznych rozwigzan row-
nania przewodnictwa ciepla, a z drugiej strony duzymi trudno$ciami na jakie natrafia
sie przy probie bardziej dokladnego zamodelowania rozkladu wydzielania ciepla.

Usytuowanie w tych modelach plaszczyzny lub warstwy generujacych ciepto
stanowi odrebny problem. Ma ono istotny wplyw na przebieg obliczen i dlatego
dobiera si¢ je indywidualnie w zaleznoéci od rodzaju przyrzadu pOlprzewodnikowego
oraz warunkéw pracy, dla ktérych maja by¢ wykonane obliczenia. W Tabeli 1
zebrano typowe lokalizacje tych Zrodel stosowane przy analizie wlasnoéci cieplnych
podstawowych przyrzadow potprzewodnikowych. ' _

Z uwagi na przyblizony charakter modeli z jednorodnym zrodlem ciepla uzyskane
przy ich pomocy rozwigzania stanowia jedynie pewne oszacowanie rzeczywistych
warunkéw wystepujacych w przyrzadzie polprzewodnikowym. Wplyw wybranego
modelu generacji ciepla na uzyskane oszacowanie temperatury w przyrzadzie bardzo
dobrze ilustruje rys. 2 [22], na ktérym przedstawiono impedancje cieplna diody p—n
obliczona przy zalozeniu wydzielania ciepla w calym obszarze pastylki p6lprzewod-
nikowej (krzywa 3), w warstwie czynnej obejmujacej obszar ograniczony plaszczyz-
nami odleglymi o dhugo$é dyfuzji od plaszczyzny zlacza (krzywa 2) oraz na
plaszczyznie ziacza (krzywa 1). Jak widaé, wplyw wyboru modelu generacji ciepla na
obliczona wartoéé impedancji cieplnej jest bardzo duzy dla malych czasOw nie
przekraczajacych kilkuset mikrosekund, maleje on nastepnie ze wzrostem czasu, by
dla czaséw rzedu kilku milisekund staé si¢ pomijalnie malym. Oznacza to, ze wybor
modelu generacji ciepta ma istotne znaczenie jedynie przy analizie procesOw termicz-
nych w stanach dynamicznych przyrzadu polprzewodnikowego i tylko dla tych
stanéw celowe jest przyjmowanie bardziej ztozonych modeli. Przy analizie proceso6w
termicznych w stanach ustalonych i wolnozmiennych podstawowym kryterium
doboru modelu generacji ciepta moze by¢ prostota uzyskania rozwiazania roOwnania
przewodnictwa ciepla, co w praktyce preferuje modele z powierzchniowymi zrodtami
ciepla.
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Tabela I
Lokalizacje jednorednych zrédel ciepla w podstawowych przyrzadach pélprzewodnikowych

Schemat 2rédio Uwagi

DIODA
(8] Zrédto objetosciowe ~ obejmuje
Cu cata pastylke péiprzewodnikowa.
Mo Model zastosowany do wyznaczenia
’////’Si rozki adu temperatury w diodzie
7 mocy
I J=—— Mo

P~ cu
[37] Zrédio objetosciowe — ciepto
| }\\\\\\ jest rozpraszane w obszarze
Cu aktywnym obejmujacym warstwe "i"
| diody p~i-n
i y————81

i "

{41} Zrédto objetofciowe — ciepto
{38]) jest rozpraszane w obszarze

aktywnym zlokalizowanym przy
GaAs zraczu. -

D PO r e s, Au Model wykorzystany do analizy
— — wtasnofci cieplnych diedy

_‘—L]/ Cu krzemowej TRAPATT i diody
IMPATT wykonanej z GaAs.

[39] Zrédio objetofciowe — ciepto

—————— Au jest rozpraszane w obszarze
aktywnym obejmujacym czesd
| —— GaAs warstwy przylegtej do ztacza.
PR lut Model wykorzystany do analizy
| — Y wtasnofci cieplnych paskowej
diody laserowej
|——Cu =
Srédio [63] Zrédto powierzchniowe - ciepio

jest rozpraszane na powierzchni
ptytki pétprzewodnikowej. .

lp 54 ) Wymiary #rddta odpowiadaia
3 obszarowi zajetemu przez zlacze.

Model zastosowany do anatlizy
I l\sCu . wkasne$ci cieplnych planarnej
diody p-—n.
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c.d. Tab. I

_/’,,—GaAs

Zrsdio
L—"

r\"Cu

[64]

Zyrddt o powierzchniowe — ciepto
jest rozpraszane na powierzchni
odpowiadajacej kontaktowi.

Model wykorzystany do analizy
wtasnosci cieplnych diody
Schottky'ego.

TRANZY

STOR

BIPOLARNY

n |

2

[32]
[34]
[36]

2rédio objetosciowe — ciepio
jest rozpraszane W obszarze
aktywnym obeimujacym warstwe
¥ adunku przestrzennego ziacza
kolektor-baza pod kontaktem
emiterowym.

Z2rédio

(33}
[35]
{45}

2roadi o powierzchniowe - ciepto
jest rozpraszane na czesci
powierzchni ztacza kolektor-baza
zlokalizowanej pod obszarem
emitera.

TYRYS

TOR

> Cu
Mo
Si
o o

——}

L

l//7

[6]
[43]
(651

Zrédi o objetosciowe — ciepto
jest rozpraszane réwnomiernie w
catej pastylce pdiprzewodniko—
wej.

n

F’}Y)‘ PLALIT LT

) e

P 3

{42]

2rédto objetosciowe — ciepto
jest rozpraszane w obszarze
aktywnym obejmujacym Srodkowe
ztacze J2 tyrystor.
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c.d. Tab. 1
{ | [44] 2rédto objetofciowe — ciepio
- jest rozpraszane w obszarze
3 aktywnym obejmujacym warstwe
1 n—-bazy tyrystora.
: 7 2
P J3
i !
| [43) Zrédto powierzchniowe — ciepio
jest rozpraszane na powierzchni
J odpowiadajacej Srodkowemu
1 zkaczu Jz.
Iz
~~2rsdio
P 3

TRANZYSTOR POLOWY

[40) Zrédio powierzchniowe — ciepio
jest rozpraszane na powierzchni
pastylki pétprzewodnikowej
w obszarze odpowiadajacym

P I P kanat owi tranzystora.

2rédio

UKKkAD SCALONY

19] Zrédio objetosciowe — ciepto
jest rozpraszane w obszarach
AN P aktywnych zlokalizowanych przy

N powierzchni pastylki p&tprzewod-
Q‘.\z\.;}.a nikowej i posiadajacych wymiary

odpowiadajace wymiarom pojedyi-

czych przyrzaddw pséiprzewodniko—
wych,

{66] Zrédt o powierzchniowe — ciepto
jest rozpraszane na powierzchni
N pastylki pstprzewodnikowej w
_é\'}' AREN obszarach odpowiadajacych

AN pojedynczym przyrzadom polprze—
wodnikowym.
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Rys. 2. Cieplna impedancja wlasciwa diody p-n obliczona dla r6znych jednorodnych modeli generacji
ciepla: 1 — ciepto wydziela si¢ w plaszczyZnie zlacza, 2 — cieplo wydziela si¢ w obszarze przyztaczowym,
3 — ciepto wydzela si¢ w calej pastylce\ poiprzewodnikowej

3. MODELE Z NIEJEDNORODNYM ZRODLEM CIEPLA

Modele z jednorodnym Zrédlem ciepla sa zbyt uproszczone aby umozliwié
przeprowadzenie odpowiednio dokladnej analizy procesdéw cieplnych w stanach
dynamicznych. Podobna sytuacja wystgpuje takze w stanach ustalonych w przy-
rzadach, w ktorych niejednorodny rozklad wydzielania ciepta jest wymuszony przez
konstrukcje przyrzadu, jak to ma np. miejsce w tranzystorach mocy.

Najprostszym sposobem polepszenia dokladnosci modelu generacji ciepla jest
superpozycja kilku modeli z jednorodnym zrodlem ciepla. Jego zaleta jest to, ze
przy przyjeciu, jak to si¢ zwykle czyni, cieplnych stalych materialowych jako
wielkodci statych, mozna caly problem sprowadzi¢ do superpozycji kilku prostych
probleméw z jednorodnym Zrédlem ciepla, dla ktérych stosunkowo latwo znalezé
odpowiednie rozwiazania analityczne. Na rys. 3 przedstawiono takie podejicie
zastosowane przez Somosa i Piccone [23] do wyznaczania zmian temperatury
w tyrystorze.

W latach siedemdziesiatych, rozwoj numerycznych technik obliczeniowych stwo-
rzyl mozliwosci bezposredniego rozwiazania ukladu réwnan struktury pélprzewod-
nikowej i tym samym umozliwil uzyskanie informacji o wystgpujacych w przyrzadzie
pélprzewodnikowym rozkladach natezenia pola elektrycznego, gestosci swobodnych
no$nikow oraz gestosci pradow. Stalo si¢ to podstawa wprowadzenia do analizy
zjawisk cieplnych w przyrzadach poélprzewodnikowych niejednorodnych modeli
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generacji ciepla, w ktorych objetosciowa ggsto§é wydzielania ciepta okresla sig przez
pewna funkcje przestrzenna zalezna od tych wielkosci.

:

#rédto powierzchniowe 25% U-|
Js
J2 /2r6dto objetosciowe 50 % U-|
/
Zrédto powierzehniowe 25%o U-
Nl

J

Rys. 3. Model generacji ciepla w tyrysforze podczas procesu w}vy}aczania [23]

Najprostszym modelem z niejednorodnym zrédiem ciepla jest przyjety przez
Gaura i Navona [24,25] oraz Stepanova i Zura [26] model, w ktérym objgtosciowa
gesto§é wydzielania ciepla jest okre$lona przez iloczyn natgZenia pola elektrycznego
i gestosci pradu: ’

g(x, ) = E(x, -J(x0) | )

Wzbr (2) jest ogblnie znany jako prawo Joulea dla pola przeplywowego pradu
elektrycznego i jego stuszno§é dla obszaréw polprzewodnika, w ktorych nie ma
noénikéw nadmiarowych jest oczywista. Nalezy jednak pamigtac, ze w materiatach
- podlprzewodnikowych wystgpuja dwa rodzaje noénikOéw a istnienie przerwy ener-
getycznej nie pozwala w ogdlnym przypadku na laczne traktowanie pradu elektro-
nowego i dziurowego. Sa to formalnie dwa odrgbne pola przeptywowe nakladajace
si¢ na sicbie przestrzennie a wymiana no$nikéw pomiedzy nimi jest zwigzana
z pochloni¢cciem lub wydzieleniem energii rownej szerokosci przerwy energetycznej.
Wzbr (2) nie uwzglednia tego dwoistego charakteru pola przeplywowego w materiale
polprzewodnikowym i z tego wzgledu nie moze byé stosowany w obszarach,
w ktérych wystepuje rekombinacja lub generacja nosnikow. '
W literaturze mozna spotkaé jeszcze dwie inne, bardziej zlozone postacie funkcji
gestodci wydzielania ciepta, w ktorych te procesy sa uwzglednione. Ponizej przed-
stawiono drogi, ktére do nich doprowadzily: ' '

Model Shockley’a—Saha

Modelowi temu odpowiada funkcja gestoSci wydzielania ciepla (3). .

1/ dw, AW\
g(x' t) = R(WFe - WFII) + —é(']h dth + Jeﬁ)s (3)
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gdzie: R — szybko$¢ rekombinacii, J,, i J, — odpowiednio, gestosé pradu dziurowego

i elektronowego, Wy, i Wy, — odpowiednio, quasi-poziom Fermiego dla elektronow
i dziur.

Wyrazenie to zostalo po raz pierwszy podane w 1970 r. pfzez Saha [27], ktory oparl
sie na wczesniejszych rozwazaniach Shockley’a, [28] dotyczacych rezystancji idealnej

diody p-n. Analogiczne wyrazenie otrzymali w 1979 r. Chryssafis i Love [29] na
drodze formalnych przeksztalcen rozniczkowej postaci rownania Greena.

X

Rys. 4. Rozwazana dioda p-n spolaryzowana w kierunku przewodzenia: (a) model pasmowy, (b) rozklad
noénikéw, (c) rozklad pradéw -

Przedstawione w [27] i [29] sposoby otrzymania rownania (3) do§¢ istotnie réznia
sic od siebie, jednak w obu przypadkach rozwazania dotyczyly przedstawionej na
rys. 4 idealnej diody, w ktorej:

— moc rozpraszana w strukturze polprzewodnikowej jest rowna iloczynowi gestosci
plynacego pradu i przylozonego napigcia,
— prad przy kontaktach jest pradem czysto wigkszoSciowym.

‘Dla tych zalozen mozna za Sahem przeprowadzi¢ nastgpujacy ciag formalnych

przeks_ztalceﬁ: :

P=1J U= J;(WF(W) _WF(0)> =
= %I[Ue(W) + J,()) Wew) — (J.(0) + (J,(0)) Wr (0):| —

= é[(Je W) We, (W) + J, (W) Wg, (W) _ (J, (0) W, (0) + 7, (0) ,W”' (0) )] -

w

1

\» 1(d |
= 5<Je(x) Wre(x)_+ Jy (x) th(x)>o = = EJ& <Je Wee + Jy WFh) dx =

0
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w

1 dJ, dJ, AWy, AWy, _
“ o[ e @) s (255 4 G o

0

w

1 dw, dw,
= RlW. — W, = Fe Fh = .
f[ < Te n.) + p (Je X + J; ix )] dx fg(x, ) dx.
]

0

Przyréwnujac do siebie wyrazenia podcalkowe w ostatniej réwnoéci otrzymamy
funkcje gestosci wydzielania ciepla analogiczna z funkcja (3).

Model Navona—Adlera

Model ten przedstawili w 1978 roku niezaleznie od siebie Adler [30] i Navon [31].
Punktem wyjScia ich rozwazan byly wyrazenia (4) opisujace strumienie energii
zwigzane, odpowiednio, z przeplywem elektronéw i dziur.

1
S, =-J. W, (@da)
q ,
1
S, = EJ,, W, (4a)

Stosujac do tych wyraZzen zasad¢ zachowania energii mozna otrzymaé réwnanie
okreslajace gesto$¢ rozpraszania mocy Q w strukturze potprzewodnikowej:

Q% .z 1) = div G{Je W, + %J,, W) )

Po sprowadzeniu roéwnania (5) do postaei jednowymiarowej i wykonaniu roznicz-
kowania otrzymuje sig:

144, ldJ,,W 3( aw. Jqu)

_ 1dJ, 6

¢ dx + dx
Nastepnie wprowadza si¢ do wyrazenia (6) rOwnania ciggloéci i po odpowiednich
przeksztalceniach otrzymuje sie:

1/ aw, = 4w, dn dp
= RY adddl’ & 2Py
gx, ) =R{W,— W)+ - ( * dx + J, i ) + (Wc & W, dt) @)

Réwnanie (7) stanowi ogdlna postac funkcji gestosci wydzielania ciepla w modelu
Navona-Adlera. Wzér ten zwykle upraszcza si¢ przyjmujac pochodne po czasie
rowne zero, co daje:
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aw, de) ®

1
, ) =R(W,— W, AT, —=+ J,——).
g(x) (c v)+q(edx+hdx
Jezeli dodatkowo przyjmie sig, ze efekt zwezenia szerokosci przerwy energetycznej
zwiazany z poziomem domieszkowania jest do pominigcia, réwnanie (8) ulegnie
dalszemu uproszczeniu do postaci: ’

glx, ) = R(W,— W,) + JE. ©))

Wyrazenie (9) stanowi polaczenie prawa Joulea (2) ze skladnikiem opisujé‘cyni
rozpraszanie energii na drodze rekombinacji.

4. BILANS ENERGETYCZNY STRUKTURY POLPRZEWODNIKOWEJ

W poprzednim rozdziale przedstawiono dwa podejécia do problemu dokladnego
modelowania rozpraszania ciepla w strukturze polprzewodnikowej prowadzace do
dwbch postaci, wzory (3) i (8), funkcji objetoSciowej gestosci rozpraszania ciepla.
Oba te wzory roznia si¢ od siebie do$¢ istotnie i nalezy oczekiwaé, ze zastosowane
do rozwiazania tego samego problemu dadza istotnie r6zne wyniki. Aby moc ocenia¢
na ile odzwierciedlaja one rzeczywiste procesy rozpraszania ciepta, zrobiono bilans
proceséw przekazywania energii w strukturze polprzewodnikowej. Otrzymany w jego
wyniku schemat przeptywu energii w strukturze jest przedstawiony na rys. 5.

Na schemacie wyodrebniono cztery podstawowe formy w jakich energia moze
wystepowaé w strukturze polprzewodnikowej?. Sa to:

— energia pola elektrycznego

— energia swobodnych nosnikow

— energia fotonéw

— energia fonondw

Liniami zorientowanymi zaznaczono na schemacie kierunki przeptywu energii pomigdzy
tymi czterema ,,;magazynami energii” we wszystkich podstawowych procesach wystepuja-
cych w przyrzadach potprzewodnikowych. Na uwage zashuguje fakt, ze Zamiana na
cieplo energii elektrycznej dostarczanej do przyrzadu potprzwodnikowego nie odbywa si¢
bezposrednio ale ma charakter procesu co najmniej dwuetapowego. Pierwszy etap
odpowiada wymianie energii pomigdzy polem elektrycznym i swobodnymi noé$nikami,
natomiast w drugim etapie nastgpuje wymiana energii pomiedzy swobodnymi no$nikami
i siecia czyli fononami. Etapy te sa od siebie niezalezne i w kazdym z nich energiamoze
przeplywaé w obu kierunkach. Z tego wzgledu nalezy by¢ bardzo ostroznym przy
okre§laniu funkcji gestoéci wydzielania ciepla, tak aby z jednej strony uwzglednié
wszystkie mechanizmy  generacji ciepta ale z drugiej strony aby energia zwiazana
z 7adnym z tych mechanizmdw nie zostala w funkcji uwzgledniona dwukrotnie.

2 Energia moze jeszcze w sporadycznych wypadkach wystgpowaé pod postacia pola magnetycznego lub
pola sitowego. Formy te zostaly w schemacie pominiete z uwagi na rzadko$¢ ich wystgpowania oraz
marginalny udzial w procesach cieplnych.
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ENERGIA POLA ELEKTRYCZNEGO

Przeptyw energii w obszarze
guasineutralnym

Przeptyw energii w obszarze

tadunku przestrzennego

Przeptyw energii poprzez
SEM ‘tadunkowg

ENERGIA SWOBODNYCH NOSNIKOW

Rekombinacja promienista
Rekombinacja fononowa

Absorpcja wewngirzpasmowa
Rekombinacja Augera

Generacja wewngtrzpasmowa

Przejécia pomiedzy podpasmami
Generacja par elektron -dziura
Rozpraszanie nosnik - nosnik

i jonizacja zderzeniowa
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Rys. 5. Schemat przepiywu energii w strukturze pélprzewodnikowej

Problemowi wyznaczenia funkcji gestoSci wydzialania ciepta w oparciu o przed-
stawiony na rys. 5 schemat przeplywu energii jest po§wigcona Cze$é I [21], natomiast
w dalszej czgici tego artykulu zostang omdowione wszystkie procesy uwzglednione
przy tworzeniu tego schematu. Sa to procesy wymiany. energii pomiedzy polem
elektrycznym i swobodnymi nosnikami oraz procesy prowadzace do zmian energii
zwigzanej z fotonami i fononami.

4.1. WYMIANA ENERGII POMIEDZY POLEM ELEKTRYCZNYM I SWOBODNYMI
NOSNIKAMI

, Ogélnie przyjmuje si¢, Ze energia elektryczna moze by¢ zmagazynowana w kon-
densatorze, na ktérym wystepuje napigcie U, w indukcyjnosci, przez ktéra plynie
prad I'lub tez moze by¢ ona rozpraszana w wyniku przeptywu pradu przez odbiornik.
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W pierwszym przypadku mamy do czynienia z czystym przypadkiem magazynowania
energii w polu elektrycznym a wielko$¢ tej energii jest okreslona przez znany wzor (10):
1

=_-U2C.
2 C (10
W drugim przypadku energia jest magazynowana w polu magnetycznym bez udzialu
pola elektrycznego, natomiast w trzecim pole elektryczne wystgpuje, ale trudno
okresli¢ energie z nim zwigzang.
a) b)

f obe ! obe

o ] =0 T3l

Rys. 6. ObciaZenie rezystancyjne (a) i jego analog pojemnosciowy (b)

Z makroskopowego punktu widzenia, odbiornik mozna formalnie potraktowaé
jako kondensator o duzej uplywnosci, ktorego elektrody pokrywaja si¢ z elektrodami
doprowadzen. Na rys. 6 przedstawiono taki pojemno$ciowy analog obciazenia dla
przypadku obciazenia rezystancyjnego. Napigcie U,;, wystepuje na nim na okladkach
kondensatora C, ktéry jest jednoczeénie ladowany z zewngtrznego zrodla U,
i rozladowywany pradem I, ptynacym poprzez oporno$¢ uplywu R,. Przyjecie tego
pojemnoéciowego analogu obcigzenia pozwala na prosta interpretacje energii pola
elektrycznego w obciazeniu. Zgodnie z nia, utworzony przez elektrody doprowadzen
kondensator C wytwarza pewne pole elektryczne o ksztalcie zaleznym od wlasciwosci
obcigzenia. W kazdym punkcie tego pola jest zmagazynowana energia okreslona
przez funkcje gestosci energii: .

g, E?

w(x, y,2) = 02 (11)

a calkowita energia zwiazana z tym polem jest réwna calce z funkcji w(x,y,2)
rozciggnietej na cala przestrzen.

W analogu obciazenia przedstawionym na rys. 6, zmiany energii zmagazynowanej
w polu elektrycznym moga byé wywolane przeplywem no$nikow pomiedzy elektro-
‘dami kondensatora C. Przeplyw elektronu od kontaktu ujemnego do dodatniego
zmniejsza energie zmagazynowana w polu (praca wykonana kosztem energii pola),
natomiast przejicie elektronu od kontaktu dodatniego do ujemnego zwigksza ja
(praca wykonana kosztem sit nicelektrycznych). Interpretacj¢ ta mozna uogo6lnié na
przypadek dowolnego obszaru z polem elektrycznym, przez ktory przeplywaja
noéniki ladunku. Zgodnie z wczeéniejszymi rozwazaniami, w obszarze tym jest
zZmagazynowana pewna energia pola elektrycznego okre§lona przez funkcje gestosci
“energii (11). Na skutek przeplywu nosnikéw energia ta moze ulega¢ zmianom
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wynikajacym z wymiany energii pomiedzy nosnikami a polem, co bedzie mialo
swoje odbicie w odpowiednich zmianach przestrzennego rozkladu funkcji gestosci
energii (11). .

W obciazeniu rezystancyjnym pole elektryczne jest efektem roznicy potencjaléow
na zaciskach odbiornika a stalo§¢ energii zmagazynowanej w polu, i co za tym idzie
stalo$¢ tej roznicy potencjaldow, jest utrzymywana poprzez odpowiedni doplyw energii
z zewngtrznego zrodla energii jakim jest zrodlo napigciowe U,. Szczegdlnym przypad-
kiem takiego obciaZenia jest jednorodna struktura polprzewodnika o stalej koncen-
tracji domieszek. W strukturze takiej panuja warunki quasineutralno$ci a swobodne
noéniki ladunku (elektrony i dziury) ulegajac przyspieszaniu w polu elektrycznym
pobieraja od tego pola energi¢ by nastgpnie przekazaé ja dalej w procesach relaksacji
(por. rozdz. 4.3). Tej formie przeplywu energii pomigdzy polem elektrycznym
a swobodnymi noénikami odpowiada na rys. 5 linia Przeplywu energii w obszarze
quasineutralnym.

Wprowadzenie w miejsce obciazenia rezystancyjnego struktury pdlprzewodniko-
wej o niejednorodnym profilu domieszkowania zmienia w sposéb istotny przed- .
stawiony wyzej obraz. W strukturze takiej powstaje bez udzialu czynnikoéw zewngt-
rznych tzw. ,,wbudowane pole elektryczne” bedace wynikiem przemieszczenia si¢
swobodnych no$nikéw w stosunku do zjonizowanych atoméw domieszek. Z polem
tym jest jak poprzednio zwigzana pewna energia okreSlona przez funkcje gestosci
(11), lecz w tym przypadku energia ta nie pochodzi z zewngtrznego zrbdla ale jest
uzyskana od swobodnych no$nikéw. Uogélniajac mozna stwierdzié, ze w pol-
przewodniku o niejednorodnym profilu jest mozliwe przekazywanie energii przez
swobodne nos$niki polu elektrycznemu. Proces ten zachodzi wtedy gdy w wyniku
przeplywu strumienia no$nikéw przez obszar z polem elektrycznym pojawia si¢ prad
elektryczny o kierunku przeciwnym do kierunku wektora tego pola. Proces ten jest
zjawiskiem odwracalnym, tzn. zmianie kierunku przeplywu strumienia noénikow
towarzyszy zmiana charakteru zjawiska i energia jest wtedy przekazywana no§nikom
przez pole elektryczne analogicznie jak to ma miejsce w przypadku obszaru
quasineutralnego. Na rys. 5 ten proces wymiany energii jest reprezentowany przez
dwie linie. Linia Przeplyw energii w obszarze ladunku przestrzennego odpowiada
przekazywaniu energii przez pole swobodnym no$nikom, natomiast linia Przeplyw
energii poprzez SEM ladunkowe odpowiada przekazywaniu energii no$nikéw polu
elektrycznemu.

4.2 PROCESY PROWADZACE DO ZMIAN ENERGII FOTONOW

W kazdym krysztale, takze w krysztale polprzewodnika tworzacym przyrzad
polprzewodnikowy, wystepuje gaz fotonowy utworzony z fotonéw, ktore nieustannie
wnikaja i opuszczaja krysztal oraz uczestnicza w procesach oddzialywan z krysz-
talem. Mechanizmy tych oddzialywan sa rozmaite a ich dokladnemu opisowi
poswigcona jest obszerna literatura [46 —50], zawsze jednak ich koficowym efektem
jest generacja lub absorpcja fotonu. Z gazem fotonowym jest zwigzana pewna energia
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okreSlona przez sume¢ energii wszystkich fotonéw znajdujacych si¢ w obszarze
krysztahu. Energia ta moze ulegaé zmianom a procesy prowadzace do tych zmian
mozna generalnie podzieli¢ na procesy wymiany energii pomig¢dzy: gazem fotonowym
a otoczeniem, gazem fotonowym a siecia oraz gazem fotonowym a swobodnymi
nosnikami.

4.2.1 WYMIANA ENERGII POMIEDZY GAZEM FOTONOWYM A OTOCZENIEM

Wymiana energii pomigdzy gazem fotonowym a otoczeniem moze przybieral
dwie, jakoéciowo rdézne formy w zaleznosci od optycznych whasnosci krysztahu. Jezeli
krysztal jest przezroczysty dla fotonéw o danej energii (emisyjno$¢ &=0), to
przenikaja one bez przeszk6d przez obszar krysztatlu a ich energia w okresie ich
pobytu w tym obszarze stanowi cz¢s¢ energii gazu fotonowego. Oznacza to, ze przy
wejsciu fotonu w obszar krysztalu gaz fotonowy uzyskuje od otoczenia porcje energii,
a nastepnie oddaje ja z powrotem gdy foton opuszcza ten obszar. Gdy krysztal nie
jest przezroczysty (emisyjno$¢ £>0), to obok strumienia fotonéw przechodzacych
przez obszar krysztatu pojawia si¢ fotony wnikajace i opuszczajace obszar krysztatu,
ktore uczestnicza w procesach oddzialywan z krysztalem. Jezeli sa to oddzialywania
prowadzace do absorpcji fotonu, strumiei fotonéw wnikajacy w obszar krysztalu
jest mniejszy od strumienia opuszczajacego ten obszar, natomiast jezeli ich efektem
jest gencracja fotonu, strumief opuszczajacy obszar jest wigkszy od strumienia
wnikajacego. Na rys. 5 oba te strumienie wymiany energii pomigdzy otoczeniem
a gazem fonowym sa reprezentowane, odpowiednio, przez linie Pochlanianie fotonow
i Emisja fotonow. ’

4.2.2. WYMIANA ENERGII POMIEDZY GAZEM FOTONOWYM A SIECIA

Wymiana energii pomigdzy gazem fotonowym a siecia odbywa si¢ na drodze
generacji lub absorpcji fotonéw w wyniku oddzialywan z fononami optycznymi.
Moga to byé oddzialywania jednofononowe, wielofononowe oraz jednofonowe
wywolane defektami [46]. Oddzialywania jednofononowe wystepuja tylko w krysz-
talach jonowych, natomiast krysztaly homeopolarne, do ktorych zaliczaja si¢ m.in.
krzem i german, sa w tym obszarze przezroczyste. W krysztalach tych obserwuje sie
jedynie oddzialywania wielofononowe [51,52] oraz odzialywania jednofononowe
wywolane defektami [53,54].

W stanie réwnowagi termodynamicznej nie ma przeplywu energii pomigdzy
gazem fotonowym a siecia a co za tym idzie, iloci generowanych i absorbowanych
fotondow s3 sobie réwne. Z uwagi na male wartosci wspélczynnika emisji od-
dzialywania te odgrywaja niewielkg role w procesach wymiany energii z otoczeniem,
ich widma absorpcyjne stanowia natomiast jedno z podstawowych narzedzi badan
wlasnosci krysztaléw. Na rys. 5 calo$é procesow wymiany energii pomigdzy gazem
fotonowym a siecia jest reprezentowana przez linie Absorpcja sieciowa fotonéw
i Emisja sieciowa fotonéw.
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4.2.3. WYMIANA ENERGI POMIEDZY GAZEM FOTONOWYM A SWODOBNYMI NOSNIKAMI

Wymiana energii pomig¢dzy gazem fotonowym a swobodnymi noSnikami odbywa
sie na drodze generacji lub absorpcji fotonéw w wyniku:
— przej§é elektronoéw pomigdzy podpasmami danego pasma.
— przej$¢ z udzialem stanow zlokalizowania (np. domieszkowych),
— przejicé elektrondw wewnatrz jednego pasma,
— przejsé elektron6w pomigdzy pasmem przewodnictwa a pasmem walencyjnym,
W stanie rOwnowagi przejscia te bilansuja si¢ a co za tym idzie nie ma przeplywu
energii- pomigdzy gazem fotonowym a swobodnymi nosnikami. Pojawia si¢ on
dopiero z chwila wzrostu energii gazu fotonowego, np. w wyniku skierowania na
krysztal strumienia fotonéw, lub wzrostu energii swobodnych nosnikéw. Nosniki
moga jednak oddawaé nadmiar energii zarbwno w procesach oddzialywan z gazem
fotonowym jak i w konkurencyjnych do nich procesach relaksacji z siecia. Z tego
powodu przejScia o malym, w por6wnanniu z relaksacja sieciowa, prawdopodobiens-
twie wystapienia uczestnicza praktycznie jedynie w procesach absorpcji fotonéw i sa
obserwowane jedynie w widmie absorpcyjnym krysztalu. Uwaga ta dotyczy w szcze-
gblnosci dwoch pierwszych typow przejsc.

423.1. PRZEJSCIA POMIEDZY PODPASMAMI

Przejscia pomigdzy podpasmami obejmuja tzw. przejScia migdzywalencyjne oraz
przejscia pomiedzy poziomami Landaua powstalymi w wyniku rozczepienia galezi
pasma w obecno$ci zewnetrznego pola magnetycznego. PrzejScia migdzywalencyjne
wystepuja jedynie w dostatecznie wysoko domieszkowanych polprzewodnikach typu
p, w ktorych w poblizu maksimum pasma walencyjnego znajduja si¢ conajmniej dwie
galezie, jak to ma np. miejsce w krzemie i germanie [55,56]. Przejscia tego rodzaju
byly obserwowane do$wiadczalnie w widmie absorpcyjnym germanu [56], jednak ich
udzial w calosci procesow wymiany energii w krysztale jest pomijalnie maly.
Podobnie ma si¢ sytuacja z przejéciami pomiedzy poziomami Landaua wewnatrz
jednego pasma, chociaz ich widmo absorpcyjne otrzymywane w badaniach rezonansu
cyklotronowego stanowi jedno z podstawowych narzedzi badan materialow pol-
przewodnikowych. Na rys. S oba te mechanizmy wymiany energii sa reprezentowane
przez lini¢ PrzejScia pomigedzy podpasmami.

4.2.3.2. PRZEJSCIA Z UDZIALEM STANOW ZLOKALIZOWANY CH

PrzejScia z udzialem stanbéw zlokalizowanych dotycza glownie proceséw foto-
jonizacji domieszek, ktére nie ulegly wezeéniej jonizacji termicznej [57 — 59]. Z uwagi

. na stosunkowo niewielka odleglo$¢ pozioméw akceptorowych i donorowych od

odpowiednich pasm, sa one glownie obserwowane w niskich temperaturach, w kt6-
rych poziomy te nie sa jeszcze zjonizowane. Na rys. 7 przedstawiono widmo absorpcji

krzemu domieszkowego aluminium na ktérym obok absorpcji na swobodnych
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nosnikach widoczne sa piki zwiazane z fotojonizacja. Na rys. 5 przejsciu temu
odpowiada linia PrzejScia zlokalizowane.

=107
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Rys. 7. Widmo absorpcji krzemu domieszkowanego glinem z widocznymi pikami absorpcji domieszkowej

[57

4.2.3.3. PRZEISCIA WEWNATRZ PASMA

PrzejScia wewnatrz pasm obejmuja wszystkie zmiany energii elektronow we-
wnatrz pasma przewodnictwa i pasma walencyjnego zwiazane z generacja lub
absorpcja fotonu. W oddzialywaniach tych elektrony przechodza pomigdzy dwoma
stanami energetycznymi danego pasma, przy czym przejSciom tym towarzyszy
z reguly generacja lub absorpcja fononu, konieczna dla spelniénia zasady zachowania
quasi-pedu,

Udzial fotonéw o rdznej dlugosci fali nie jest w przejéciach wewnatrzpasmowych
réwnoprawny. Sytuacje ta ilustruje rys. 7, na ktérym przedstawiono widmo absorpcji
krzemu w zakresie odpowiadajacym m.in. tym przejsciom. Warto§¢ wspolczynnika
absorpcji dla danej dlugoSci fali rowniez nie jest wielkoscia stala, ale zalezy od
gestosci noSnikéw mogacych uczestniczyé w przejéciach wewnatrzpasmowych (rys.
8) oraz od temperatury.
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’ Rys. 8. Zalezno§¢ wspolczynnika absorpcji od gestoéci swobodnych no$nikow w krzemie dla dtugosci fali
A=5 ym [60]
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W stanie rownowagi termodynamicznej pomiedzy gazem fotonowym a swobod-
nymi no$nikami iloSci aktéw generacji i absorpcji fotonéw wewnatrz krysztalu sa
sobie statystycznie rowne. Sytuacja ta wyglada nieco odmiennie w obszarze przyle-
gajacym do brzegu krysztalu z uwagi na skoficzone wartosci wspdlczynnika absorpcji
foton6w uczestniczacych w przejSciach migdzypasmowych. Czg§é fotondw genero-
wanych w tym obszarze jest w stanie opuscié krysztal w postaci promieniowania
cieplnego a jednocze$nie fotony wnikajace do krysztalu ulegaja w tym obszarze
absorpeji. Tak wigc, jezeli krysztal ma temperaturg wyzsza od temperatury otoczenia
mamy do czynienia z oddawaniem energii do otoczenia na drodze emisji promienio-
wania cieplnego z obszaru przypowierzchniowego, natomiast, jezeli temperatura
krysztalu jest niZzsza od temperatury otoczenia lub na krysztal jest skierowany
strumien fotonéw o odpowiedniej dlugosci fali, z uzyskiwaniem energii z zewnatrz
w wyniku absorpcji promieniowania w warstwie przypowierzchniowe;j.

PrzejScia wewnatrzpasmowe uczestnicza w niewielkim stopniu w procesach
przeptywu energii w strukturach polprzewodnikowych. Na rys. 5 sa one zaznaczone
liniami Generacja wewnatrzpasmowa i Absorpcja wewngtrzpasmowa.

4.2.3.4. PRZEJSCIA POMIEDZY PASMAMI

Przejécia pomigdzy pasmami obejmuja wszystkie procesy rekombinacji promie-
nistej oraz generacji par dziura—elektron wywolanej absorpcja fotonu. Z uwagi na
duza warto$¢ przerwy energetycznej pomiedzy pasmem przewodnictwa a pasmem
walencyjnym w procesach tych moga uczestniczy¢ tylko fotony o dostatecznie duzej
energii (np. w krzemie Av>1.12 eV), co powoduje, ze widma emisyjne i absorpcyjne
przej$¢ miedzypasmowych i wewnatrzpasmowych sa wyraznie wzgledem siebie
przesunigte.

a}

N~

Rys. 9. Migdzypasmowe przejicia rekombinacyjne: (a) w polprzewodniku z prosta przerwa energetyczna
oraz (b) w polprzewodniku ze skosna przerwa energetyczng z udzialem fononu

W zaleznosci od struktury pasmowej polprzewodnika wyodrebniono dwa typy
przejs¢ migdzypasmowych przedstawionych schematycznie na rys. 9. W pélprzewod-
nikach z prosta przerwa energetyczna, takich jak np. GaAs czy InSb wystepuja proste
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przejécia miedzypasmowe (rys. 9a), w ktorych elektron przechodzi z poziomu
odpowiadajacemu wierzcholkowi pasma walencyjnego do poziomu odpowiadajacemu
dnu pasma przewodnictwa lub odwrotnie bez zmiany quasi-pgdu. Przejsciu temu
towarzyszy generacja lub absorpcja fotonu o energii v = W, W polprzewodnikach ze
skoéna przerwa energetyczna, takich jak Sii Ge, mamy do czynienia z dwoma rodzajami
przejéé. W procesach rekombinacji s to, przedstawione na rys. 9b, przejscia skosne,
w ktérych elektron przechodzi z dna pasma przewodnictwa do wierzchotka pasma
walencyjnego z jednoczesna generacja lub absorpcja fononu, natomiast w procesach
generacji par dziura—elektron moze to by¢ przejicie proste pokazane na rys. 10a lub

a)

Rys. 10. Przejécia proste (a) i skosne (b) przy absorpcji $wiatla

przejicie sko§ne pokazane narys. 10b. W przypadku przejécia skosnego porcja energii
wymieniana pomigdzy gazem fotonowym a swobodnymi no$nikami jest pomniejszana
lub powigkszana o energi¢ fotonu uczestniczacego w tym przejéciu. Energia ta jest
jednak na tyle mala w poréwnaniu z energia emitowanego (lub generowanego) fotonu,
7e moze by¢ w pierwszym przyblizeniu pominigta. Na rys. 5 przejScia migdzypasmowe
zaznaczono liniami: Generacja par dziura—elektron oraz Rekombinacja promienista.

4.3. WYMIANA ENERGII POMIEDZY SWOBODNYMI NOSNIKAMI
A SIECIA

Przeplyw energii pomigdzy swobodnymi noénikami a siecia odbywa si¢ w wyniku
sderzen noénikéw z niedoskonaloéciami sieci krystalicznej czyli defektami i drgania-
mi sieci tworzacymi gaz fononowy. W warunkach rownowagi termodynamicznej
efekty tych zderzen bilansuja elektrony poruszajace sie swobodnie wewnatrz krysz-
tatu od zderzenia do zderzenia, ich ruch jest calkowicie chaotyczny a rozklad energii
zarbwno elektronéw jak i dziur jest opisany funkcja Fermiego— Diraca dla tem-
peratury gazu elektronowego T, rownej temperaturze sieci. Wielko§ciami charak-
teryzujacymi ten ruch sa $rednia droga swobodna /, czas relaksacji T, rowny
éredniemu czasowi swobodnego przebiegu pomigdzy dwoma kolejnymi zderzeniami
i rednia predko$¢ ruchu cieplnego 2.

Przeplyw energii pomigdzy siecia a swobodnymi no$nikami pojawia si¢ w momen-
cie zakltécenia przez czynniki zewngtrzne stanu réwnowagi termodynamicznej tzn.
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w momencie, gdy rozkiad energii swobodnych noénikéw przestaje byé okre§lony
przez funkcj¢ Fermiego —Diraca dla temperatury sieci. Czynnikiem takim moze byé
zmiana temperatury sieci lub, co si¢ czgsciej zdarza, zmiana koncentracji no§nikéw
lub ich energii wywolana przez strumieri fotonéw, zewnetrzne pole elektryczne badz
wstrzyknigcie dodatkowych nosnikéw.

4.3.1. PRZEJSCIA REKOMBINACYINE

PrzejScia rekombinacyjne wystgpuja w sytuacji gdy gestos¢ swobodnych no-
s$nik6w jest wigksza od gestodci rownowagowej wystepujacej w stanie rownowagi
termodynamicznej. Prowadza one do zaniku par dziura—elektron w wyniku
przejicia elektronu z poziomu energetycznego w pasmie przewodnictwa do poziomu
energetycznego w paSmie walencyjnym. Z uwagi na forme jaka przyjmuje energia
oddawana przez elektron mozna wyodrgbnié trzy rodzaje proceséw rekombi-
nacyjnych:

— rekombinacja promienista, w ktorej energia w calosci lub w wigkszej czeéci
jest przekazywana fotonom (sa to przej$cia miedzypasmowe oméwione w p.4.2.3.4),

— rekombinacja fononowa, w ktorej energia jest przekazywana fononom, czyli
sieci,

— rekombinacja Augera, w ktérej energia jest przekazywana trzeciemu noénikowi
ladunku.

W procesach rekombinacji fononowej mamy do czynienia z bezposrednim
przeplywem energii pomigdzy swobodnymi no$nikami a siecia, ktérego celem jest
przywrocenie rownowagi termodynamicznej. W sytuacji nadwyzki swobodnych
no$nikow ponad ggstosé rownowagowa, energia noénikéw jest przekazywana sieci
. W procesie rekombinacji czemu odpowiada na rys. 5 linia Rekombinacja fononowa.
W sytuacji odwrotnej, niedoboru swobodnych no§nik6w w stosunku do ich aktualnej
gestosci rownowagowej, wystapi odwrotny proces termicznej generacji nowych par
dziura—elektron kosztem energii sieci czemu odpowiada na rys. S linia Termiczna
generacji par dziura—elektron.

W procesach rekombinacji zderzeniowej Augera cala energia jest przekazywana
trzeciemu no$nikowi, jak to ilustruje rys. 11. Noénik ten przechodzi na poziom
energetyczny znacznie wyzszy od najwyzszego normalnie obsadzonego poziomu i jest
okreflany mianem goracego nosnika. Nie jest to sytuacja trwala i goracy nosnik
wraca w procesie relaksacji (por. rozdz. 4.3.2) na poziom energetyczny odpowiada-
jacy stanowi réwnowagi cieplnej gazu elektronowego. W procesie tym oddaje on
nadmiar energii w wyniku zderzen z gazem elektronowym oraz generacji fononéw
optycznych, jak to przedstawia rys. 11. Tak wigc, mimo ze w momencie zaniku pary
dziura —elektron na drodze rekombinacji zderzeniowej cala energia jest przejmowana
przez goracy nosnik, ostatecznie i tak trafia ona do sieci w wyniku relaksacji tego
nosnika. Z tego wzgledu ten przeplyw energii zaznaczono na rys. 5 linia Rekombinacji
Augera z galezia zwrotna reprezentujaca energi¢ oddawana no$nikom w zderzeniach
z gazem elektronowym.
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a) b)

Rys. 11. Rekombinacja Augera z prostym przejciem pasmo-pasmo: (a) zderzenie elektron-elek-
tron-dziura, (b) zderzenie dziura-dziura-elekiron

4.32. PROCESY RELAKSACYINE

W procesach relaksacyjnych nastgpuje wyréwnanie si¢ temperatur sieci T, i gazu
elektronowego T, bez zmiany koncentracji swobodnych no$nikéw, a jedynie w wy-
niku zderzen swobodnych no$nikéw z dgraniami sieci, domieszkami i innymi
defektami sieci. Efektem kazdego takiego zderzenia moze by¢ przeplyw energii
pomiedzy swobodnymi no§nikami a siecia. Jezeli T,=T,, tzn. wystgpuja warunki
rébwnowagi termodynamicznej, przeplywy te statystycznie kompensuja si¢, natomiast
jezeli T,< T, przewaza przeplyw energii od swobodnych no$nikéw do sieci i mamy
do czynienia z relaksacja no$nikéw. Jest oczywiscie mozliwy rowniez przypadek
odwrotny, gdy T.>T,, i wtedy bedzie przewazal przeplyw energii od sieci do
swobodnych noénikéw. Omoéwionym wyzej procesom wymiany energii pomigdzy
siecig a swobodnymi no$nikami odpowiadaja na rys. 5 linie Relaksacja oraz Przeplyw
energii od sieci do nosnikow.

T

w

RN

Rys. 12. Schematyczne przedstawienie proceséw relaksacii: 1 i 3 emisja fononu optycznego z réznymi
wektorami falowymi, 2-zderzenia goracego nosnika z gazem elektronowym [61]

W procesach relaksacji swobodne no$niki moga oddawa¢é swoja energi¢ nie tylko
w zderzeniach z siecig ale takze w wyniku zderzed z innymi no$nikami jak to
pokazano na rys. 12. Energia ta i tak zostanie ostatecznie przekazana sieci, o ile
bedzie tego wymagato dojécie do stanu réwnowagi, jednak z uwagi na duze znaczenie
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tego efektu w opisie elektrycznych wlasnosci struktury polprzewodnikowej zostal on
na rys. 5 przedstawiony oddzielnie w postaci linii Rozpraszanie — nosnik — nosnik
i jonizacja zderzeniowa.

PODSUMOWANIE

Przedstawiona praca jest poSwigcona zagadnieniom modelowania generacji ciepta
w przyrzadach pélprzewodnikowych. W Czgsci I pracy dokonano przegladu stoso-
wanych zwykle sposobow uwzglgdnienia rozpraszania ciepla w modelach termicz-
nych i elektrotermicznych przyrzadéw oraz przedstawiono opracowany przez autora
schemat przeplywu energii w strukturze potprzewodnikowe;j.

W rozdz. 2 oméwiono typowe modele z jednorodnymi zrédlami ciepla wraz
z przykladami wykorzystania ich do zamodelowania rozpraszania ciepla w r6znych
przyrzadach poélprzewodnikowych. Sa to modele proste, nie uwzgledniajace ztozo-
nego charakteru rozpraszania ciepla w przyrzadzie i, jak to wykazano w pracy,
nadaja si¢ one glownie do modelowania rozpraszania ciepta w stanach ustalonych
oraz w wolnozmiennych stanach przejsciowych.

W rozdz. 3 przedstawiono stosowane dotychczas dokladne modele generacji ciepla
wraz z drogami prowadzacymi do ich uzyskania. Modele te r6znia si¢ od siebie w sposob
istotny chociaz, zdaniem ich autoréw, kazdy z nich modeluje dokladnie przestrzenny
rozklad wydzielania ciepla w przyrzadzie polprzewodnikowym. W celu zweryfikowania
ich dokladnosci zaproponowano w rozdz. 4 schemat przeptywu energii w strukturze -
polprzewodnikowej, ktéry moze byé podstawa do pelnej analizy procesdéw wydzielania
ciepla w przyrzadzie polprzewodnikowym. Schemat ten jest przedstawiony na rys. 5.

Zgodnie z tym schematem zamiana na cieplo energii elektrycznej dostarczanej do
przyrzadu polprzewodnikowego nie odbywa si¢ bezpoSrednio ale ma charakter
procesu co najmniej dwuetapowego. Pierwszy etap odpowiada wymianie energii
pomiedzy polem elektrycznym i swobodnymi no$nikami, natomiast w drugim etapie -
nastepuje wymiana energii pomigdzy swobodnymi no§nikami i siecia czyli fononami.
Etapy te sa od siebie niezalezne i w kazdym z nich energia moze przeplywaé w obu
kierunkach. Z tego wzgledu nalezy zachowa¢ szczegblna ostrozno$¢ przy okreslaniu
funckji gestosci wydzielania ciepla, tak aby z jednej strony uwzglednié wszystkie
mechanizmy generacji ciepla ale z drugiej strony aby energia zwiazana z zadnym
z tych mechanizmo6w nie zostala w funkcji uwzgledniona. Wnioski wynikajace z tego
schematu zostaly wykorzystane w CzeSci II [21] do opracowania pelnego zestawu
wzoréw modelujacych wydzielania ciepla w przyrzadzie polprzewodnikowym we
wszystkich procesach uwzglednionych na schemacie.
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Z. LISIK
MODELLING OF HEAT GENERATION IN SEMICONDUCTOR DEVICES
PART I: ENERGY BALLANCE OF SEMICONDUCTOR STRUCTURE

Summary

In Part T of the paper a review of usually used to approaches heat dissipation in thermal and

electrothermal models of semiconductor devices is presented. Two groups of the models, with uniform
and nonuniform heat sources, respecti(vely, have been separated. A scheme of energy transfer inside of
the semiconductor structure, which permits to verify the accurance of the models, has been developed.
The scheme is used in Part II, to the develop of a set of heat dissipation functions which permits to verify
the up to date used heat generation models as well as to form new ones.
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CZESC II: FUNKCJE ROZPRASZANIA CIEPLA

W II Czeici pracy przedstawiono zbior funkcji rozpraszania ciepla w procesach
wymiany energii pomigdzy swobodnymi noénikami a siecig. Zbior ten moze by¢ wykorzys-
tany zaréwno do weryfikacji poprawnosci istniejacych juz modeli generacji ciepta jak
i tworzenia nowych modeli, odpowiednich dla przyjgtych modeli elektrycznych przyrzadu
potprzewodnikowego. Korzystajac z tego zbioru wykazano w pracy blgdnos¢ stosowanych
dotychczas tzw. ,,dokladnych” modeli generacji ciepla opisanych w Czesci I pracy. Przedys-
kutowano rowniez zakres stosowalnoci zbioru funkcji rozpraszania ciepla oraz przed-
stawiono sposoby tworzenia w oparciu o ten zbidr nowych modeli generacii ciepta.

1. WSTEP

W Czeéci I {1] dokonano przegladu stosowanych dotychczas sposobow modelo-
wania generacji ciepla w przyrzadach polprzewodnikowych oraz przedstawiono
schemat przeptywu energii w strukturze polprzewodnikowe]j uwzgledniajacy wszyst-
kie procesy wymiany energii. Zgodnie z tym schematem zamiana energii elektrycznej
dostarczanej do przyrzadu polprzewodnikowego na cieplo nie odbywa si¢ bezposred-
nio ale ma charakter procesu co najmniej dwuetapowego. Pierwszy etap odpowiada
wymianie energii pomigdzy polem elektrycznym i swobodnymi no$nikami, natomiast
w drugim etapie nastgpuje wymiana energii pomigdzy swobodnymi noénikami i siecia
czyli fononami. Etapy te sa od siebie niezalezne i w kazdym z nich energia moze
przeplywaé w obu kierunkach. Tak wiec, aby wyznaczy¢ funkcje ggstosci wydzielania
ciepla w strukturze polprzewodnikowej wystarczy uwzgledni¢ wszystkie procesy
wymiany energii pomigdzy swobodnymi no$nikami i siecia, a podstawa do tego moze
byé schemat przeplywu energii przedstawiony na rys. 5 w Czgéci I, na ktorym te
procesy sg wyodrgbnione.
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Korzystajac z tego schematu podjgto w tej czesci pracy probe utworzenia zbioru
funkcji pozwalajacych na okreslenie wielkosci mocy cieplnej rozpraszanej we wszys-
tkich procesach -ujetych na schemacie. W Czeéci I procesy wymiany pomiedzy
swodobnymi noénikami a siecig zostaly podzielone na procesy generacyjno-rekom-
binacyjne, w ktorych zmianie energii swobodnych noénikéw towarzyszy zmiana ich
koncentracji, oraz na procesy relaksacyjne, w ktérych zmiana energii swobodnych
nosnik6w jest jedynie wynikiem zderzen noSnikéw z fononami i defektami sieci.
- Podzial ten jest generalnie utrzymany takie w tej czgSci pracy, chociaz zupelne
rozdzielenie tych proceséw jest niemozliwe z uwagi na to, ze procesom rekombinacyj-
no-generacyjnym moga towarzyszyé efekty relaksacyjne, jak to ma np. miejsce
w przypadku rekombinacji Augera. Z tego wzgledu, aby uproscié sformutowanie
odpowiednich funkciji, te towarzyszace efekty zostaly uwzglednione bezposrednio
w rozdziale po§wigconym wyznaczaniu funkcji rozpraszania ciepta w procesach
rekombinacji. Z tych samych wzgledéw pozostala cze§é proceséw relaksacyjnych
- zostala podzielona na dwie grupy, dla ktérych odpowiednie funkcje gestosci roz-
praszania ciepla zostaly sformulowane oddzielnie w dwéch kolejnych rozdzialach.
Jedna z nich stanowia procesy relaksacyjne, w ktérych jest oddawana energia
kinetyczna zwiazana z predkoécia unoszenia, natomiast druga, tzw. efekty termoelek-
tryczne wywolane przemieszczaniem si¢ no$nikéw przez niejednorodna strukture
poélprzewodnikowa.

2. WYDZIELANIE CIEPLA W PROCESACH REKOMBINACII

- Rekombinacja obejmuje wszystkie procesy, w ktérych koncowym efektem jest
anihilacja pary dziura-elektron. Intensywno$¢ proceséw rekombinacyjnych jest zwyk-
le opisywana przez szybko$é rekombinacji R lub czas Zycia 71, ktore sa z sobg
powiazane zalezno$cia: '

dn n — n,

Tdt T 1

gdzie: n i n; sa odpowiednio, aktualng i rbwnowagowa koncentracja no$nikéw.
W kazdym akcie rekombinacyjnym swobodne no$niki traca energi¢ rOwna sumie
szerokosci przerwy zabronionej W, oraz energii kinetycznej, jaka posiadaja rekom-
binujace z soba elektron i dziura. Zakladajac, ze ta energia kinetyczna jest statys-

_An
_‘L'

t ¢y

tycznie rbwna fkT’ tzn. Sredniej energii swobodnych nosnikéw w pasmach, mozna

przyja¢, ze moc P oddawana przez swobodne no$niki w procesach rekombinacyjnych
jest rowna: -

P = R(W, + 3KT). @)

Z uwagi na form¢ jaka przyjmuje energia wyzwolona w procesie rekombinacji,
procesy te dzielg si¢ na procesy rekombinacji promienistej, rekombinacji fononowej
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oraz rekombinacji zderzeniowej zwanej tez czgsto rekombinacja Augera. Kazda -

z tych form rekombinacji ma swoja wlasna szybkos$¢ rekombinacji, odpowiadajacy
jej czas zycia oraz odpowiadajaca jej intensywnos§¢ rozpraszania energii. Uwzgled-
niajac to, caltkowita szybko$¢ rekombinacji R, calkowity czas zycia 7 oraz calkowita
moc P, wystepujace we wzorach (1) i (2), mozna przedstawic jako rowne:

.R = .Rp,. + Rf + ‘RA (3)
1 1 1 1

==+ =+ = )
T Tpr Tf T4

.P = Ppr + ‘Pf + ‘PA (5)

gdzie indeksy pr, f, i A odpowiadaja, odpowiednio, rekombinacji promienistej,
fononowej i Augera.

W procesach rekombinacji promienistej prawie cala energia jest przejmowana przez
gaz fotonowy i z tego wzgledu procesy te moga by¢é w modelach generacji ciepla
pominiete'. Zgodnie ze schematem przeplywu energii, fotony moga jednak, w wyniku
ich emisji przez strukture polprzewodnikowa, wynie§¢ poza obszar struktury energi¢
uzyskana od swobodnych noénikow. Jak to wykazano w [2], w przypadku dominacji
procesdw rekombinacji promienistej w diodzie p-n energia ta moze by¢ wigksza od
energii elektrycznej dostarczanej do diody w wyniku spolaryzowania jej w kierunku
przepustowym. W takiej sytuacji nalezy oczekiwaé wyrownania strat energii swobod-
nych noénikéw na drodze doplywu energii od sieci, a wigc ochtodzenia struktury. Efekt
taki byl doéwiadczalnie zaobserwowany w diodzie LED wykonanej z GaAs [3], jednak
w przypadku przyrzadéw pdlprzewodnikowych wykonanych z krzemu lub germanu
jest on do pominigcia z uwagi na pomijalnie maly wklad rekombinacji promienistej do
caloéci proceséw rekombinacyjnych (np. wSi stosunek R, /R wynosi ok. 107% [4]).

Zgodnie ze schematem przeplywu energii ciepto wydziela si¢ bezpoSrednio jedynie
podczas rekombinaciji fononowej, natomiast w procesie rekombinacji Augera energia
jest przekazywana prawie w calosci goracym nosnikom. Ostatecznie trafia ona jednak
do sieci w wyniku relaksacji tych no$nikow, a wigce jest rowniez zamieniana na cieplo.
Z tego wzgledu oba te procesy rekombinacyjne mozemy traktowaé jako procesy
generacji ciepla a odpowiadajace im skladniki wzoru (5) jako gestosci rozpraszania
ciepla w tych procesach. Zasadno$¢ takiego uproszczonego sposobu potraktowania
przeplywu energii wydzielanej podczas rekombinacji Augera bedzie jeszcze szerzej
przedyskutowana w dalszej czgsci rozdziahu.

2.1. REKOMBINACJA FONONOWA

Pojecie rekombinacji fononowej obejmuje wszystkie procesy, w ktérych kon-
cowym efektem jest przekazanie energii bezposrednio drganiom sieci. Najprostszym

. ! Jak to pokazano w Czegéci 1, rekonfbinacja promienista w polprzewodnikach ze skofng przerwa
energetyczna odbywa si¢ z udzialem fononu, a wigc wymianag energii z siecia. Jest ona jednak na tyle mala,
Ze mona ja pomingc.
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przypadkiem rekombinacji fononowej jest przejscie pasmo-pasmo z udzialem jednego
lub kilku fonondéw. Proces ten odgrywa podstawowa role¢ w materialach o malej
szerkoSci pasma zabronionego rzedu 0.2—0.3 eV [5]. Wynika to z ograniczen na
maksymalna energig, ktora mozna przekazaé powstajacemu fononowi. MoZze ona
by¢ najwyzej rowna tzw. energii Debya'a kTy, gdzie k — stala Bolzmana a Ty
— temperatura Debye'a [6].

W materialach o szerokosci pasma zabronionego wigkszej niz 0.5 eV dominujaca
rolg odgrywaja procesy rekombinacji poprzez poziomy energetyczne polozone
w pasmie zabronionym. Ich Zrédlem sa réznego rodzaju zakldcenia regularnosci sieci
krystalicznej wynikajace z niedoskonatosci proces6w technologicznych lub wprowa-
dzone do materialu celowo [7]. Nie wszystkie powstale w ten sposéb poziomy
energetyczne uczestnicza w procesach rekombinacji. Poziomy polozone blisko pasm
dozwolonych oddzialywuja tylko z blizszym pasmem a wychwycone nosniki po
krotkim pobycie na takim poziomie ulegaja ponownie cieplnemu wzbudzaniu do
pasma dozwolonego (rys. 1). Poziomy te nazywa si¢ poziomami przetrzymywania

Wo .
Poziomy
} przetrzymujgce

Wi dla elektronbéw

W, Poziomy
rekombinacji

W; S S Poziomy
przetrzymujqce
dla dziur

W,

Rys. 1. Podzial pozioméw dozwolonych w pasmie zabronionym na poziomy przetrzymujace i rekombinacji

a wytwarzajace je defekty centrami przetrzymywania lub pulapkami. Centra posia-
dajace poziomy dozwolone w glgbi pasma zabronionego sa zdolne do kolejnego
wychwytu elektronu z pasma przewodnictwa i dziury z pasma walencyjnego z jedno-
czesna ich rekombinacja. Centra te nosza nazwg¢ centrow rekombinacji a od-
powiadajace im poziomy, poziomow rekombinacji. Ze wzgledu na duza odleglosé
tych poziomoéw od pasm dozwolonych, powrotny przeskok cieplny jednego z nos-
nikoéw do pasma dozwolonego jest w tym przypadku malo prawdopodobny.

Duza odleglo$¢ pozioméw rekombinacji od pasm dozwolonych jest tez powodem
malego prawdopodobienstwa zajicia rekombinacji poprzez centrum z udzialem
jednego fononu. Proces ten wymaga zwykle jednoczesnego wytworzenia wigkszej
ilosci fononbéw jak to pokazano na rys. 2a. Zjawisko to nosi nazwg rekombinacji
wielofononowej i jest szerzej opisane w pracach [8,9].

Poczatkowo sadzono, Ze procesy rekombinacji wielofononowej odgrywaja decy-
dujaca rolg w takich materialach jak krzem czy german. Jednakze dokladne pomiary
przekroju czynnego na wychwyt dla réznych domieszek wykazaly duze rozbieznosci
pomigdzy wielko$ciami pomierzonymi a wyznaczonymi teoretycznie w oparciu
o Coulombowski model centrum. Doprowadzilo to do sformulowania modelu
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nowego procesu rekombinacyjnego z udzialem fonondéw, tzw. kaskady fononéw
[10—14]. Wymaga ona istnienia pewnej liczby wzbudzonych stanéw elektronowych
zwigzanych z danym centrum rekombinacji i sklada si¢ z serii kolejno nastepujacych
po sobie jednofononowych przejs¢ pomigdzy tymi stanami przy czym mozliwe jest
wystapienie w koncowym etapie przejs¢ wielofononowych (rys. 2b). Uwzglednienie
hipotezy kaskady fononow daje istotne zmniejszenie r6znic pomiedzy wynikami
doswiadczalnymi a teoretycznymi, ale jak wykazaly dokladne obliczenia [14], po-
wstanie wymaganych przy kaskadzie stanow wzbudzonych jest w pewnych przypad-
kach niemozliwe.

a) b) ‘
We ——— W
M __—JkT KT
—— [
Wi —F—
Wiy ———
Wy ——
Wi Wi ——

Rys. 2. Rekombinacja wielofononowa (a) i rekombinacja poprzez kaskad¢ fononéw (b) (W,, — poziom
stanu podstawowego centrum, W,; — poziomy jego stanéw wzbudzonych)

W literaturze postuluje si¢ jeszcze inne mechanizmy rekombinacji fononowej takie
jak np. przejScia mieszane [15,16] (rys. 10b w Czgsci I), czy przejscia wielofononowe
z udzialem relaksacji sieci [17,18]. Wszystkie te modele ttumacza szereg obser-
wowanych do§wiadczalnie zjawisk, w miarg postgpu badan ulegaja one kolejnym
zmianom i modyfikacja, ale w dalszym ciagu nie daja calosciowego opisu procesow
zwigzanych z rekombinacja fononowa. Dla celé6w praktycznych takie calosciowe
ujecie proces6bw rekombinacji poprzez centra rekombinacyjne daje statystyczny
model zaproponowany przez Shockley'a i Reada [19] oraz Halla [20], zwany czgsto
w literaturze modelem SRH. Nie wnikajac w mechanizmy przej$¢ pozwolil on na
wyznaczenie wzordéw (6) i (7) okreslajacych, odpowiednio, szybko§¢ rekombinacji
i czas zycia odpowiadajace poziomowi rekombinacji o energii W,.

np — n?
R, = . (6)
! T + 1) + 1,0(p + py)
_ . no+n1+An+Tpo+p1+An %)

= Pn, + p, + 4n "n, + p, + 4n

gdzie: "6 ip, — koncentracje rownowagowe elektronéw i dziur,
An — koncentracja nadmiarowa (4dn=A4p)
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T,0 = (N,C,)”! — stala uwzgledniajaca gestoS¢ centrow rekombinacyjnych N,
i prawdopodobiefstwo wychwytu dziury C,
7,0 = (N,C,)”1 — stala uwzgledniajaca gestoSC centr rekombinacyjnych N, i praw-
dopodobieastwo wychwytu elektronu C,

n, i p, — stale okreslone wzorami:

W, - W\ . W, — W
n, = N,exp('T) i p, = N,,exp(T—').

Wzor (7) dla warunkow niskiego i wysokiego poziomu wstrzykiwania mozna
uproscié, odpowiednio, do postaci:

n, + n Py, + Py

T, =1 + 7 €]
I PO no + po no no + Po

Ty = Tpg + Tngs ®

Wzory (8)—(9) maja te zaletg, ze okreSlone przez nie wielko§ci mozna zmierzyC
do$wiadczalnie i na tej podstawie wyznaczy¢ parametry wzorow (6) — (7). Wykorzystali
to Cornu, Sitting i Zimmermann [21] dla do$wiadczalnego zweryfikowania modelu SRH
w stabo domieszkowanych bazach struktur pnp i pnpn. Wykonane przez nich pomiary
czasu zycia dla $zerokiego zakresu zmian poziomu wstrzykiwania wraz z aproksymujaca
krzywa wyznaczona w oparciu o wzor (7) przedstawia rys. 3. Uzyskana zgodnos¢

a) b)
T{nsl]
1000
T (ps] 800l /
201+ =
5 6001
10+ 400k
()
| 1 1 ]
0O 011 "t 1|0 Ao 2000,01 0 1 10 4an
Ny Ny

Rys. 3. Zaleznosé czasu zycia od stosunku nadmiarowej ggstosci nosnikéw do gestosci réwnowagi
w temperaturze 300 K: (a) probka pnp p,=280 Qcm, (b) probka pnpnvp,,=126 Qcm [21]

punktéw pomiarowych z krzywa teoretyczna jest prawie idealna. Pozwala to na przyjecie
zaloZenia, ze w krzemie szybko§¢ rekombinacji fononowej R, jest z wystarczajaca
dokladnoécia opisana przez statystyczny model rekombinacji fononowej SRH.

2.2 REKOMBINACJA AUGERA

Rekombinacja Augera obejmuje wszystkie procesy zderzeniowe, ktorych efektem
jest zanik pary dziura-elektron. Najprostszym z nich jest proste przejicie pas-
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mo-pasmo w wyniku zderzenia trzech noSnikéw. Matematyczny opis tego procesu
dla materialéw polprzewodnikowych z prosta przerwa energetyczna podali Beattie
i Landsberg [22],a Huldt [23] uogélnil go na materialy ze skoéna przerwg
energetyczng. Doswiadczalna weryfikacja wynikajacych z ich prac wnioskow,
a w szczegdblnosci brak potwierdzenia wyraznej zalezno§ci czasu zycia od temperatury
oraz wystgpowania progu energetycznego dla elektronéw [24 —26], wskazuje na
stosunkowo niewielki udzial tego procesu w calofci procesow rekombinacji zderze-
niowej. W tej sytuacji niektorzy autorzy postulowali przyjecie za dominujacy proces
rekombinaciji zderzeniowej przejScia z udzialem centr pulapkowych [24,25,27]. Ostat-
nie prace eksperymentalne wskazuja jednak wyraznie, Ze podstawowym procesem
rekombinacji zderzeniowej jest przejécie pasmo-pasmo z udzialem fononu optycznego
[26,28 —31].

Rekombinacja Augera w krzemie moze by¢ traktowana jako oddzialywanie
elektron-elektron-dziura lub elektron-dziura-dziura, w wyniku ktérego nastgpuje
rekombinacja pary dziura-elektron z jednoczesnym przekazaniem prawie calej energii
trzeciemu noénikowi. Nofnik ten przechodzi na poziom energetyczny znacznie
wyzszy od najwyzszego, normalnie zajetego poziomu w stanie rownowagi cieplnej,
i jest okreslany mianem goracego noSnika. Z punktu widzenia wlasnodci elektrycz-
nych pdlprzewodnika proces rekombinacji zderzeniowej konczy si¢ z chwila zaniku
pary dziura-elektron, co daje odpowiednia zmiang ggstosci swobodnych noénikéw
w paémie walencyjnym i pasmie przewodnictwa. Nie jest to jednak koniec procesu
przekazywania energii. Dalszym jego etapem jest powrdt goracego nosnika na
poziom energetyczny odpowiadajacy stanowi réwnowagi cieplnej. Odbywa si¢ to
w procesie relaksacji podczas, ktorego goracy noénik oddaje nadmiar energii na
drodze zderzed z gazem elektronowym oraz emisji fononow optycznych?, jak to
przedstawiono. w Czgsci I na rys. 12.

Jak to juz weze$niej powiedziano, cala energia wydzielona w procesie rekombinacji
zderzeniowej jest ostatecznie przekazywana sieci. Moze to, jednak, nastapi¢ w innym
miejscu i czasie niz zanik pary dziura-elektron. Stwarza to w pewnych przypadkach
konieczno$§é uwzglednienia w bilansie energetycznym czasu relaksacji okreslajacego
czas zycia goracych no$nikow. W najczescie] spotykanych warunkach pracy przyrza-
déw pétprzewodnikowych i przy gestosciach nosnikow odpowiadajacych pojawieniu
sic rekombinacji Augera czas relaksacji w takich materialach jak Si czy GaAs jest
rzedu 1071210711 5 [7,32,33]. Biorac pod uwage, ze goracy nosnik moze poruszaé
si¢ z predkoscia nie wigksza niz jego predkoéé termiczna, ktora w temperaturze 300
K jest rzedu 10® mm/s., moze on w tym czasie przebyé drogg rzedu 1 ym. Poniewaz
rbwniez czas zycia rekombinacji Augera 7, jest o kilka rzedéw wigkszy od czasu
relaksacji, mozna w przyrzadach wykonanych z tych materialéw zaniedbaé efekt
magazynowania i transportu energii przez gorace no$niki i zalozy¢, ze w procesie
rekombinacji zderzeniowej energia jest bezzwlocznie przekazywana sieci.

Dla rekombinacji zderzeniowej zaproponowano, analogicznie jak dla rekom-
binacji fononowej, pewien model statystyczny wychodzac z zaloZenia, ze praw-

2 W niskich temperaturach moze takze wystapic oddzialywanie goracych noSnikow z domieszkami.
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dopodobieristwo zderzenia potrdjnego jest proporcjonalne do iloczynu gestosci
uczestniczacych w nim no$nikéw. Uzyskano w ten sposéb bardzo prosty wzor
opisujacy szybkos¢ rekombinacji Augera:

Ry = Cua(n®p — g pg) + C.p(np? — n3 p3) (10)
Wspblezynniki C,, i C,, oraz C,=C,,+C 4p Dyly wyznaczane dla krzemu przez
réznych autoréw zaréwno na drodze teoretycznej jak i doswiadczalnej a uzyskane
przez nich wyniki sg zebrane w Tabeli 1.

Tabelal

Stale rekombinacji Angera w krzemie

Car Car Ca Rok Zrédlo
cmS sek 1

. - 5.1 10730 1967 [28]
2.10732 C.. - 1971 [23]

- - 2.10°31 1971 [30]

- - 210731 1972 [29] -
1.710731 1210-31 2910731 1973 [34]
2.8 10731 9.9 10731 131031 1977 [35]
2310731 . - 1978 [31]

Pewna weryfikacja takiego opisu proceséw rekombinacji w krzemie moga by¢
przeprowadzone przez Kraussego [36] pomiary czasu zycia w §rodkowym, nasyco-
nym obszarze przewodzacych diod i tyrystor6w. Na rys. 4 przedstawiono poréwnanie
uzyskanych przez niego krzywych -z teoretyczna linia 1,=(C n3)"1 dla
C4=2.9%10731cmS5s ™! (poz. 5 w Tabeli I). Wskazuje ono wyraznie na rekombinacje
Augera jako na proces dominujgcy przy duzych gestosciach swobodnych no$nikéw.

Tlys)
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Rys. 4. Zaleino$¢ czasu zycia w ,,zalanym” obszarze n-bazy tyrystora od Sredniej ggstosci nosnikéw w tym
obszarze: krzywe 1 — 3 odpowiadajg trzem r6znym probkom, linia 4 przedstawia zalesnosé teoretyczna [36]
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Mozna wiec przyjad, ze w krzemowych przyrzadach pélprzewodnikowych szybkosé
rekombinacji R wystepujaca we wzorze (2) jest okreslona przez sum¢ fononowej
i Augerowskiej szybkosci rekombinacji, przy czym o jej wartosci dla malych gestosci
noénikéw, nie przekraczajacych 1016—1017 cm™3, decyduja procesy rekombinacji
fononowej natomiast dla duzych gestosci no$nikow procesy rekombinacji Augera.

3. WYDZIELANIE CIEPLA W PROCESACH RELAKSACII

Rozdzial ten jest poéwigcony jedynie takim procesom relaksacji, w ktorych
swobodne nofniki przekazuja sieci energi¢ zwiazana z predkoscia unoszenia. W wa-
runkach réwnowagi termodynamicznej elektrony poruszaja si¢ chaotycznie od
zderzenia do zderzenia z predkoscia réwna predkosci ruchu cieplnego v, ale ich
§rednia predko$é jest réwna zero. Pojawienie si¢ czynnika zewnetrznego, np.
zewnetrznego pola elektrycznego, powoduje zmiang rozkladu predkosci w wyniku
nalozenia sie na chaotyczny ruch cieplny uporzadkowanego ruchu unoszenia i teraz
predkosé kazdego elektronu jest rtowna wektorowej sumie predkoéci ruchu cieplnego
i unoszenia:

D= B+ 7 (11

Powoduje to wzrost wartoéci Sredniej predkosci oraz wzrost Sredniej energii elektro-
néw. Rozklad energii elektronéw jest teraz opisany przez pewna funkcje rozkiadu
f,(W), ktéra nie pokrywa si¢ z funkcja rozkltadu Fermiego-Diraca f (W) od-
powiadajaca temperaturze sieci. Tak wigc temperatura elektronéw jest inna niz
temperatura sieci i pojawiaja si¢ procesy relaksacyjne, w ktorych elektrony traca
sktadowa unoszenia v, swojej predkosci, dazac do zrownania swojej temperatury
z temperatura sieci. W procesach tych nadmiar energii jest przekazywany sieci
w wyniku zderzen, czyli tzw. rozpraszania nosnikow. W strukturze poélprzewod-
nikowej wystepuje szereg niezaleznych, konkurencyjnych w stosunku do siebie,
mechanizméw rozpraszania takich jak:

— rozpraszanie na fononach akustycznych (tzw. rozpraszanie sieciowe),

— rozpraszanie na fononach optycznych (tzw. rozpraszanie optyczne),

— rozpraszanie na domieszkach zjonizowanych,

— rozpraszanie na domieszkach neutralnych,

— rozpraszanie na dyslokacjach.

W przypadku zaniku czynnika zewnetrznego proces dochodzenia do stanu
réwnowagi jest opisany typowym rownaniem wykladniczym:

n = nyexp(—1tz,) : (12)
w ktorym stala 7, nosi nazwg czasu relaksacji i jest rowna $redniemu czasowi

swobodnego przebiegu. Czas relaksacji 7, opisuje relaksacj¢ poprzez zderzenia
o charakterze izotropowym. Charakter taki maja zderzenia z fononami, ale nie

‘mozna tego powiedzie¢ np. o rozpraszaniu na jonach domieszek. Aby moc opisac

rownaniem typu (12) kazdy proces relaksacji wprowadzono tzw. efektywny czas
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relaksacji ,, okreslajacy $rednia drogg swobodna dla calkowitego zaniku skladowej
unoszenia predkodci. Jest on wielkoscia wypadkowa uwzgledniajaca wszystkie
procesy rozpraszania i jest opisany wzorem:
1 $
T,

i=1

L a3
Ter,

Jezeli stan braku réwnowagi termodynamicznej wywolany czynnikiem zewngtrznym
utrzymuje si¢, proces relaksacji nie moze si¢ zakoriczyé i powstaje pewien stan
quasi-ustalony okreélony przez pewna érednia wartosé predkosci unoszenia v,. Wielkoéé
ta okresla zaréwno stopien braku réwnowagi pomiedzy swobodnymi noénikami i siecia,
jak i wielko$¢ energii, ktora musi by¢ dostarczana no$nikom dla podtrzymania tego stanu
~ nierbwnowagi, i ktora nastgpnie jest przekazywana sieci w procesach relaksacyjnych.
Wielkosci tej energii wyznaczamy wychodzac ze zwykle przyjmowanego zalozenia, ze
rozklad predkosci ruchu cieplnego jest izotopowy, zmiany predkosci unoszenia wywolane
czynnikiem zewngtrznym (w naszym przypadku bedzie to stale pole elektryczne E) sa
liniowe a elektron podczas zderzenia traci cala energic zwigzana ze skladowa unoszenia.
Dla takich zalozen energia oddawana przez elektron podczas zderzenia jest réwna:

muy,,>
2

gdzie v,,,=22, jest skladowa predkosci unoszenia w momencie zderzenia. Uwzgled-
niajac, ze gesto§¢ elektronéw pasma przewodnictwa uczestniczacych w procesach
relaksacji jest rowna 7, a §redni czas pomiedzy dwoma zderzeniami jest réwny
czasowi relaksacji 7., mozemy opisaé gestoéé mocy rozpraszanej przez elektrony
w procesach relaksacji wyrazeniem:

w,=W,

. ep — Wa = = 2my?, 14)

2nmuy?

D= 15)

Ter

lub, biorac pod uwagg, ze przy przyjetych zalozeniach czas relaksacji 7, jest zwigzany
z ruchliwoscia u zaleznoécia: :

Zmuy
Ttr = —q— . (16)

wyrazeniem:

gno2 |
= LA n I/u _— = Jez p (1 7)
p= L (gna) = e,
Wzbr (17) opisuje rozpraszanie energii w procesach relaksacyjnych dla przypadku,
gdy jedynymi swobodnymi noénikami sg elektrony pasma przewodnictwa. Jezeli
uwzglednimy, Ze w polprzewodniku, obok elektronéw pasma przewodnictwa, wy-
stepuja takze dziury pasma walencyjnego, to wzér (17) przyjmie postac:

P =Jp = J*(q(p, + pu,)? 18)
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Wzbr (18) jest znang z elektrotechniki odmiana wzoru opisujacego tzw. straty
omowe. Jego cecha szczegblna jest to, ze nie zawiera on wielkosci opisujacych pole
elektryczne, a jedynie gesto§é pradu J, ktéra jest zwiazana z predkoScia unoszenia,
oraz rezystywno$¢ p, bedaca pewna stala materialowa charakteryzujaca procesy
rozpraszania w danym punkcie struktury polprzewodnikowej’. Cecha ta jest bardzo
istotna z punktu widzenia opisu rozpraszania mocy w strukturze poélprzewodnikowej,
poniewaz, jak pokazano w Czeéci 1, zmiany wielkosci okreslajacych pole elektryczne
opisuja jedynie wymiang¢ energii pomiedzy polem elektrycznym a swobodnymi
noénikami i w ogdlnym przypadku moga nie mie¢ nic wspdlnego z rozpraszaniem
energii w procesach relaksacji.

4. PRZEPLYW CIEPLA W ZJAWISKACH TERMOELEKTRYCZNYCH

W Tabeli 2 przedstawiono obrazowo wszystkie efekty termoelektryczne, kt6re
moga wystepowaé w strukturach polprzewodnikowych [37—39]. Sa to:

Tabela2
Efekty termoelektryczne
Efekt Schemat Warunki Wzér
A
Seebecka T1 = 'I‘2 T
T, oT,, 2
3 J = U= [ oapdT
T
Peltiera %p T, =T Q, =N, J
1 1= T2 p = M
—°=
J
Thomsona < : 1 Q’1' - 'l'1 # Tz Q’l' = TTJ grad T
l - 2 J =
J

— Efekt Seebecka — polegajacy na powstaniu napigcia na styku dwoch
materiatéw A i B w przypadku gdy temperatury T, i T, stykéw pomigdzy tymi
materialami sa rbine. Wielko§é tego napigcia charakteryzuje wspolczynnik

3 Rezystywno$é p jest zalezna od aktualnej gestosci nosnikow i aktualnej wartosci ruchliwosci w danym
punkcie struktury polprzewodnikowej, tak wige moze przyjmowaé rézne wartoSci w réznych obszarach
struktury oraz moze ulegaé zmianom wywolanym zmianami warunkdéw pracy przyrzadu polprzewod-
nikowego.
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Upp=0,—0p, gdzie o, i ay — bezwzgledne termo-SEM okreSlajace wlasnosci,
odpowiednio, materiatlu A i B. _

— Efekt Peltiera — polegajacy na wydzielaniu lub pochlanianiu ciepla na styku
dwéch przewodnikbéw przy przeplywie przez ten styk stalego pradu elektrycznego.
Wielko$§¢ rozpraszanego (pochlanianego) ciepla jest okreslona przez wspélczynnik
Peltiera IT 5. Jest on zalezny od rodzaju stykajacych si¢ materialéw i mozna go
przedstawi¢ w postaci II =11, —IT,, gdzie II, i II; — wspolczynniki Peltiera
okreslajace, odpowiednio, wlasnoSci materialu A i B.

— Efekt Thomsona — polegajacy na wydzielaniu lub pochlanianiu ciepla w czasie
przeplywu pradu przez przewodnik, w ktoérym istnieje gradient temperatury. Wiel-
kos¢ wydzielanego (pochlamanego) ciepla jest okreslona przez wspolczynnik Thom-
sona tr.

Przedstawiony wyzej opis efektéw termoelektrycznych stanowi ich makroskopo-
wy obraz widziany niejako z perspektywy zaciskdw przyrzadu i nie moze byé
wprowadzony bezposrednio do mikroskopowego modelu generacji ciepla. Wymaga
to odmiennego, mikroskopowego opisu tych efektow. Opis taki zostanie przed-
stawiony w dalszej czeSci rozdzialu przy uwzglednieniu nastepujacych zalozefi:

1. przeplyw energii w zjawiskach termoelektrycznych moze odbywacé si¢ jedynie
na drodze wymiany energii pomigdzy siecia i swobodnymi nosnikami oraz pomiedzy
swobodnymi nos$nikami i polem elektrycznym

2. elektrony i dziury w strukturze polprzewodnikowej znajduja sie w rOwnowadze
cieplnej z siecia

3. zmiany w modelu pasmowym wywolane przeplywem pradu unoszenia sa
~ pomijalnie male 7

4. zjawiska termoelektryczne z punktu widzenia ich charakteru moga by¢ po-
dzielone na zjawiska izotermiczne (T = comnst.) oraz zjawiska wywolane gradientem
temperatury (grad T £0)

5. zjawiska termoelektryczne z punktu widzenia ich miejsca w modelu moga by¢
podzielone na zjawiska powierzchniowe i objgtosciowe.

4.1. TERMOELEKTRYCZNE ZJAWISKA IZOTERMICZNE |

Termoelektryczne objgtoSciowe zjawiska izotermiczne wystepujace we wnetrzu
struktury potprzewodnikowej zostana omoéwione w oparciu o pasmowy model
polprzewodnika przedstawiony na rys. 5. Zgodnie z nim, calkowita energia elektronu
w pa$mie przewodnictwa W, jest suma jego energii potencjalnej W,,,, ktora jest
okreslona przez potozenie krawedzi pasma przewodnictwa, oraz jego energii kinety-
cznej Wy,. Energia kinetyczna poszczegdlnych elektronéw moze by¢ rozna ale jej
warto$§¢ $rednia, okre§lona zgodnie z zasada ekwipartycji energu wzorem (22), jest
zalezna jedynie od temperatury.

3
Wkin = sz (22)
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Rys. 5. Model pasmowy polprzewodnika niejednorodnego w stanie rownowagi termodynamicznej

Elektrony uczestniczace w przeplywie pradu elektrycznego J, poruszaja si¢
z pewna §rednia predkoscia unoszenia z,. Z uwagi na niejednorodno$¢ struktury
powoduje to zmiany ich energii potencjalnej W, — W, i w konsekwencji, przy stalej
warto§ci W, zmiany ich energii kinetycznej. Jest to roéwnowazne zachwianiu
robwnowagi cieplnej pomiedzy elektronami i siecig. Sytuacja ta nie jest trwala
i elektrony w wyniku zderzeh z fononami uzyskuja ponownie wielkosci energii
kinetycznej odpowiadajace warto$ci Sredniej (22). Procesowi temu towarzyszy prze-
plyw energii pomiedzy elektronami i siecia, a wigc wydzielenia lub pochlanianie
ciepla.

Jezeli elektrony oddzialywuja jedynie z fononami a szybko$¢ unoszenia jest na
tyle mata, ze elektrony w kazdym momencie sg w rownowadze cieplnej z siecia to
wielko§¢ wydzielonego (pochlonigctego) ciepla jest jednoznacznie okreSlona przez
zmiany energii potencjalnej elektronéw. Ggsto$¢ rozpraszanego (pochlanianego)
ciepta w wyniku przeptywu pradu elektronowego J, jest rtowna w tym przypadku:

1_dw
Py, = —J . 23
Pe q e dx ( )
Uwzgledniajac takze prad dziurowy otrzymamy:
1/ dw dwy,
= —{J,—/— — . - (24
PPU q<Je dx + Jh dX) ( )

Wzér (24) opisuje objetosciowe wydzielanie ciepta wywolane przeplywem pradu
przez niejednorodny pOlprzewodnik znajdujacy si¢ w stalej temperaturze. Przy
zalozZeniu 3 jest to wydzielanie wywolane jedynie efektami termoelektrycznymi, jezeli
natomiast zrezygnujemy z tego zaloZenia, wzér ten bedzie opisywal zaréwno
wymiane ciepla w efektach termoelektrycznych jak i rozpraszanie ciepla wywolane
przeplywem pradu unoszenia.

Gry w modelu pasmowym, w wyniku zmiany polozenia krawgdzi pasm wzgledem
poziomu Fermiego, wystgpuje zmiana typu polprzewodnika, wzor (24) opisuje efekt
Peltiera na zlaczu p-n. Efekt ten jest generalnie efektem objetosciowym jednak
w pewnych przypadkach, np. gdy w modelu elektrycznym zlgcze jest traktowane jako
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plaszczyzna, moze by¢ potrzebna interpretacja tego efektu jako efektu powierzch-
niowego. Interpretacja taka zostanie podana przy omawianiu powierzchniowego
efektu Peltiera na styku metal-polprzewodnik.

Z uwagi na skokowy charakter styku metal-polprzewodnik, mamy na nim do
czynienia z termoelektrycznym powierzchniowym zjawiskiem izotermicznym, o ile
transport energii przez gorace nosniki, jak to wczeSniej zalozylismy (zalozenie 2), jest
do pominigcia. Zjawisko to zostanie omowione w oparciu o przedstawiony na rys.
6 model pasmowy diody p-n spolaryzowanej w kierunku przewodzenia. Dioda ta
posiada zlacze skokowe a jej kontakty metal-polprzewodnik sa idealne. Dodatkowo,
przyjeto dla niej, ze calé napigcie U polaryzujace diode jest odtozone na warstwie
ladunku przestrzennego zlacza, szerokosS¢ tej warstwy jest pomijalnie mata, a wigc
efekty na ztaczu moga by¢ traktowane jako plaskie, a nosniki w calym obszarze sa
praktycznie w stanie rownowagi termodynamicznej z siecia.

| {
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|
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de T | P
| | }
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W, | -

- Fn r \ el :\ | k_:l_ep
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Rys. 6. Model pasmowy diody p-n spolaryzowany w kierunku przewodzenia

Przyjecie powyzszych zalozed pozwala na sprowadzenie wszystkich procesow
wymiany energii pomigdzy swobodnymi no§nikami a siecig w rozwazanej diodzie do
trzech powierzchniowych proceséw odbywajacych sig, odpowiednio, w plaszczyZnie
zlacza p-n oraz w plaszczyznach kontaktéw metal-potprzewodnik m-n i m-p. Przez
diode ta plynie prad J posiadajacy w kazdym punkcie skladowa elektronowa J,
i sktadowa dziurowa J, utworzone, odpowiednio, przez strumien elektronéw plynacy
od kontaktu m-n do kontaktu p-m oraz strumieni dziur plynacych od kontaktu m-p
do kontaktu n-m. Strumienie te napotykaja na swojej drodze trzy bariery potencjalne,
po przekroczeniu ktorych ulega istotnym zmianom ich energia potencjalna W,,.
Poniewaz zalozyliSmy, Zze w kazdym punkcie nosniki sa w stanie rownowagi
termodynamicznej z siecia (zaloZenie 2), a co za tym idzie ich energia kinetyczna jest
stala i okre§lona przez réwnanie (22), te zmiany energii potencjalnej maja charakter
skokowy i moga odbywacé si¢ jedynie kosztem wymiany energii z siecig. I tak, jak to
pokazano pogladowo na rys. 6, elektrony tworzace prad J, musza powigkszy¢ swoja
energic kosztem sieci (chlodzenie) przechodzac kolejno przez styk m-n i p-n by
nastepnie oddaé nadmiar energii (grzanie) na styku m-p, natomiast dziury tworzace
prad J, powickszaja swoja energi¢ (chlodzenie) przechodzac przez styk m-p i p-n
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a oddaja nadmiar energii (grzanie) na styku m-n. Jezeli uwzglgdnimy, Ze no$niki
opuszczajace krysztal polprzewodnikowy poprzez kontakt maja nieco wigksza
energi¢ kinetyczna, réwna 2kT [38], to wielkoS¢ mocy rozpraszanej (pochtanianej)
na styku metal polprzewodnik i na zlaczu p-n bedzie okreslona, odpowiednio
wzorami:

1
Pprs = (L. (W, — W + 2KT) = J,(Wp — W, + 2kT)) = (259
J b4
= ;(an + kT (lnjv% + 4a — 2)), (25b)
Ppp = -J(Vp — 1), 26)

gdzie: p, — koncentracja réwnowagowa dziur, N, — efektywna gestos¢ stanow
pasma walencyjnego, W, — przerwa energetyczna, Vp — potencjal dyfuzyjny,
a=J,/J.

Wartoéé mocy okreslonej przez wzory (25) i (26) moze przyjmowaé zarOwno
wartoéci dodatnie (grzanie) jak i ujemne (chlodzenie). Nalezy podkrefli¢, ze znak ten
nie wynika bezposrednio ze sposobu polaryzacji diody ale jest zalezny réwniez od
wiasnoéci samej diody co zostalo bardziej szczegblowo pokazane w [43]

4.1. TERMOELEKTRYCZNE ZJAWISKA NIEIZOTERMICZNE

Termoelektryczne zjawiska nieizotermiczne zostana oméwione w oparciu o pas-
mowy model péiprzewodnika przedstawiony na rys. 7. Niech w p6lprzewodniku tym
plynie strumien elektronéw od x, do x,. Zgodnie z (22) $rednia energia kinetyczna

Rys. 7. Model pasmowy polprzewodnika w warunkach nieizotermicznych
elektroné6w w wyniku tego przejScia powinna wzrosnac o Ek(T ,—T,). Poniewaz

elektrony w kazdym punkcie swojej drogi znajduja si¢ w stanie rownowagi cieplnej
z siecia, strumieniowi temu towarzyszy wydzielanie lub pochlanianie ciepla z objgtos-
ciowa gestoscia rowna:
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dW,,  3kdT
Pr=J— = = 55'&;-@ @7

Uwzgledniajac, ze prad posiada skladowa elektronowa i dziurowa mozna (27)

przedstawi¢ w postaci: _
3k dT

dx

Wzor (28) opisuje przestrzenny rozklad rozpraszania (pochlaniania) ciepla w pro-
cesach odpowiadajacych efektowi Thomsona. Nalezy zaznaczyé, ze w wigkszosci
przyrzadow polprzewodnikowych procesy te maja pomijalnie maty udzial w ogdlnym
bilansie rozpraszania ciepla, poniewaz w normalnych warunkach pracy, z uwagi na
wymogi bezpieczefistwa, wystgpuja w nich zaréwno stosunkowo niewielkie gradienty
temperatury jak i gestosci pradow?. Udzial ich moze jednak staé si¢ istotny
w bilansach energetycznych przyrzadow pracujacych przy duzych gestosciach pradu
takich jak np. elektroluminescensyjne diody Barrusa, lasery czy diody mikrofalowe
[40—42] '

5. TWORZENIE MODELI GENERACIJI CIEPLA

W poprzednich rozdzialach zostaly przedstawione procesy, w ktdrych jest
rozpraszane lub pochlaniane cieplo oraz utworzono zbidr funkcji pozwalajacy na
okreslenie rozpraszanej (pochlanianej) w nich mocy. Zbiér ten, wraz ze schematem
przeplywu energii utworzonym w Czgéci I (rys. 5), moze byé wykorzystany zar6wno
do oceny dokladnosci stosowanych dotychczas modeli generacji ciepla jak i do
tworzenia nowych modeli, odpowiednich dla przyjetego opisu wlasnoéci elektrycz-
nych przyrzadu polprzewodnikowego.

Poréwnujac uzyskane wzory z podanymi w' CzeSci I wzorami (3) i (8), od-
powiadajacymi modelom generacji ciepla zaproponowanym przez Shockley’a i Saha
oraz Navona i Adlera, mozna stwierdzic, ze:

— skltadniki wzoru odpowiadajacego modelowi Shockley’a—Saha, nie posiadaja
swoich odpowiednikoéw we wzorach uzyskanych w tej czesci pracy ani tez nie mozna
dla nich znalez¢ odpowiadajacych im drég przeptywu energii na schemacie przeptywu
energii podanym w Czgsci I. Wynika to ze sposobu w jaki wzdér ten zostal
wyznaczony. Jest on mianowicie efektem formalnych matematycznych przeksztalcen
wychodzacych z prawdziwego zalozenia, Ze moc rozpraszana w diodzie jest rowna
iloczynowi UJ. W oparciu o takie przeksztalcenia mozna jednak uzyskaé wiele funkcji
okre$lajacych objetosciowa gestos¢ rozpraszania mocy w zaleznoéci od dodatkowych
zaloZen przyjetych podczas wyprowadzenia. Niestety, przyjete w przypadku modelu

* Przeprowadzone obliczenia testowe wykazaly, ze w typowej diodzie krzemowej, przy gradiencie
temperatury rzgdu 2000K/cm, wielkod¢ mocy rozpraszanej (pochlanianej) w tym efekcie jest okolo 2 rzedy
mniejsza od towarzyszacych mu strat omowych.,
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- Shockley’a — Saha zalozenie, ze w diodzie mamy jedynie do czynienia z wydzielaniem

ciepla, okazalo si¢ nieprawdziwe, poniewaz moga W niej réwniez wystgpowaé
wewnetrzne przeplywy energii zwiazane z wymiana energii pomiedzy siecig i swobod-
nymi noénikami w procesach rekombinacji i w efektach termoelektrycznych.

— wzbr odpowiadajacy modelowi Navona—Adlera posiada dwa skladniki,
rekombinacyjny i tzw. ,potencialowy”, ktbre posiadaja swoje odpowiedniki we
wzorach uzyskanych w tej czesci pracy. W skladniku rekombinacyjnym nie uwzgled-
niono w nim wprawdzie §redniej energii kinetycznej rekombinujacych no§nikéw, ale
nie powinno to wprowadzaé istotnie duzych réznic w oszacowaniu wielkosci mocy
rozpraszanej w procesach rekombinacyjnych. Istotna wada tego modelu jest nato-
miast ograniczenie si¢ jedynie do proceséw wymiany energii we wnetrzu struktury
pblprzewodnikowej. Nie uwzgledniono w nim wymiany ciepla w zjawiskach kontak-
towych. W efekcie okreslona przez ten model moc rozpraszana w przyrzadzie nie
jest rowna mocy elektrycznej UJ dostarczanej do przyrzadu, a réznica pomigdzy tymi
mocami moze si¢ga¢ nawet kilkudziesigciu procent [43].

Zebrane w rozdz. 2—4 wzory pozwalaja na w miar¢ dokladne zamodelowanie
procesdéw wymiany energii pomigdzy swobodnymi nosnikami a siecia lub, méwiac
proéciej, procesOw rozpraszania ciepta w strukturze poélprzewodnikowej. Umoz-
liwiaja one sformutowanie kilku odmian modeli rozpraszania ciepla w zaleznoSci od
sposobu zamodelowania wlasnoSci elektrycznych przyrzadu polprzewodnikowego.

Najbardziej ogélny model uzyskuje si¢ laczac z soba wzory (2), (6) i (10)
— modelujace rozpraszanie ciepta w procesach rekombinacji, wzér (24) — modeluja-
cy rozpraszanie ciepla w izotermicznych objetosciowych efektach termoelektrycznych
i w wyniku przeplywu pradu unoszenia, wzbr (28) — modelujacy rozpraszanie ciepta
w nieizotermicznych efektach termoelektrycznych oraz wzory (25) — modelujace
rozpraszanie ciepla w kontaktowych efektach termoelektrycznych. Model taki jest
do$é zlozony, wymaga zastosowania do zamodelowania elektrycznych wlasnosci
przyrzadu modelu opartego o rozwigzanie uktadu réwnan struktury potprzewodniko-
wej, a co za tym idzie zakres jego zastosowan jest ograniczony. W wielu praktycznych
przypadkach mozna go jednak uproécié eliminujac skladniki, ktore opisuja efekty
o pomijalnie matym wkladzie do bilansu energetycznego przyrzadu oraz wprowadza-
jac w miejsce wzoroéw ogdblnych wzory uzyskane przy pewnych zatozeniach upraszcza-
jacych, ktore takze znajduja si¢ w zbiorze funkcji zaproponowanym w rozdz. 2—4.

Efektami, ktore w wickszosci przypadkéw mozna pomina¢ sa np. nieizotermiczne
efekty termoelektryczne [43]. MoZzna réwniez uprosci¢ opis objetosciowych efektow
termoelektrycznych zastgpujac wzor (24) wzorami (26) 1 (18), ktore reprezentuja,
odpowiednio, efekt termoelektryczny na zlaczu p-n i rozpraszanie ciepta w wyniku
przeptywu pradu unoszenia. Juz tylko po takich uproszczeniach do zamodelowania
rozpraszania ciepla wystarczy znajomo$¢ polaryzacji zlacz, gestosci pradu oraz
rozktadu gestosci noénik6w, co w wigkszosci jednowymiarowych modeli przyrzadow
polprzewodnikowych mozna uzyskaé bez rozwigzywania pelnego ukladu réwnan
struktury pétprzewodnikowe;.

Wszystkie wzory opisujace oddawanie energii przez noéniki w procesach relak-
sacyjnych zostaly w pracy wyprowadzone przy zalozeniu, Ze gorace no$niki nie



184 Z. Lisik Kwart, Elektr. i Telekom.

magazynuja energii ale oddaja jej nadmiar drganiom sieci niejako juz w momencie
jej uzyskania. ZaloZenie to moze ograniczaé zakres stosowalnosci tych wzoréw, gdyz,
jak to powiedzieliSmy w rozdz. 3, proces relaksacji jest procesem zachodzacym
w czasie, opisuje go rownanie (12), a szybko$é oddawania nadmiaru energii przez
gorace nosniki jest okreSlona przez czas relaksacji z,,. Aby to zalozenie bylo spelione
szybko$§¢ z jaka energia jest dostarczana goracym nosnikom musi by¢ znacznie
mniejsza od szybkosci oddawania jej w wyniku relaksacji a droga jaka przebywa
goracy no$nik od momentu uzyskania nadmiaru energii do momentu jego oddania
musi by¢ pomijalnie mala w poréwnaniu z wymiarami rozwazanego obszaru.
Pierwszy warunek jest spelniony we wszystkich rozwazanych w pracy mechanizmach
generacji ciepla®, natomiast drugi warunek wymaga szerszego oméwienia.

Tabela3
Predkosci termiczne w podstawowych materialach pélprzewodnikowych
[em/s]
Materiat elektrony dziury
T=300K [T=1000K | T=300K | T=1000K

Ge 1,11 107 2,03 107 2,00 107 5,84 107
4,01 107 745 107 5,84 107 1,06 108
si 1,18 107 2,16 107 1,65 107 3,01 107
2,68 107 4,89 107 2,92 107 5,33 107
GaAs 4,41 107 8,06 107 1,65 107 3,02 107
InSb 1,02 107 1,87 107 1,51 107 2,75 107
InP 4,41 107 8,06 107 1,85 107 3,37 107

Ze wzgledu na anizotropi¢ masy cfektywnej w krzemie i germanie dla tych materialow
pélprzewodnikowych podano dwie wartosd predkosci termicznej, pierwsza z nich odpowiada
masie poprzecznej, natomiast druga masie podhiznej
Srednia droga jaka moze pokonaé goracy nosnik zanim ulegnie relaksacji jest
réwna iloczynowi jego $redniej predkosci oraz efektywnego czasu relaksacji Tppe
Mozna przyjac, ze predkosc¢ ta jest rtéwna predkosci termicznej nosnika », okre§lone;

réwnaniem:
3kT\o:s
= (m’) : 29

gdzie: m, , — odpowiednio, masa efektywna elektronu lub dziury.

Predkos¢ ta jest funkcja temperatury i zalezy od rodzaju materiatu pélprzewod-
nikowego a jej warto§ci oszacowane dla podstawowych materialéw polprzewod-
nikowych w oparciu o wzér (29), sa zestawione w Tabeli III. Efektywny czas
relaksacji 7, jest funkcja temperatury, natgzenia pola elektrycznego oraz gestosci
domieszek, defektéw i swobodnych no$nikéw [5,7,44]. Warto$é jego moze zmieniaé

% Czas zycia rekombinacji Augera jest o kilka rzeddow wigkszy od czasu relaksacji a szybkosé
przekazywania energii goracym nosnikom w pozostalych procesach jest zwiazana z efektywna szybkoscia
przemieszezenia si¢ noénikow tworzacych prad i jest pomijalnie mala w poréwnaniu z szybkoscia
oddawania energii w procesach relaksacyjnych.
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si¢ w szerokich granicach i np. dla krzemu obejmuja one przedzial 10713 — 107°
s [44—45], co oznacza, ze droga przebyta przez goracy no$nik moze teoretycznie
zmienia¢ sie od kilku nm do kilkudziesigciu um.

Tak wiec, droga jaka przebywa goracy nosnik moze zmieniaé si¢ w bardzo
szerokich granicach w zaleznoSci od sposobu wykonania przyrzadu polprzewod-
nikowego oraz od warunkéw jakie panuja w danym obszarze przyrzadu. W wigk-
szoci przypadkdéw jest ona jednak na tyle mala w poroéwnaniu z obszarem
rozpraszania ciepla na drodze relaksacji, ze efekt przechowywania energii przez
gorace noéniki powoduje jedynie pewne rozmycie rzeczywistego rozkladu roz-
praszania ciepla w stosunku do rozkladu opisanego przez przedstawione w pracy
wzory i nie wplywa to w spos6b istotny na wyniki modelowania cieplnych wlasnoSci
przyrzadu.

Mozliwe sg jednak réwniez takie sytuacje, w ktorych $rednia droga goracych
noénikéw jest na tyle duza w poréwnaniu z wymiarami przyrzadu, Ze efekt
magazynowania energii przez gorace no$niki moze istotnie wplywa¢ na procesy
wymiany energii w przyrzadzie, a co za tym idzie zaloZenia przy jakich wy-
prowadzono podane w pracy wzory przestaja obowigzywaé. Klasycznym przykladem
takiej sytuacji moga byé np. przyrzady w ktorych mamy do czynienia z balistycznym
przeplywem no$nikéw [46,47].

PODSUMOWANIE

W Czeéci 11 pracy zajeto si¢ wyznaczaniem zbioru funkcji rozpraszania ciepla
w strukturze polprzewodnikowej wychodzac z przedstawionego w Czesci I wniosku,
ze cieplo moze wydziela¢ si¢ jedynie w wymku wymiany energii pomigdzy swobod-
nymi nosnikami a siecia.

Procesy wymiany energii pomiedzy swobodnymi nosnikami i siecia podzielono
w pracy na trzy grupy obejmujace:

— procesy generacyjno—rekombinacyijne,

— procesy relaksacyjne zwiazane z przeplywem pradu unoszenia

— procesy relaksacyjne zwiazane z efektami termoelektrycznymi
a nastepnie wyodrebniono dla kazdej z tych grup wzory pozwalajace na
dokladne opisanie rozpraszania (pochlaniania) ciepla w tych procesach. Wzory
te, tworza pewien zbiér funkcji rozpraszania ciepla, ktéry pozwala zaréwno
na weryfikacje poprawnosci istniejacych juz modeli generacji ciepla jak i na
tworzenie nowych modeli, odpowiednich dla przyjetych modeli elektrycznych
przyrzadu. W rozdz. 5 zbiér ten zostal wykorzystany do oceny poprawnosci
przedstawionych w Czesci I modeli rozpraszania ciepla zaproponowanych
przez Shockley’a—Saha i Navona—Adlera. Poréwnanie wzoréw opisujach te
modele z otrzymanym w pracy zbiorem funkcji rozpraszania ciepla wykazalo
bledno§é obu tych modeli z uwagi na nieuwzglgdnienie przy ich tworzeniu
wszystkich procesdbw wymiany energii zachodzacych w strukturze polprzewo-
dnikowe;j.
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Przedstawiony w pracy zbior funkcji rozpraszania ciepla zostal uzyskany przy
zaloZeniu, Ze magazynowanie energii przez gorace nosniki nie ma istotnego wpltywu
na procesy przeptywu energii pomigdzy swobodnymi no§nikami a siecig i moze by¢
pominigte. Prawdziwosé tego zalozenia byla byla dyskutowana w rozdz. 5. Stwier-
dzono tam, ze chociaz w przewaiajqcej wiekszosci przypadkow zalozenie to jest
stuszne, to jednak mozliwe sa rOwniez takie sytuacje, w ktorych efekt ten moze
wplywaé na procesy wymiany energii w przyrzadzie.
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Z. LISIK
MODELLING OF HEAT GENERATION IN SEMICONDUCTOR DEVICES
PART II: FUNCTIONS OF HEAT GENERATION

Summary

In Part II of the paper a set of functions describing heat generation in processes of energy exchange
betwen free carriers and lattice has been shown. The set may be used to veryfy a correciness of present
heat dissipation models as well as to create new models, adequated for particular electric models of
a semiconductor device. Basing on the set, the unconvenience of used up to date ,accurace” heat
dissipation models presented in Part I has been indicated. The range of validity of the set of heat dissipation
functions has been discuseed and the ways in which now models may be created basing on the sef has
been pointed.
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CZESC III: WKLAD EFEKTOW TERMOELEKTRYCZNYCH DO BILANSU
ENERGETYCZNEGO PRZYRZADU POLPRZEWODNIKOWEGO

W TII Czeéci pracy dokonano oceny wkiadu do bilansu energetycznego przyrzadu
pétprzewodnikowego zrédet ciepia zwiazanych z izotermicznymi i nieizotermicznymi efek-
tami termoelektrycznymi. Dla kazdej z tych grup zrodet ciepta przeprowadzono obliczenie
testowe majace na celu okre§lenie warunkdw, w ktorych te #rodia moga mied istotny wplyw
na wilasnosci cieplne przyrzadu. Jako struktury testowe wykorzystano strukturg diody
idealnej, diody prostowniczej p-v-n oraz diody laserowej.

1. WSTEP

W Czeéci 11 [1] dokonano przegladu mechanizmdéw rozpraszania ciepla wy-
stepujacych w strukturach polprzewodnikowych oraz zaproponowano dla kazdego
z nich odpowiednie funkcje okreslajace objetoéciowe badZ powierzchniowe gestosei
wydzielania (pochlaniania) ciepla. Obok znanych i powszechnie akceptowanych

mechanizméw rozpraszania, takich jak straty rekombinacyjne i straty omowe,

wyodre¢bniono tam réwaicz Zrodla ciepla zwiazane z efektami termoelektrycznymi.

Wystepowanie efektow termoelektrycznych w materiatach polprzewodnikowych
jest od dawna dobrze znane i badaniom ich poswigcono wiele prac tak teoretycznych
jak i eksperymentalnych [2—7]. Dotychczas jednak byly one traktowane jako
podstawa do opracowywania specjalnych przyrzadow polprzewodnikowych takich
jak oparte na efekcie Seebeka ogniwa termoelektryczne [8 — 10] czy oparte na efekcie
Peltiera pompy cieplne [11—15], natomiast nie byly one uwzglgdniane w bilansach
zrédel ciepla w pozostalych przyrzadach polprzewodnikowych.

W celu okreélenia istotnodci tych termoelektrycznych Zrodet ciepla dla calosci
proceséw cieplnych zachodzacych w przyrzadach polprzewodnikowych dokonano
w tej czefci pracy oceny wkladu tych efektow do bilansu energetycznego pod-
stawowego przyrzadu polprzewodnikowego jakim jest dioda.
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2. TERMOELEKTRYCZNE EFEKTY IZOTERMICZNE

W [1] wyodrgbniono objgtoSciowe i powierzchniowe zrédia ciepla zwiazane
z izotermicznymi efektami termoelektrycznymi i generalnie oba te rodzaje zrodet
ciepla wystepuja w kazdym przyrzadzie polprzewodnikowym. Jezeli jednak zalozy-
my, Zze w rozwazanej strukturze wystepuja jedynie skokowe zlacza p-n oddzielone
od siebie obszarami o jednorodnym domieszkowaniu, to traktujac te zlacza jako
plaszczyzny mozna zgodnie z [1] opisaé rozpraszanie ciepla w izotermicznych
efektach termoelektrycznych uzywajac jedynie plaskich zrédet ciepla. Zrodla te beda
zlokalizowane na plaszczyznach odpowiadajacych kontaktom i zlaczom a wielko§é
rozpraszanego (pochlanianego) w nich ciepta P, i P,, bedzie okreflona, odpowied-
nio, przez wzory (1) i (2).

Py, = % <Je(W, — Wp + 2kT) +
— L (We— W, + 2kT)) = (1)
“Maw 1 xr(mfe 4 40— 2 (1b)
q ! N, _
PPpn = 'J(VD - U): (2)

gdzie: p, — koncentracja réwnowagowa dziur, N, — efektywna gestos¢ stanow
pasma walencyjnego, W, — przerwa energetyczna, Vp — potencjal dyfuzyjny oraz
a=J,/J (pozostale wielkosci sa zdefiniowane na rys. 6 w [1]).

Podejscie takie wyraznie oddziela Zrodla ciepla zwigzane z efektami termoelekt-
rycznymi od pozostalych zrédel wystepujacych w przyrzadzie i z tego wzgledu jest
bardzo uzyteczne przy ocenie wkladu tych efektéw do caloéci bilansu energetycznego
przyrzadu. Wykorzystano je w dalszej czgfci pracy do oceny udzialu roéznych
procesow rozpraszania ciepla w modelowych strukturach polprzewodnikowych ze
zlaczami skokowymi. Obliczenia te przeprowadzono dla struktury idealnej diody ze
zlaczem p-n oraz dla struktury diody p-v-n, odpowiadajacej rzeczywistej diodzie
prostowniczej BYP 401.

2.1. IDEALNA STRUKTURA DIODY p-n

Rys. 1 przedstawia strukturg diody p-n, dla ktérej przeprowadzono obliczenia
majace na celu oszacowanie wplywu jej podstawowych parametréw konstrukcyjnych,
takich jak wymiary warstw i koncentracje domieszek, na procentowy udzial po-
szczegllnych zrodet ciepla w jej bilansie energetycznym. Jest to krzemowa dioda
o zigczu skokowym, posiadajaca kontakty omowe na styku krzem — wolframowe
cieplowody. W celu uwypuklenia wplywu. wewnetrznych przeplywoOw energii na
rozklad wydzielania ciepta w diodzie, przyjeto podczas obliczes, ze napigcie U po-
laryzujace diodg w kierunku przewodzenia jest na tyle male, aby po obu stronach
zlacza panowaly warunki niskiego poziomu wstrzykiwania. Zalozenie to pozwala na
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Rys. 1. Rozwazana struktura diody idealnej p-n

zaniedbanie strat omowych w diodzie jako pomijalnie matych i ograniczenie si¢ w jei
bilansie energetycznym do opisanych wzorami (1)—(2) powierzchniowych zrodel
ciepla zwiazanych z efektami termoelektrycznymi na ziaczu i kontaktach oraz do
mocy P, rozpraszanej w procesach rekombinacji okreSlonej wzorami [1]:

Pr = R(W, + 3kT) 3)
An np — n2 - '
R=—= L -+
T Tpo (n + n1) + Tno(p + p1)
+ CA,,<n2p — ny?py | + Cup np? — n0p02>. é)

Korzystanie z wzoréw (1)— (4) wymaga znajomoSci rozkladu noénikéw w anali-
zowanej strukturze oraz gestoSci plynacego przez nig pradu odpowiadajacych
zadanemu napi¢ciu U. Do wyznaczenia tych wielko§ci wykorzystano prosty model -
elektryczny rozwazanej diody oparty o rozwiazanie rébwnania ambipolarnego (5),
oddzielnie, dla warstwy n i p. '

dz(dm) d(4n)
oz S RTETHETL

D ®
W modelu tym zaloZzono, ze:

— szeroko§¢ obszaru ladunku przestrzennego zlacza jest pomijalnie mala i nie
wystepuje w nim rekombinacja nosnikow, :

— w warstwach n i p nie ma generacji no$nikow,

— w warstwach n i p nie wystgpuja straty omowe, a wigc nie ma w nich pola
elektrycznego,

— w warstwach n i p wystepuja warunki niskiego poziomu wstrzykiwania, a co
za tym idzie stata dyfuzji D i czas Zycia  zalezg jedynie od koncentracji domieszek
w danej warstwie.

— kontakty metal — ]eélprzewodnik sa kontaktami omowymi, a co za tym idzie
powierzchniowa szybko$é rekombinacji na kontakcie s jest nieskoficzenie duza. :
Po uwzglednieniu tych zalozef rownanie (5) upraszcza si¢ do postaci (6):

a2 (4n) _

L2 2

4n (6)

gdzie: L=+/Dr
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wraz z odpowiadajacymi mu warunkami brzegowymi (7):
d (dm)

i = sdn(w) j(7a),» An(0) = 4n, (7b)
4n,, ‘ warstwa n
An (Q) = { Ap,,o} (exp (qU/KT) — l) {warstwa p}’ (7c)

gdzie w — grubos¢ w, lub w,, odpowiednio, warstwy n lub p, x=0 odpowiada ‘
powierzchni zlacza a dodatm kierunek osi x jest w kazdej z wartw sk1erowany ku
kontaktowi.
Dla powyzszych warunkéw brzegowych, réwnanie (6) posiada rozwiazanie analitycz-
ne postaci:

‘X w. X
An(x) = 4An(0) (coshz — cothzsmhz), ®)
Pozwala ono na wyznaczenie ggsto$ci ca1k0w1tego pradu J plynacego przez rozwazana

strukturg diody oraz, wymaganych w réwnaniu (1), gestoéci pradéw mniejszosciowych
Jin 1 J,, Przejmowanych przez kontakt metal — polprzewodnik w warstwach n i p:

4p,(0) D, w An, (0).D w

= 2n T oth—2 PP nnth—2 9

d Lhn 0 hL}m + Lep “ Lep . ( )
APy Dy 2 )
D) = L exp /L) — exp (W) a0
4n, D, 2

T, (w) = ZroZer . 11

P ( i Lep exp (wp/Lep) — €Xp (-wp/Lep) ( )

Wymagane dodatkowo wartosci pozioméw Fermiego przy kontaktach w warstwie nip,
Wen1 Wy, oraz potencjat dyfuzyjny V), zostaly Wyznaczone w Oparciu o znane wzory:

WFn = WFi + kT ln -N‘nB (123)
, N,
Wep = Wi + KT In (12b)
' kT N N .
Vy = 7 ;‘1 -2 (13)

W oparciu o opisany wyzej model przeprowadzono obliczenia procentowego
udzialu poszczeg6lnych Zrédet ciepta w diodzie dla r6znych wariantéw konstrukcyj-
nych i r6znych napig¢ polaryzujacych przyjmujac, ze mocy elektrycznej U*J dostar-
czanej do przyrzadu odpowiada 100%.Na wykresach zebranych na rys. 2a—c
przedstawiono wplyw zmian wymiaréw warstw na procentowy udzial poszczegdl-
nych procesdw rozpraszania energii. Wykazuja one, ze w poszczegdlnych procesach
moze byC rozpraszana moc znacznie przekraczajaca moc dostarczang z zewngtrz
a bilans energetyczny bedzie zachowany w wyniku wewngtrznych przeplywow
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Rys. 2. Wplyw wymiaréw warstw na procentowy udzial poszczegélnych form rozpraszania energii
w bilansie energetycznym diody (U=0.4V, U*J=100%): 1 — straty rekombinacyjne Py, 2 — straty na

styku m-p Pppp 3 —
(a) Ny=10%cm™3, Np,=10"%cm™3,
(b) Ny=10%cm™3, Np=10%%m3,
(c) Ny=10"cm™3, Np,=10'"cm™3,

straty na ztaczu p-n Pp,,, 4 — straty na styku m-n Pp,,

w, =var w,=20pm, w,=var w,=20um
w,=var w,=80um, w,=var w,=20um
w,=var w,=20um, w,=var w,=20um
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energii. Udzial poszczegblnych procesbw w rozpraszaniu energii ulega silnym
zmianom wraz ze zmiang szerokosci warstwy dla matych szerokosci poréwnywalnych
z droga dyfuzji no$nik6w mniejszoSciowych, natomiast dla szeroko$ci duzych
w poréwnaniu z droga dyfuzji udzial ten nie ulega zmianie. Podobna sytuacj¢ mozna
zaobserwowaé w Tabeli I, ktora obrazuje wplyw zmian domieszkowania warstw

Tabela 1

Procentowy udzial poszczegdlnych form rozpraszania energii
w bilansie energetycznym dla w,=140um, w,=40pm, U=04 V

ND PR PPmp PPpu PPnul

cm”3. % % % %
N, = 10 cm™3

104 238 314 -14,7 39,5

10t¢ 30,2 179,9 -44,5 -65,6

1018 28,5 183,8 74,2 -38,1
N, =10%cm™3

1014 21,8 -62,8 -44.5 185,5

101 170,7 -14,8 -74,2 18,3

1018 198,7 43,3 -104,1 -38,0
N, = 10'® cm™3

1014 20,1 -34,1 -74,2 188,2

1016 151,4 -34,0 -104,1 86,6

1018 305,7 -34,0 -133,8 -37,9

{°/6]

200

100

-100|~

Rys. 3. Wplyw napigcia zewngtrznego U na procentowy udzial poszczegdlnych form rozpraszania

energii w blinasie energetycznym diody (N,=10'%cm™3, N,=10'%cm™3, w,=40um. w,=20um):

1 — straty rekombinacyjne — Pg, 2 — straty na styku m-p Py, ,, 3 — straty na zlaczu p-n Py, 4 — straty
na styku m-n Py,
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tworzacych diode¢ na procentowy udzial poszczegélnych zrodet ciepla. W tym
przypadku, przy statych wymiarach warstw, zmiany drogi dyfuzji s3 wynikiem zmian
ruchliwosci i czasu zycia wywolanych zmianami domieszkowania.

W celu zbadania wplywu napiecia polaryzacji U na procentowy udzial
poszczegdlnych Zrddel cieplta w bilansie energetycznym diody przeprowadzono
obliczenia dla diody obustronnie silnie domieszkowanej. Umozliwilo to przeSledzenie
zmian tych udzialdbw w szerokim zakresie zmian napigcia polaryzacji przy
zachowaniu warunku niskiego poziomu wstrzykiwania po obu stronach zlacza.
Wyniki tych oblicze sa zebrane na rys. 3. Jak widaC wzrost napigcia polaryzacji
powoduje zmniejszenie wzglednej wartoSci wewnetrznych przeplywow energii,
niemniej jednak ich rola w bilansie energetycznym diody w dalszym ciagu nie jest
do pominigcia.

Przedstawione wyniki obliczed wydaja si¢ wskazywaé na istotny wklad efektow
termoelektrycznych do bilansu energetycznego idealnej diody p-n, tak wigc naleZato-
by oczekiwaé, ze beda one wplywaly takze na jej wlasnosci cieplne. Aby to sprawdzi¢
przeprowadzono obliczenia testowe korzystajac z modelu cieplnego diody opraco-
wanego w [16]. Polegaly one na wyznaczeniu impedancji cieplnej dla dwoch
z analizowanych poprzednio struktur diody przyjmujac kolejno, Ze:

— rozpraszanie ciepla w strukturze jest opisane wzorami (1)—(4).
— moc U*J rozprasza si¢ rownomiernie w calej pastylce potprzewodnikowej
— moc U*J rozprasza sie rOwnomiernie na plaszczyznie odpowiadajacej ztaczu p-n

Wynikiem tych obliczen sa impedancje cieplne przedstawione na rys. 4a—b. Na obu

rysunkach impedancja cieplna wyznaczona w oparciu o wzory (1)—(4) przyjmuje
warto$ci znacznie wigksze od impedancji wyznaczonych w oparciu o modele z jedno-
rodnymi zrodtami ciepla.

2.2 STRUKTURA DIODY p-v-n

Warunki dla ktérych przeprowadzono obliczenia w poprzednim rozdziale zostaly
tak dobrane aby uwypukli¢ wplyw wewngtrznych przeptywoéw energii na rozklad
wydzielania ciepla w przyrzadzie pOlprzewodnikowym. W typowych warunkach
pracy rzeczywistych przyrzadéw poélprzewodnikowych sytuacja ta moze wygladaé
zaupelnie odmiennie. Dlatego przeprowadzono analogiczne obliczenia dla przed-
stawionej na rys. 5 struktury p-v-n, odpowiadajacej rzeczywistej diodzie prosto-
whiczej typu BYP 401.

W diodzie tej wyodrebniono dwa objetosciowe zrodla ciepta zwiazane ze stratami
omowymi i rekombinacja oraz cztery zrodla plaskie zwigzane z izotermicznymi
efektami termoelektrycznymi na plaszczyznach kontaktéw i na plaszczyznach od-
powiadajacych zlaczom p-v i n-v. Do okre§lenia mocy rozpraszanej w diodzie
w procesach rekombinacji i w efektach termoelektrycznych wykorzystano, analogicz-
nie jak w przypadku idealnej diody p-n, wzory (1)—(4), natomiast do wyznaczenia
objetosciowej gestosci strat omowych uzyto wzoru (14).

P; = Pxp(x, ), (14)
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Rys. 4. Cieplna impedancja wlasciwa diody obliczona dla réinych modeli generacji ciepta. Cieplo
rozpraszane: 1 — w plaszczyznie zlacza, 2 — w calym obszarze diody, 3 — zgodnie z wzorami (1)—(4)
(a) N,=10"cm™3, N,=10%cm™3, U=0.4 V
(b) Np,=10*%cm ™3, N,=10%cm™3, U=04V

gdzie:
px) = (qnp, + pu))™ . s
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Wyznaczenie gestosci rozpraszania mocy w przyjetych zrodlach ciepla wymaga
znajomosci rozkladu noénikéw, spadku napigcia na zlaczach oraz gestosci pradow
mniejszosciowych przy kontaktach dla zadanej gestosci pradu plynacego przez diodg.
W celu wyznaczenia tych wielkosci opracowano elektryczny model struktury p-v-n
opisany w Dodatku I.

60um 300um 20um
p-Si | ¥-si n-si
Ny 10%em3 | Np=2 10%em™S Np=10%cm3

Rys. 5. Rozwazana struktura diody BYP 401

Korzystajac z tego modelu wyznaczono procentowy udzial poszczegblnych Zrodet
ciepla w rozpraszaniu mocy w diodzie BYP 401 przyjmujac, ze dostarczanej do
przyrzadu z zewnatrz mocy elektrycznej UxJ odpowiada 100%. Obliczenia prze-

_prowadzono dla pelnego zakresu gestosci pradéw jakie moga wystapi¢ w diodzie

[°/o]

-

100

[¢/0]

[°/6]

[°/6]

iy

[%/]

Rys. 6: Zalezno§é procentowego udzialu poszczegblnych zrodet ciepla w bilansie energetycznym diody
p-vn od gestosci pradu: 1 — straty rekombinacyjne, 2 — straty omowe, 3 — straty na styku m-p,
4 — straty na styku m-n i

a uzyskane wyniki sa przedstawione na rys. 6'. Wzrost strat omowych wywolany
wzrostem gestosci pradu (krzywa 2) jest tak silny, Ze obserwujemy na rys. 6 spadek
wzglednych warto$ci mocy rozpraszanej w pozostatych procesach chociaz wartosci
bezwzgledne tych mocy rosna wraz ze wzrostem gestosci pradu.

! Nie uwzgledniaja one krzywych odpowiadajacych powierzniowym zrodiom ciepta zwiazanym ze
zlaczami p-v i n-v z uwagi na pomijalnie male wartosci rozpraszanego (pochtanianego) w nich ciepla.
Wielkoéci te s3 znacznie mniejsze od 1 promila dla calego zakresu gestosei pradu. ’
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Poréwnujac otrzymane wyniki z wynikami uzyskanymi dla idealnej diody
p-n mozna stwierdzi¢, ze w rzeczywistej diodzie p-v-n procentowy udziat
poszczegbinych Zrédet ciepla jest mniejszy niz w diodzie idealnej, jednak
rozpraszana w nich moc pozostaje w dalszym ciagu istotnie wigksza od
mocy UxJ dostarczanej do przyrzadu a bilans energetyczny jest zapewniany
przez powierzchniowe zrédla ciepla zwiazane z izotermicznymi efektami te-
moelektrycznymi. Udzat tych zrédet w bilansie maleje ze wzrostem gestosci
pradu, pozostaje jednak na tyle duzy, Ze zrédla te moga byé pominicte
w modelu generacji ciepla jedynie dla duzych, udarowych gestosci pradu
przekraczajacych 1000 A/cm?2,

3. TERMOELEKTRYCZNE ZJAWISKA NIEIZOTERMICZNE

Termoelektryczne zjawiska nieizotermiczne sa zwiazane z wystgpowaniem gra-
dientu temperatury w strukturze polprzewodnikowej. Gradient ten moze spowodo-
waé zarowno niezalezny od czynnikéw zewngtrznych przeplyw termicznego pradu
dyfuzyjnego, jak i pojawienie si¢ w strukturze dodatkowych objetosciowych Zrodet
ciepta [1]. Wplyw tych efektow na calo$¢ proceséw zachodzacych w przyrzadzie
zostanie przeanalizowany w dalszej cze$ci rozdziatu.

3.1. TERMICZNE PRADY DYFUZYJINE

Dodatkowym efektem zwiazanym z istnieniem gradientu temperatury w struk-
turze polprzewodnikowej jest wystapienie gradientu réwnowagowych gestosci swo-
bodnych no$nikbw wywolanego nieréwnomierna generacja termiczng par dziu-
ra—elektron. Gradient ten wywoluje przeplyw termicznych pradéw dyfuzyjnych
roéwnych:

dn dT

= gD, — — 16

JTB q edT dx ( )
dp dT

Jrn = 4 Dygr o an

Wystepujace we wzorach (16) i (17) pochodne ggstosci nosnikéw wzgledem tem-
peratury mozna wyznaczy¢ korzystajac z rOwnaf

, n+ N;,=p+ N, oraz np = np,
Sa one réwne i okre§lone wzorem:
3 W,
2n2{ = —f
dn & (T + kT)

dT ~ (N, — N + 4n2yps (18)
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Tak wiec termiczny prad dyfuzyjny jest rowny:

Jr=qD, — Dp) 7= 5" 19)

W izolowanym polprzewodniku termiczny prad dyfuzyjny prowadzi do roz-
dzielenia ladunku i pojawienia si¢ lokalnych obszaréw ladunku przestrzennego
wywolujacych przeplyw pradu unoszenia kompensujacego termiczny prad dyfuzyjny.
W poélprzewodniku z pradem, a wigc np. W realnym przyrzadzie polprzewod-
nikowym, termiczne prady beda wspomagaé lub przeciwstawiaC sig przepltywowi
pradu zewngtrznego, CO moze znalezé swoje odbicie w zmianach zaciskowych
wielkosci napiecia i pradu. W celu oszacowania tego wplywu przeprowadzono
w oparciu o wzory (18) i (19) obliczenia testowe dla krzemu o domieszkowaniu
1016cm ™3, Przyjmujac typowy dla przyrzadéw polprzewodnikowych gradient tem-
peratury 2x 103 K/cm, otrzymano gestosé termicznego pradu dyfuzyjnego rzedu
1.2¥107° A/cm?2. Tak wigc w normalnych warunkach pracy przyrzad 6w polprzewod-
nikowych zjawisko to jest do pominigcia.

3.2. ROZPRASZANIE CIEPLA W TERMOELEKTRYCZNYCH
PROCESACH NIEIZOTERMICZNYCH

W [1] wyodrgbniono objgtoéciowe zrédia ciepla zwiazane z termoelektrycznymi
efektami nieizotermicznymi, w ktorych ciepto jest wydzielane lub pochtaniane
z objetosciowa gestoscia Pr rOwna:

3k dT

Po==-~-(,— )5 20

T 2 q( e dX ( )

W celu wstepnej oceny udzialu tych Zrédel w calosci procesdw rozpraszania
i transportu ciepla w strukturach polprzewodnikowych rozwazono cieplny stan
ustalony w jednorodnej warstwie o gruboéci w. W warstwie tej temperatura zmienia
si¢ liniowo od wartoéci AT do 0, gradient temperatury jest staty i rowny stosunkowi
AT do w, a gestosé strumienia cieplnego przeplywajacege przez warstwe jest

okreslona rOwnaniem:

AT A
P, =~ @D
gdzie A — przewodno$¢ cieplna polprzewodnika.

W warstwie tej jest rowniez rozpraszane cieplo zwiazane z nieizotermicznymi
efektami termoelektrycznymi z objgtoSciowa gestoscia okre$long wzorem (20). W celu
poréwnania wielkoSci mocy przenoszonej przez strumienl cieplny przepltywajacy przy
danym AT przez warstwg¢ w, Z moca rozpraszang w tej warstwie przy tym AT
w nicizotermicznych efektach termoelektrycznych wprowadzono procentowy wspot-
czynnik o okre§lajacy stosunek tych wielkoéci:
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Prw

P

8§

100% = —3—£w(Je — J)100% = Crw(J, — J,). 22)
2ql T e

WartoSci wystgpujacej w (22) stalej C zostaly obliczone dla podstawowych mate-
rialow polprzewodnikowych a uzyskane wyniki sa zestawione w Tabeli II. Wykorzys-
tano je do wyznaczenia dla tych materialéw zaleznosci (J,—J,) w funkcji grubosci
warstwy w, przy zalozeniu, Zze a=100%, tzn. Zze moc rozpraszana w warstwie
w nieizotermicznych efektach termoelektrycznych jest réwna strumieniowi prze-
plywajacej mocy P, wywolujacemu te efekty. Uzyskane krzywe sa zebrane na rys. 7.
Zgodnie z nimi, dla typowych grubosci warstw pélprzewodnikowych wystepujacych
w przyrzadach polprzewodnikowych, tzn. dla grubodci zawartych w przedziale
50—300 pm, uzyskanie «=100% wymaga gestosci pradu zawierajacych si¢ w grani-
cach od 2300—395 kA/cm? dla Si do 290—47 kA/cm? dla InSb. Gestoéci takie nie
wystepuja w realnych przyrzadach a rzeczywiste wartosci o sa oczywiscie duzo

mniejsze.
Tabelall

Warto$ci stalej C. w podstawowych
materiatach pélprzewodnikowych

Materiat C; [em/A]
Si 8,415 1073
GaAs 2,487 1072
InSb 6,961 1072
InP 2,926 10~2

Gestosé prqdu dia alfa =1

log{de -Jn) [Alcm3)

I [
AO 1 2 3
Gruboéé warstwy loglw) [pm]

Rys. 7. Zalezno§é -ggstos'ci wypadkowego pradu noénikéw od grubofci warstwy polprzewodnikowej dla
a=100%



