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Fig. 12. Bifurcation diagram of I-order DPLL
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Fig. 13. Bifurcation diagram of I-order DPLL

A1 phase entrainment followed by the cascade of doubling period bifurcations until
ergodic properties appear. These bifurcations can be characterized by Sharkowskii’s
theorem of appendix 5 [3,10]. The boundary curve 3 of fig. 3 is the frontier of no cycle
slipping phenomenon region considered in [6] carefully. One can notice (see fig. 9) that
the sequence of left frontiers of A .# frequency regions approaches this curve while
(N]#)mod 27T < 1/2 and #increases. One can see by applying the approach of [6] for
instance that this corresponds to the existence of oscillatory motions-of different
periods while this overlapping of the frequency regions of different periodic points
occurs. Note that the similar phenomenon takes place while the frequency region of
(N] #)mod 27T = 1/2 is approached. Also in this case the sequence of bifurcations
should be expected but with periods dubled in comparison to the previous one while
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Fig. 14. The frequency region of 4*.4, (4].4) mod 27T =1/2, phase entrainment. The approximation of no
‘ cycle slipping phenomenon region
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K, increases. One should expect that this observation after proper modification
while taking A4 and # into account is also valid for any frequency region
associated with #:.# phase entrainment. The lines 2 and 1 of fig. 3 determine
the region of local stability of the fixed point of perturbed in frequency
A1 phase entrainment which can occur even though the cycle slipping phenomenon
coexists. Similar phenomena should be expected in A'# case. However the
size of the regions of local stability decrease quickly while the deviation
from homeomorphic mapping takes place. Now it is not suprising in view
of presented results that the .4#:1 phase entrainment is of practical interest
most of all. Moreover while proceeding with the problems previously marked
the perturbed 431 phase entrainment will be considered by using the approach
of Part I and Part II.

' 3. THE PERTURBED .#:1 PHASE ENTRAINMENT ON S CIRCLE
MANIFOLD IN THE CASE OF LOOP OF ANY ORDER

The subsequent notions are in aim to consider time variable DPLL-s within the
framework of previous parts of this paper. The functional discrete-time nonlinear
equation on S? circle manifold while describing new cases will be studied to obtain
different estimates in respect to suitable metric functions of physical meaning. The
existence of these estimates is equivalent to the existence of the acquisition process of
the required properties in perturbed #:1 phase entrainment case. Let { X} stand for the
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space of sequences {x} which elements are from space X. The operation of projection
on ! circle manifold is given by
TMT:R-> S
x = T (X) = arge”* e < — T, > closed interval with equivalent end points, R stands
for the line of reals.

The equivalent notations for 7T(x) are: [x], x(mod 27T) or x mod 27T. Let {[X]} stand for
the space of the sequences {[x]} which elements are from [X] space. In the considered
case X=R!=R and [X]=[R]=S". Moreover the following holds true for all x, y, a
from R:

Il = 1] (4

Halx]]l < lof 1[x]] (4b)
I[x + DI < 1x + 1D (40)

|-] stands for the operation of absolute value. Next the function with properties
concerning the space {[X]} can be defined:

p:{X} - R; (thesetof nonnegative reals)
{x} »p({x}) < ©
The required and further used properties of p are: -

p(Ixd) = 0= {lx]} =0 | (52)

Last 0 stands for zero element of ({[X]}, p) space.
p([a{x}]}) < |l p({[x]}) , (5b)
p([{lxD + (DB < pdlx) + p(dyD) (5¢0)

({[X]}, p) stands for the space {[X]} with p well defined for every {[x]} € {[X]}. The
operations of addition, multiplication and projection while concerning the vectors are
performed the coordinate point by the coordinate point and the properties stated in
lines (4) are followed. Now the different cases of ({[X]}, p) space can be listed.

a) The ({[X]}, p,) space of the sequences of finite pseudoenergy.

py A[X] = Ry

D - o, () = [ T xmp ry (62)

"rp,€<0,1> < R.

b) The ({[X]}, p,) space of the sequences with asymptotic metric

p, : {XI} > Rs+
() - () = lm  sup |[x(m)]l. ~(6b)
- m>M

c) The ({[X]}, ps) space of the sequences of finite pseﬁdopower
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ps: {[X]} - R, . )
BB~ o (D) '— \/ M Z | [ (m)] | (60)
d) The ({ [XT}, p4) space of the sequences with ﬁmte peak value
XD - Ry
= = ps ({[X]}) = SUP I[X(m)]l - (6d)
mz=0

Now, the next step is to give the estimates concerning the operator of convolution and
the nonlinearity of the DPLL. The operator of convolution is used while modelling the
dynamics of DPLL.

Let
Ayl & Y ko, = Du(). (7a)
Suppose
VY e (Rp (s thy w}]) < @, p() ()
k {4} p LK, %P
and

0<a <o.
Then there is operator

A, (R > (81, p) 79

{u}:{R} - {[Al,l{u}]} € ({Sl}.’ )

and

e P D) < o). 7a)

After the estimate of the operator of convolution has been given in terms of pmetric the
following constraint concerning the nonlinearity of the loop can be introduced

puw}) < a,p({[x]}) + a . (8)

o, =20, a=0.

v
{R}e{u}

It is given in terms of p metric either. The sequence {u} of (8) while exhibition nonlinear
depedence on {x} will be specified further. The idea of studying the perturbed 4:1
phase entrainment relies on the concept of ({[X]}, p) space together with the nonlinear
discrete-time functional equation of the loop of convolutional form. By using the
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estimate of (7) and (8) new estimates concerning the phase error process can be
obtained this way. This has resulted in the theorems of previous parts [1]. Just that
approach is being extended in this part to deal with the response of DPLL due to the
ramp signal in frequency first. Then the DPLL with variable filter in the presence of
noise is considered.

5. THE STABILITY OF SECOND AND THIRD ORDER DPLL-s IN THE
FREQUENCY RAMP SIGNAL CASE

The equations of the DPLL-s of second and third order are derived in
the frequency ramp signal case in Appendix 7. Let us consider the case of
the loop of second-order while one is refered to the ‘previous parts of this
paper to see new elements of the model in terms of equation of convolutional
form. The equatlon of this 1oop is (see Appendix 7)

x(k) = zk;.(k - ((w(l +L,1+2X; - Ax(z)))K1 +

- K17'1(w(1 + L1+ 29X — ax( + N} +
k-1

+ Yokytk—Deld, !+ 1,1+ 2)(x(l + 1) - x() +
=0 "

. .
+ x,(k) + le“ k —Hd) - (%)
=0
The upper index in the operation of convolution can be set to k—1 due to the delay
which occurs in the digital circuitry of the loop. Respectively x stands for the phase
error process in the loop which represents the deviation from the state of phase
entrainment, k, , for the unit pulse response of the linear part of loop’s model, while K,
ry are the coefficients resulting from the parameters of the loop’s filter. Whereas
X; stands for the signal to'the loop’s filter input. The frequency ramp signal is

0(t) = 0o + Qot + Q12 ' - (9b)
w‘“wo+9° a)o—27I'/T Kl‘_‘(l)Gl Kz—CDGz A

T = g— + 1:G,, G, are the coefficients of the loop’s filter of second order.
1 .

Moreover (see Appendix 7)

: Ak, k + 1) £ TQK, k+ 1)
Q(k, k + 1) d—fgo + Ql(tk+1 + tk) . oo
okk+1) Lo, + 2k k + 1) (9¢)
ok k+ D Lok+ Lk + 2/ o

wk + 1, k + 2
ok k+ 1)

ek k+ 1,k +2) & k=0,1,..



606 . M. Zéttowski Kwart. Elektr. i Telekom.

The- discrete-time waveform x(k) of (9a) while including initial conditions is the
response due to the linear part of the loop’s model. Whereas d(k) of (9) is glven in terms
of variable frequency offset:

ok + 1,k +2) ‘
d(k) v (kk+1k+2) A(k+1k+2) WA(k,k+.l) (9d)
k=01, ... ,
First of all the following observations are valid while (9a) is of concern; -
lim x;(k) =0 (10a)
k— o0 _ .
sup d(K)] < & ~ 0 | (10b)
k=0 \
sup letk, k + 1, k + 2)| ~ 0. (1_Oc)

k=0

Secondly let (9a) be considered in respect to S1 circle mamfold Then in view of p metnc
properties

P < p({[:Zskl,l k= D@0 + 1,1 + D%, —ix(K, +

— K@@+ L1+ X0 — Ax( + 1)))]}) +
+ p({lji:k“(k —~ l)(e Gl LI+ Dx(+ 1) — e i+ 1,0+ 2):41))]}) +
+ pUx (D) + p({ [g::okl,. k - od(o]}). e

Moreover the constraints on loop’s nonlinearity should be specified next. Let
‘ ol + 1,1+ 2)X; — 1x() = o + L1+ 2) ~,;’, — Ax()) + Nys() (11b)

while X, stands for the effective deterministic part of X and N, for the effective noise
component-of it, [=0,1,... . The example of such a decomposition are given in the
-previous parts of this paper in details. If the loop’s nonlinearity is given in terms of the
graph of fig. 15 then _‘

lu@| < Rl[x(l)]I +a, az0, (12)

u) Lo+ L1+ 2)X, — Ax()) for all I'integer. -

The particular constraints of (8) form can be obtained while following (12) (@, =R of
fig. 15). Now, let us consider some special cases only.

Case 1

‘Suppose ‘ B
Al. The noise and quantization-effects are negligible.
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Fig. 15. The ilustration of the constraint (8) concerning the nonlinearity of the loop

A2. The initial state of the loop is very close to the staté of phase entrainment i.e
sup |[x, (k)11 = pa({[x;1})
k=0

A3.
lim |k;; ()] = 0.

I»o
A4, Relations (10) are valid.
Then in view of (10), (11) and (12) and p, metric used

P+ ({x]}) = ksg%l [x(®]1] < ai K RA + r)pa((x]) +

+ 201 € p, ([xI}) + €,0; + po (X1} =

= (4 R + €)p, ([x]}) + € + p. ({[xd}) (13a)
o & ’Z kD1 ' , (13b)

o Lo K (1 + 1) (13¢)

€, £2a; €, (13d)

efe qf. , (13¢)

That is why if R ~ 0 then a, R « 1 and

p{[x}) + €
1 — (@R + &) h

P ({[x]}) < € ~0. (13f)

The meaning of last inequality is that the phase entrainment is maintained if the value
of parameter R is small enough. However &(l,1+ 1), [=0,1,... (see fig. 15) which can be
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given the interpretation of the normalized instantenous frequency of the incoming
waveform (see 9c) increases in time. That is why the gain of the loop should be
controlled in order to assure that the constraint of fig. 15 holds true with R small. The
modified DPLL considered by Chie first [8] is shown in ﬁg./ 16. Moreover

estimate of peciprocal
of instantenous freguency
of incoming waveform

sampler lOOID'LfS filter
X

— -~ = D(z) -
Incoming variable

waveform . Iaop’s digitally

&%  gan controlled
oscillator
beo == k=ai,..

Fig. 16. Controlled DPLL for tracking the frequency ramp signal

Xi=X-Gk), k=01,... (14a)
whereas variable G(k) should be an estimate satisfying
Gk) ~ ! k=01,.. (14b)

ok + 1, k + 2
If (14b) holds true then the conditions assuring the stability of the loop are fulfilled.

Case 2

Suppose
Al. The noise is negligible
A2 lim|k;, (k)] = O~
k—oo

‘ on
A3. The constraint (12) is valid for all x € $* = <—7[,7T> .

A4. Relations (10) are valid.

Then one can prove by using p, asymptotic metric that the perturbed state of 4:1
phase entrainment can be acquired for all x € S! in this case. First if

k
y (k) =}I_Z ki (k — Du(l) | (15a)

then _

P2 (D) = lim  sup |[y(®)]] < lim  sup |y(k)] = p,({y}) (15b)
M- k>M M- k>M p :

But
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e = lim  sup

k .
Y ka(uk - l)' <
M>o0 k>2M|i=0

'10

k

< tm  sup |3y (ute- 1)’+ im s | ¥ kA.l([)u(k—l)‘<
M- k>2M M-oow k>2M |i=M+1

< _lim ZIku([)l sup Iu(k)l+ lim Z |k ()] sup |u(k)| <
k>M

M- 1= Mo 1= M+ 1

Z 1k D1, (). (15¢)
Secondly if the constraint (12) holds true then

p,(w}) = lim sup |u(k)| < -lim sup |R|[x(K)]| + a] =
M-ow k>M .. M- k>\M

= Rp, (X)) + a. (15d)

Finally one gets in view of (11)
pa (L) < 05 Ky Rp, (K1) + @ Ky a + o Ky 1 R, (X)) +
+oj K na+2e,0)p,{[xI})+ 016 =

= (; R+ €p) p, ([xI}) + &, a + €. (16a)
i i Iz (D] : (16b)
=0 (DR
o, Lo K, (1 + 1) _ (16¢)
€, L2a; €, _ : (16d)
e Le a. ‘ (16e)

But the meaning of last inequality is that

a,a + €

P (1) < 77— @Rt e) (17a)
Moreover fR«l,a~0ande ~ 0 then
p, (Ix) = 0 (17b)

and the phase-lock is acquired. .

Note that €, and €, may be smaller than in (10) in this case because their asymptotic
values are of interest only. However the gain of the loop should be controlled in this
case either. Moreover the characteristic of the phase detector (loop’s nonlinearity)
should be shaped in order to meet condition A3.

Case 3

Suppose : )
Al. The constraint (12) is valid
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A2. Relation (10) are valid
A3. The effective noise to the loop’s input V() can be described in terms of its power ‘
density function

Py(e £ [im N Z{Nety, D} 17
M- M

z=ej“’

Ne) ISM
df f
N“M(D_{ 0 I>M

X sfands for  — Laurent transform. Now it can be shown by using p, metric that the
perturbed 4#%1 phase entrainment can be acquired. Namely, if ‘

: k
(k) £ Y ky (k=D (D) (18a)
=0
and
IsM
uy () = {"él) li o (18b)
then
L 1w 1P < £ 5w OF = 77 (11 do =
=0 =0 i A
-1 ) . :
=7 f | K1 () P | Un (e™) P dov <
< K. . Jary 12 S 2
e o 1KuEIP L D (192)
Yu(e®) = Zimu®}| (19)
K@) = 2k} | (19¢)
Un () = Z{u D} | (194)
That is why
I 1 o 2 ’
ps (D)) = Mlgoo 7 I=ZO[V(1)] < oy 05 ({u}) (20a)
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and . . ‘
ap = sup K (e?)i. (20b)
o <—-T, TT>
Also if ,
lul < R|[x]] + a(a >0), (21a)
then by Cauchy — Schwartz inequality o
ps(u}) < R py ({[x]}) +a. (21b)

Now, by taking (10) and (11) into account

ps({([xB) < a; K, Rp; ({[x}) + o1 Ky a + oy Ky Rrops ({[X]}) +
+ aj K, ra+ 26,0y py({[X]}) + 2,6, + € + oy =

= (4, R + eo)ps {x}) + 2,2 + € + oy - (22a)

o £ Ly KA+ 1) (22b)

o & sup K@) (220)
we<=T,TT> :

g L2a) e, (22d)

efo e v (22e)

The parameter gy of (22a) stands for the mean squared value of the effective noise in
the loop’s bandwith and can be estimated in the following way. The n01se component
enters the estimation of (22a) as (see (10) and (11)) :

| 2= 3 bk — DK Na) — Kyn¥e( + 1) (23a)
=0 )
While .
ko) = 271 (K@), k=01 (23b)
and ’ ‘ '

, K, = K, 0K, (1 — nz) (23¢)
the effect of noise is given by '

. z() = Z kn(k - l)Nef(l) ’ o (23’d)

up to the component which disappears while the discrete time k tends to infinity.
That is why

o = oz 1@ Ple)do 4a)

and

Py & w2 W) (24b)

Moo M |-
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isthe power density function of the effective noise NV,; (/) which enters the loop. Further
estimates concerning (24a) are possible [1,5]. Next from (22a)

ya + € + oy
I — (R + €y

That is why the mean squared value of oscillations is small if the right hand side of (25)
is small. The gain of the loop should be controlled either. Furthermore the equation of
the loop of third order has been derived in Appendix 7. Though being more complex it
can be considered just the same way like the one of second order is. Next the case of
DPLL with variable coefficients of the loop's filter is of concern.

ps (1K) < - (29)

6. THE DPLL WITH VARIABLE COEFFICIENTS OF THE LOOP’S FILTER

One can improve the acquisition of the nonuniform sampling DPLL in the presence
of noise disturbances by using time-variable filter [9]. The scope of introducing such
a filter is to reduce the effects of noise on the loop’s performance subsequently while
assuring this way the reasonable capabilities of acquisition on the first stage and small
variance of the phase error process in the tracking mode. The equations of the DPLL-s
with filter which coefficients undergo variation in time are given in appendix 6. Let us
consider these loops while the incoming waveform is detuned in phase and frequency
from the local reference. The evolution of the phase error process x(k) in the I — order
DPLL is described by the following equation

k—1
x(k) = xO)k;, (k) — X k(b — 1) -
I=0

' <G—(l) gef(x([) + (Ps) - gef(¢s) - Ax(’)) +

Gy
k=1 G, ()
+ X k(e — )2

I=0 G, .
The time varying gain G, (k) changes fromG, to G, k=0,1,.... Moreover g, stands for
the effective nonlinearity of the loop whereas N.; for the effective noise to the loop's
input. The parameter stands for the steady state error in the absency of disturbing
noise. Suppose

Nee(l). (26)

Al k;; (1) >0 while | > o
~ and ‘
k,»,(1) >0 while | - oo

8210 g6+ 0) = 000 - x| <RI + a0)

for all I>0 and lim a())=0.
, o)
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Mx+ a(o)

/mx-a(m)

. A= M+m
/ = 5
g mx-a(0)

-m

2

Mx-a(0)
Fig. 17: The ilustration of assumption A2

A3. The quantization effects are negligible.

Only few a(l), [=0,1,... can be different from zero in practice and only few G(l) are
different from G, in practical circuit either. Moreover one can easily find that the mean
trajectory of the phase error process x(k) satisfy the following estimation (see Al and
A2) whereas the mean trajectory is obtained after the operation of expectation on both

sides of (26):
k
D1 < IEEOT ka®] + Y kol = D RILEON + 0D @78
That is why (see A2 and (15c))

Cp2({([X]}) = lim Sup IXM®I < lim «R sup [[X(K)]] =

M- k>M M- k>M
= ay R p, ({[X]})
and
oy = Z |ki2(D]- (27b)

Now the straightforward conclusion from (27) is that the mean tra_]ectory X(k) of the
phase error tends to zero on S$* if #; R < 1. Furthermore one can notice that the effect of
noise on the loop is subsequently reduced while gaining its final power ¢?

n

o= o f | KM Pa(e®)do. 8)

=T
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Moreover Py(e’) stads for the power density function of the input noise N()),
1=0,1,.... The optimal gain sequence G,(l) [=0,1,... can be designed by using the
filtering theory based approach [4]. The equation of the loop of second-order with
variable parameters of the loop’s filter is given in Appendix 6 also. It can be considered
just the same way. The optimal gain sequences G1(J), Gy()), [=0,1,... can be designed by
using the filtering theory approach either. ‘

FINAL REMARKS

The stability of time-varying DPLL has been being considered while the approach
of the previous parts of this paper has been extended [1]. The model of the digital
phase-locked loop in terms of discrete-time functional equation on S! — circle
manifold was of concern. The chosen examples of time varying DPLL-s are of practical
interest: frequency ramp signal to loop’s input and the case of subsequently reduced
effect of noise to make the trade off between the tracking and acquisition capabilities of
the DPLL as good as possible. The aim was to get insight into the different aspects of
DPLL’s dynamics within one unified approach. The results can be used on designing
stage or as first step to very detailed computer modelling based approach.
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APPENDIX 1

-THE MATHEMATICAL MODEL OF THE NONUNIFORM SAMPLING DIGITAL
PHASE-LOCKED LOOP

This'is the derivation of the extended model of the nonuniform sampling DPLL
while taking into account 4:.# phase entrainment with .4, .# being integers. DPLL
is not a zero crossing device in this extended case. The model of the DPLL is
shown in fig. 1. The 41 phase entrainment has been considered previously. Now
the A'.# phase entrainment is of interest. It occurs when there is stable time
alignment between incoming waveform of w, radian frequency and the sampling
one of w, but not only. Also w, and w, should be related each to the other
according to

o, _N_T _
o = AT (Al1-1)
2 27T
@o =7 @ T T
1]

Now in view of the derivation of Part I one arrives at the following equation while
concerning the noise free part of the waveform

L ' ‘ K ;
&ﬂ=Ag@mﬂ+ﬁHo=A4%Qk+nT—ZYQ+mﬂ)=
N k ) o
. . i=o .
The following extended definition of the instantenous phase error ¢, (phase error
shortly) is used next, k = 0,1,....

0
o &

° mod 27'C"k =0

0 5 4

kK — (Do i;{))’i + (ZTCk Z)mod 27-C,
“The periodicity of g is taken into account by this definition partly. Besides, the phase
error characterizes the deviation of the sampling instants from the zerocrossing ones of
the incoming waveform. Moreover

(A1-3)
k >0.

L - . - m
. (“)mod 2T Larg{eM e <-T,T> =S (Al1—4a)

: .
while S? stands for the circle manifold being equivalent to the < —70,7T> closed
interval. with equivalent end points. That is why

(@ g o7 T Byod 277 = @ + Hymod 2T (A1—4b)

for any o, B-from R (the set of reals)
Next from (Al —2) and (A1-3)
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Se = Ag(ps) (Al1-5)

Pr+y = O + Oriy — O — 0y Yy + (27'C./V]./l)mod oI (Al1—6a)
Y[V o -

vy = &4 + wg A Y, : (Al1-6b)

k=01, ...

If the initial conditions of the loop's filter are nonzero then there is modulation due
to which these nonzero initial conditions have occured. That is why zero initial
conditions of the loop's filter are assumed while the nonzero ones can be taken into
good account in terms of prior additional modulation if necessary. Besides any
nonzero state can be easily cancelled within the digital circuity of the DPLL at any time
instant. Suppose the output samples from the loop’s filter are given in terms of
% — Laurent transform by

Z{Y) = Z{Q(4g(p) + N} D(2). Al-7)

Then the baseband model of fig. 2 is valid in respect to ... phase entrainment
(see A1—-5 — Al1-7), while D(z) is the z — domain main transfer function of the
loop’s filter. The model of fig. 2 can be given in time domain also by using the operation
of convolution while acting on the discrete-time waveform to the input of the loop's
filter:

Or+y = Pk + Ogsy — 0, — 0, Z Q(Ag((p) + N)di—; +

i=g

N
+ (271' 2>mod 2T (Al—8a)
and :
MmN k
bty =t + — Y. 0(dg@) + N)dy; (A1-8b)
o, M =

Moreover {d;} is the discrete-time impulse response of the loop's filter:
{d} = Z71{D(2)}.

Let special and important case be considered while the incoming waveform is detuned
in phese and frequency in respect to the reference generated by DCO. Namely

0() =0, + Q,¢t (A1—9a)
Hk = 00 +'90tk, (Al—gb)
£, is the radian frequency while 0, the phase of detunation.

Moreover frequency and phase offsets can occur as steps. The equation (A1 —8a) takes
form in this case: »
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. v
Ox+1 = Ok — (@ +'2p) Y. 0(4g(p) + N)de—; +

i=0

Q V%
+ oA, (m—

M 0, .,/{) mod 27T. (A1-10)

APPENDIX 2

SIMPLIFIED MATHEMATICAL MODEL OF THE FIRST-ORDER DPLL IN RESPECT TO
N4 PHASE ENTRAINMENT WITH NEGLIGIBLE QUANTIZATION. EFFECTS
AND NO NOISE

The aim of introducing simplified model is to get maximum information
concerning possible behaviour of the loop within reasonable analitical efforts. More
complex situation can be always considered as disturbed case of simpler one and
computer can be used to proceed. The required equation in view of (A1—10) is

N2, N
Prrs = 01 = GAgp) + W5 20 + <27t ])mod oy (A2-12)
k=01, ...
Also in respect to (A1—-10)
o Lo, + 92, 0x)=x, Ny=0, de=Go (A2—1b)

whereas

5 o [1E=0
*T 0 k0.
Equation (A2—1) can be given a short form also
va o
Prry = o — Kiglow) + 4 + (27C 7{>mod 2T (A2—2a)
~while :
K £0G4
and
N Q
4 L= 0 -
| n Ao, (A2-2b)
Also, see (A1—8b)
2T/ K,
vy = L +,;°7{— Eg((pk)-. (A2—-2c)

Now the following observations can be done
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1) It is enough to consider /< .# while A and .# have no divisors in common

2) The cases
4 and A _ M N
M MM

exhibit symetry due to the property;

M= N %
(271: Y )mod o = (”277“' ])mod 27
3) The function

. — :
h:S8' - 8, St4 < _707T> closed interval with equivalent ends

N
df —_ T —
h@) Lo — K g(p) + 4 + (2 Jl)mod 2T

is increasing and reversible while
1 — K, g'(p) > 0 (g’ derivative of g)

for all ¢ € . If h(p*)? = * for certain integer p>1 then ¢* is a periodic point of 4 of
period p. It is stable if

dg? < 1. (h? stands for the concatenation of Ap times in this case).
=0

4) If the mapping 4 has a stable periodic or fixed point (p= 1) then there is stable
time aligunment between the incoming waveform from the DCO (see A2 — 2¢). Similar
statement holds true for the loop of any order.

5) If & has a stable fixed point of period # on S! then there is A'.# phase
entrainment. Similar statement holds true for the loop of any order.

Proof

One gets from (A2—2a) and (A2— 20) while not disturbed (4=0) A'# phase
entrainment is considered:

’ k+ M1 VTN
Peva = hM(Pr) = @p — Z K, g(om) + afl( Y )mod T =
" k+./l—
=@ — 2 Kg(on (A2—3a)
: m=k
and
QT /M ] k+H&-1 ‘
boow =l + — "7 — — -
kM x T w, M o mZk g(ox)- (A2-3b)

That is Why if
P*erw = OF = I (p}) "
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then
k+.#—1
Y Kgleh)= 0 (A2—3c)
m=kK (A2—3a) :
and .
2N
bovw = b + : (A2-3d)

0

It means that there are exactly .#sampling instants at every /periods of the incoming
waveform while '

@ _

w, M
Furthermore the time alignment while described in terms of (A2—3d) is stable. The

sequence {#} of (A2—3d) is a periodic cycle of J—‘/Zorder [31.

APPENDIX 3

SOME PROPERTIES OF THE SIMPLIFIED MODEL OF THE DPLL OF FIRST-ORDER

The mapping 4 of equation (2) while lifted to R space [2] is:
h,: R - R, Ris the set of reals

while
: N
h(e) = ¢ — Kig(p) + 4 + 2L~ (A3—1la)
and / of (A3— 1a) stands for the operation in lifting. Alternatively
=9+ f(p) (A3—1b)
, N
flp) = —K,g(p) + 4 + 2T Y (A3—1c)
and -
NQ,

- Let h; is one to one, continous and order preserving (increases on R). Respectively
h:S!' - S!'is order preserving homeomorphism of S* — circle in this case. The
function f of (A3—1) is the angle increment function. Moreover

Sl + 2T0) = f(9) (A3-2)
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while
‘ h(p + 2T0) = h(p) + 2TT. (A3-3)
Now Poincare rotation number r, is

a lim ':'(fp):_l_ im 2 + f(p) + ... + f(lyn — 1(¢))=

27 n—ooo N 2T n—oo n
-1 lim 2t 6@ 1 lim 1a(9) (A3—4)
2T, 0 n 2y s 1

The function f, of (A3 —4) is the angle increment function after  interations. Namely

JSo=Hi(@) — 0 =1(0) + (o) + ... + (K" (p))  (A3-5)
Also, the following theorem holds true [2,11].

Theorem

Let 4 be order preserving homeomorphism of circle of (A3—1), (A3—2) and
(A3—3). Then the rotation number r, exists regardless of the initial condition . Itis
rational if and only if there is a periodic print of 4.

Proof
1. The distance between any ¢, and ¢, changes after n interations of 4, by the amount

4, = |fu(@y) — fu(@)].

Surley, let ¢, <¢, for instance. Then A}(p,)<h}(p,) because 4 is order preserving,
That is why ‘ .

4, = |Hi(ey) — Ki(@)] — lo, — @] =
|hi(0,) — Hi (@) — (0, — @))| =

|hi(@2) — @3 — K (0) — @11 = fu(®,) — filoy)l.

Remember that ¢, ,77=arg e”” € §* = < 7T,7T> closed interval with equivalent
end points. :
2. The following inequality holds true

Val2) — fale)] < 2T (A3-6)

Forany ¢, ¢, from R. Surely 4" as homeomorphism maps every interval of 27T lenght
exactly onto integval of 27T lenght. That is why the distance between and two points
from §'= < —7,7T> cannot be greater than 27T after n iterations of hj.

But for any ¢ € R: .

I

1
Pmod 277 €5
and

./;I((p) = f"((pmod 271:) .
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That is why (A3 —6) holds true for any ¢,, ¢, from R.
3. Let n,, be such an integer that

2T nm < fu(@o) < 20 (1w + 1) (A3-7)
for any integer m and certain @, € R. Then
Mo 2 _ fu(®) 2
— - — — A3-8
m < 27T ml < + m _ ( )

for any integer / and any ¢ € R. First from (A3—-6)

Ju(@o) — 2T < fu(o,) + 2TC.
That is why from (A3—7)

27n, — 470 < 27n, — 270 < fu(¢) < 2Tn,, + 4TC

and
P 2 _Ju(®) w2
_m AL A3-9
m 27Im m + m ( )
But
-1
Su(@) = X ful9h),
i=0
while
o' L 17 (9).
That is why (A3—8— holds true.
4. Now let a,, stands for <-—n—1— — % n_n,: + — 2 > closed interval of (A3—9). It has just

been proved that a,,, < a,,. Surely a,, < q, as well because the previous derivation is also
valid while the integersm, I are interchanged. That is why a,na,;#a (g — empty set),
while a,, and g, are closed intersecting each other intervals. That is why the distance
between any two points x, y : x € a,, y € a; is .

4
|x -yl < ‘—; (A3-10)
and also
S (0) f(rp) 4
2Tm ~ 271 +7 (A3-11)
Finally
vV 3V V

, 1>
e>0 n, ¢ (ml)m>n° "o
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%—% <e - T (A3-1)
The last inequality holds true if n, > 8/e.
{fz";:’)} is a Cauchy sequence in view of (A3-12) and the rotation number r, is
a limit of it. |
6. Now if the fixed point ¢* of 4# exists then
B4 (0% = @* + 2NTT (A3—13a)
and
fi(@®) = 24T (A3—13b)
That is why _
fa(@®) = 2HITC (A3—130)
and
im A9 oA (A3—13d)
n=Mloco M! M :

Note that (A3 —13d) holds true for all o =h"(¢p*), M=0,1,...,.4—1,
7. On contrary if

and f,(¢) < 2T A for all ¢ then

ry =
fM(go) < 2T AN — efor certaine > 0 and 7, < v

Or if f,,(¢)>2T0 A for all thenfM((p)>27I./V+e and r,,>'/—V (e>0). That is why
while avmdmg contradiction there exists ¢* and
Julp*) = 2T A

APPENDIX 4

@)
SOME PROPERTIES OF THE HOMEOMORPHISM / OF THE CIRCLE §* = <—TT, 70>
WHILE H (S*) IS THE SET OF ALL HOMEOMORPHISMS /: §'—S? [2,11]

1. Let h e Diff(S*) [2,11] be the orientation preserving without periodic points and A’
(derivative of h) is of finite variation. Then the minimal set 4 of 4 is equivalent to
S! (4 ~ minimal set if closed, invariant under A, h(4)= A, without any nontrivial
subset being minimal).
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2. The rotation number of A:S*- S is

ry = Iy € <0, 1) and r, is the rotation number of 4.
mod 1 :

3. Every he H(S') : S1— S while orientation preserving with 4=S" is topologically
conjugated with angle rotation by 27Tr, radians.
4. Homeomorphism A € Diff"(S?) is structally stable if and only if
1) Then set of periodic points of 4 is not empty
d A (x,)
D= dx?
5. The topological invariants of structually stable 4 € Diff"(S*) (shortly & € 6'(S?)) are
' 1) the number of periodic points
2) the period of periodic points*
3) rotation number 7,
Set ¢”(S*) is dense in Diff"(S?)
6. The function

# 1 for every periodic point of period p

f:H(SY) - R
h—f(h) =r
is continous. o
7.If h.; St —S! has no periodic points then it is uniquely ergodic: there is exactly one
probabilistic invariant measure on S* associated with 4.

8. The topological entropy of every heH(S?) is equal zero. Other details are available
in [2,10,11].

APPENDIX 5
THEOREM OF SHARKOVSKI [3]

1. Let I= <0,1> be a closed interval and F:I-71 the set of continous mappings of
I onto itself depedent on parameter «

xel-x— F(x,a)el
2. Let every F(x, «) satisfy Sharkovskii's conditions; '
Sh:uel = <ay, 05> and

F(x, ozl) has a fixed point that attracts all points of 7 while

F(x, a,) has a periodic point of period 3.

3. Let f stand for the bifurcational value of parameter o such that there are no periodic
points of period k if a <af and F(x,a¥) has a periodic point of period k.

Then the sequence of bifurcations of mapping F(x, o) appears according to the
followmg order

) 3<5<7<...<3+2 <5:2<7:2<...<22<2<1
If
kl < k2 then ak,; < ak‘; .
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APPENDIX 6

MATHEMATICAL MODEL OF NONUNIFORM SAMPLING DPLL WITH VARIABLE
PARAMETERS. THE INPUT WAVEF ORM 1S DETUNED IN PHASE AND FREQUENCY
FROM THE LOCAL REFERENCE

1. First order DPLL

In this case
0() =0, + Q,¢ ‘ (A6-1)
and the loop’s equations are »
Pty = Qp + Opyy — O — 0, Y (A6—2a)
by, =4 + T —-Y, (A6—2b)
k=0,1,.. ’

That is why the equation of the first-order loop is

Pri1 = @ — 0 Y, + 4 (A6—3a)
o Lo, + 0, ' (A6—3b)
| T = 2Mjw, . (A6=30)

Let also
Y, = GR)X., k=01,.. (A6—4a)

and

mI?xG(k) £G,>0 ‘ (A6—4b)
mlin Gk)¥G, >0 (A6—4c)

In view (A6—4) and (A6—3)
=~ 0GE X, + 4 (A6-5)

while Xy £=0,1,... is the waveform to the loop’s filter. This last equation can be
transformed. subsequntly ' .

G (k)

Or+; = ¢ — K| G Xy + 4 : (A6—6a)
o0
k=01, .. _.
K, £0G, 4> 0 (A6—6b)

X ax4 B (A6—6c)
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Let

Xi=gulon + Nefk (A6-7)
k=0,1,..

whereas g, stands for the effective nonlinearity of the loop while N, for the effective
noise, k.= 0, 1, ..., N,y=N,/A. Let the steady state phase error ¢, exist at the absence
of noise. It satisfies

| 0, = g (4/Ky). (A6-8)
After the transformation ' " v
@ = (pllz + @, k= Oa 15 s (A6_9)
the equation (A6—6) takes form
, Gk ,
Priy = 0k — Ky —g (gef.(q)k + 09 — gef(rps)) +
G k) « ‘
+ K, —G(T’)N,fk, k=01, .. (A6—10)
Furthermore if ¢} =x,=x(k) then after & — Laurent transformation
Gk
2X@) - 23+ K, AX(@ = X@) - K, Z {—G(—) Bec (e (0)+ ) — £ (9 — zx(k)}+
G (k) -
+ 2 {Kl —G%N,fk} (A6—112)
and _
X(@2) = Z{xKk)}. (A6—11b)
Thar is why
_ zx(0) K, G(k)
X(z)‘ - z _(1 - Kl l) z - (Kl A)g{ Gw gef(x(k)+ (p-!') gef((p!‘) Ax(k) +
K2 {808}
= . A6—11
| TS A-Kh (a6-119
Furthermore after the inverse 2 — Laurent transformations one gets
k-1
x(k) = x(0)k,, (k) — Z kyj(k — )
=0
G
‘ (—G(—I)gef(x D + ) — g (05 — lx(l)) +
kol G, ()
+. ,=ZO kia(k =) é(l)Nef,, (A6—12a)
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(ki) = 27K, (=)}, (A6—12b)
z

K@ = — a =KW (A6—12c)

{kia(B)} = Z71{K;,(2)}, © (A6—124d)

K22 = _& (A6—12¢)

z— (- K1)

The lést equation is the required one of convolutional form.
2. Second-order DPLL

k
Yo =6, (k) X; + G, (k) ) X;, (A6—13)
i=o
k=0,1,... ,in this case.

From (A6—13)
Yeey =Gk + DXoiy + G,k + DX i, + Y, — G, (k) X; .(A6—14)
That is why the equation of the loop is
Prtz = 2045 + 0 = 0 G, (k) X; +

G,k + 1) ,
oG k+ 1) (1 + Gk + D Xiiys (A6—15a)
or
. G, (k) .,
Prez — 20k, + @ = K| &( )Xk +
[=e]
By AR L (A6~ 15b)
C;’Q0 Fy
Ki = 0GoA, G,=minGlk) >0 (A6—150)
> ,
: "Gy(k + 1)
k+1) = L B -
nlk+ D=1+ e D (A6—15d)
r= minrk) >0, Xi=X/4 (A6—15¢)
=
k=0,1,... and

Prrz — 2 — AK 1) sy + (1 — 2K ) oy =

, Gy(k) &, - Gitk + )ik + 1), ,
=K1( 1()Xk"'{1(0k) *'K1Tt( 1 ) 7l )Xk+1 — Aoy ).

Goo Gm Ty
(A6— 16a)
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Furthermore after & — Laurent transformation

G,0)r0) 5,
z2(po+z¢1_z(Z—lKlr,)¢o+zK1r,(_%Q ,l(p)
ol
+

®(z) = Z— (@ - iKirjz + 1 — K(4
k) rk

K\Z l(k)Xk - Ao KyrnzZ 6,8 i )Xk+1 "'A(Pk
Gm Goo r

t G iKm)ti—Kid | Z-Q-AKr)z+ 1— KA

o (A6— 16b)

o6 = Z{0d.

That is why after & — Laurent inverse transformation the equation of the loop is

k-1
x(k) = () + Lk - o(G Oy, Ax(l))

kol G On() ¢
+ Y k,k — <é()"(l) — Ax(l)) (A6—17a)
=0 o0
x(k) = @x, k=0,1,... (A6—17b)
22xy + z2x, — 2 (2 — AK r)x, + zK;r ,( léO)r,r(O) — Ax >
—_ ’ 0 {
xk) = Z { 22— Q2—-AKr)z+1—K{A
: (A6—17c)
—_ -1 1 _
=2 et g s
—K. rz
— g1 171 . —
k() =2 {zz — @ - AKnyz + 1 - Kll} (A6~ 17e)
In addition ‘
X = ga(0) + Neg /A | (A6—1Tf)

k=0,1,..., while g, is the effective nonlinearity of the lobp and N ot the effective noise to
the loop’s input. The equation (A6— 17) is the required one of convolutional form.

APPENDIX 7

THE MATHEMATICAL MODEL OF THE NONUNIFORM SAMPLING DPLL IN THE
FREQUENCY RAMP SIGNAL CASE AND .41 PHASE ENTRAINMENT

The modulation of phase is in this case

0() = 0y + Q,t + 2,7 (A7-1)
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and the loop’s equations are

Ours = Gu + Opsy — O — @, %, (A7—22)
and
oy =t +T—Y, k=0,1,.. (A7—2b)
That is why '
_ Opry — O = Qo (tes; — 1) + @, 2, — 8) =
= (T = Y@ + (s + 1)) = A(kk + 1) — Qkk + 1)V, (AT—34a)
and ’
Ak, b+ 1) LTQUk k+ 1) (A7-3b)
QU k+1)LQ + Q (thsy + t). (A7-3c)
From (A7—2a) and (A7-3) the equation of the loop is
Puoer = O — 0k k+ 1) Y, + Ak, k + 1) (A7—4a)
while -
ok k+1) Lo, + Qk k + 1). (A7—4b)

1). Let the transfer function of the loop's filter be
G,
I — z71

and Xj stand for the sampled and quantized waveform to the input of the loop’s filter.
That is why

D) =G, + (A7—4c)

k
Yi=G X, +G, Y X, k=0,1, ... (A7—4d)
< i=p

and zero initial conditions are assumed according to the discussion of appendix. 1. The
following equations are obtained from (A7 —4a) and (A7—44d)

. - . k+1 ' .
Prt+z = Qg+, — Bk + 1,k + 2)<K1X,H:1 +K, ZX;) + Ak + 1L,k + 2). (A7-5a)
i=0

k
Pr+1= @ — Dk, k + 1)<K151,: + K, ZX;) + A(k,k +1). (A7=5b)

K £0G, A
Kz g--t:CDGz.A
o £ w, + Q

ok +1) = okk+ 1)/o
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Xi=Xi/A, k=0,1,... ' (A7-5¢)
From (A7— 5a)

Or+2 = Pre1 — O + Lk + QK rXpiy +
k
— ok + 1L, k+2K, Y X+ Ak + L,k + 2 (A7 —6a)

i=0
T ‘d—£1 + Kz/Kl = 1 + G21/G1.

While (see (A7 —5b))

kg T Akt gz
The base equation of the loop is obtained from (A7 —6a) and (A7 — 6b) in this case next
Priz — 2Qpe1 + 0= Ok + 1,k + 2K, X; +
— ok + Lk + 2K Xl +
ok + 1, kK + 2
ok, k + 1)

B+ Lk+2) .\
d)(k, k + 1) Pr+1

N

(A7—6b)

+<A(k+1,k+2)—- A(k,k+1)>+.

The equivalent form of (A7—7) is
Prr2 — 2 — AK 1) @iy + (1 — AK ) =
— @k + 1L,k + Z)Klrlik-{-l — AK i1 0rs1) +
+ 4 kk+Lk+2+ekk+ Lk+ 2o, +

—ekk+ Lk+20p, k=01,.. (A7—8a)
L S A ok + Lk +2) ~
4 (b k+ 1,k +2) A(k+:1,k+2) Sk Akk+D  (@a7-8n
L@k + Lk +2) A
el b+ 1k +2) &= 00— 1. (A7—8¢)

Furthermore, by using 2 — Laurent transformation one obtains
22P(z) —zp, — 220y — (2 — AK,1)z®(2) + z(2 — AK r) @y +
+ (1 = AK)®() = Z{dk+1,k+2)K, X; — AK 0} +
—z{ok+Lk+ 2K, n X —AK i ) + Z{4 (k+LE+2)} +
+Z{ekk+1,k+2) o) — Z{ekk+ Lk+ 2 pesr} (AT-52)
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Or equivalently while
g{(l’k} = ¢(Z) = X(Z) = g{xk}: P = X = X(k),k = 05 1, ene
_22xy + zx; — zQ2 = AK;r)x,
¥@ = G ikms + 1 - K,
Z{dk + 1,k + 2K, Xi — AKX}
- (2 - AK‘IT[)Z' -+ 1 - /AK]_
_ Z{ok+Lk+2)K rXir — AK 11X 4}
Z2 —(Z_AK]_T[)Z"F 1 —AK]_
Z{Ak k + 1, k + 2)
2 _ (2 - AKlr,)Z, + 1 — lKl
Flelk k + 1, k + 2)x4,}
2 — (2 - AKir)z + 1 — AK,
Zletk k+ 1,k + 2)x;}
- . -1
' 22— Q2-1K;rpz+1—- 1K, (A7-10)
Furthermore after & — Laurent inverse transformation

-+

+

k
Cx(k) = Yk - D{@U+LI+2) X - Ax()K, +
=0

— Kin@(+LI+2)X,, — Ax(+ 1)) + x; (k) +

k
+ Yk k=D{e@I+1,1+)x(+1) — eI+ 1,1+ 2 x(D} +
=0

. _ :
+ Ykyuk = Hd@, ' (A7—11a)
' =0
xk)=x=¢,, k=01, ...
: - 1
a gr—1 —
U 82—} WI-)
2
& g1 ) FXo — 2% — z(2 — AK r)x, _
(0 =2 {zz @ — iK,r)z + 1 — 1K, (AT-110)
dh €A LI+ 1,142, 1=01,.. (A7—114d)
2) Now, let the transfer function of the loop’s filter be
D@ = Gy + = G2 . Gs (AT—12)

1 —z7! + 1 — z712,
The equation of the loop is

Pr+1 = QP — w(k k + 1)Yk + Ak, k + 1) - (A7—4a)
k=0,1,.



Tom XXXVII—-1991 New stability criteria... Part II1 631

If Yz)=2{Y,} and X'(z)=2{¥;} then from (A7—12) while

Y(z)/ X'(z) = D(2) (A7-13)

one gets '
1 K o
Yee2 = 2%4y + Y = _Klek+2 + Xk - == (1 + Tl)Xk+1 (A7T—-14)

k=0,1,...

G G v df ’

K1 ‘g—rﬂ)GlA,p'd—il'l'G +G =1+62/G1,Xk—Xk/A.
1

Furthemore from (A7 —14) and (A7——4) the equation of the loop is

Pr+3—3Qpe2+3 01— = —Dk + 2,k + MK pXisa +
—ok + 2k + YK X+ dk + 2,k + A +r)K, Xiwy +
+ ek +1L,k+2,k+3)Qu, + 6,k k+ 1L k+ 2,k + 3)ppe, +
+ ek k+ 1L, k+2,k+3)e+ Ak k+ L k+2k+3), (A7—153)

ol + 2,k + 3 £ 2EF i; k+ 3 (A7— 15b)
e,k 4 Lk + 2,k + 3) gz(Zg‘; : f z :: 2 - 1), (A7—15¢)
ez(k,k+1,k+2,k+3)QS—ZZE’Zifz:ig—wg(—;i’i_ff), (AT—15d)
e (b k+ Lk +2,k+3) d_f“’g‘(:‘i"_ﬂ)” 1, (A7—150)

Al k+ Lk +2,k+3) = Ak +2,k+3) — 24k + 1,k+z)-i%—i::+2
E’%—fjf) Ak k+ 1) Car—-159
ok k+1) Loy + 2k k+1) (A7—15g)

Qkk+1) L£Qy + 2, (t + tesy), © Lwy + Q. (A7—15h)
Now the equivalent form of (A7 —15a) while ¢k#xk=x(k), k=0,1,... is '
C Xpa3— (3= PKy X+ B — K (L + ) A) X+ 1 + (K A= )x, =
= —pK; @Kk +2,k+3)Xii2 —Axprs) + K L+ 1)@ K +2,k +3) Xiy —
—dxy— Axge) + — K@k + 2,k + )X, — Ax)+ e, (k+ Lk+ 2,k + 3)Xps, +
+e,k.k+ Lk+2,k+3)xs, + €k k+ Lk+2,k+3)x+
+ Ak, k + 1,k + 2,k + 3) (A7—16)
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Furthermore the last equation takes the following form aﬁer % — Laurent
transformatlon

(@ —22G — pK,A) + 206 — K,(1 + 1)A) + K, 4 — DX(@) =
=23x, + 22(x;, — B — pPK, D x,) + z(B — K, (1 + r)D)x, +
+ %, — (3 — P, Dxy) — pKy Z{@(k + 2,k + ) Xiuy — Axpas) +
+ Ky (L + ) Z{ok+2k+3) K0, — Axess) +
K Z (DK +2k+ 3y — Axd +
¢ 2{e b+ LE+2k+ Dxkrst + Z{E (ki + LE+2,k+3)xsy) +
+ Zle,(hk+ Lk+2,k+3x) + {4 kk+Lk+2k+3). (AT—17)

Next, after & — Laurent inverse transformation
. X .
x(ky= Yk, (k—Dh(—pK, @0+ 21+ 3%, - AxU +2) +
=0 . .
+ Ki(L+rm)@0+ 2,1+ 3%, —Ax(+ 1) +

— K@U+ 2,1+ 3)X; — 2x() + x,(k) + ikl_,(k - 0-

=0
e U+ LI+ 2,0+ 3)x(+2) + e,(LI+ 1,1+ 2,1+ 3)x(+ 1) +

. k
+ e+ 1,1+ 2,1+3)x() + Yk, k—Dd()  (AT—18a)
k=0,1,.., X&) =2Z{x}, e

1
2@ —pK N +zB K, (1 +r)A) + K, A —

{k; (o)} L1 {z 1}(A7— 18b)

{x; (k) & 271 x

o 3%y + 22 (x1 -3 —pK, A)xo + z((3 — K, (1 +r))xe+x, — (3—pK1,1)x1)
-2 —pK, D +28-K,(A+rmh)+K A—1

| (A7—18c)
d(k)i‘_‘-fA~(kk+1k—i;2k+3) k=01,.. (A7—18d)

Eventually, the discrete time functional equation of the nonumform sampling
DPLL-s of sécond and third order have been obtained in the ﬁ'equency ramp
signal case.
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M. ZOLTOWSKI

NOWE KRYTERIA STABILNOSCI DLA CYFROWYCH PETLI FAZOWYCH Z
NIEJEDNOSTAINYM PROBKOWANIEM DOWOLNEGO RZEDU SLEDZACYCH PRZEJSCIA
PRZEZ POZIOM ZEROWY. CZESC 111

Streszczenie

Artykut zawiera trzecia cze$é rozwazan dotyczacych nowych kryteriéw stabilnoéci dla cyfrowych petli
fazowych z nigjednostajnym prébkowaniem. Do modelowania dynamiki petli uzyto funkcjonalne réwnanie
z czasem dyskretnym dotyczace rozmaitosci S! — okregu. Pokazano jak jednolita teoria z poprzednich
czesci moze byé rozszerzona by uwzgledni¢ cyfrowa petle fazows o zmiennych parametrach w réznych
sytuacjach o praktycznym znaczeniu. ‘Konkretnie poddano rozwadze petlg cyfrowa do Sledzenia obiektu
poprzez efekt Dopplera i petle z filtrem o zmiennych parametrach w celu zwigkszenia szybkosci procesu
synchronizacji w obecnosci szumu.
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in analog IC design

KRZYSZTOF WAWRYN

Instytut Elektroniki, Wyzsza Szkola Inzynierska w Koszalinie

Received 1991.02.08

Authorized 1991.05.17

Presented paper describes an original approach to analog circuit design with parasitics

included. The approach contains an analysis of the network function sensitivity to the parasitic

~ zeros and poles. Results of the calculations indicate how to neglect ummportant parasitic

elements in an effective network function containing ideal elements and significant parasitics

only. The methodology has been developed for an automation of an analog OTA— C filter

design. A design example is presented and-network function sensitivity express:ons to the
parasitic OTA —C zeros and poles are derived.

1. INTRODUCTION

The analysis and design of analog circuits is aided by the use of network (or transfer)
functions. Designers often employ analytical techniques which require a knowledge of
the network function and their variation with changing circuit parameters of passive
elements and active element parasitics (zeros and poles). Determining the network
function with the associated parasitic zeros and poles is a complicated process for many
analog circuits due to complexity of the circuit and nonlinearity of active elements. The
design of a network usually begins with a study in which all the parasitic elements are
neglected. Later, the network is resimulated with the parasitic elements and its
behaviour compared with the original design. Simulation of the nonideal elements
requires the solution of a considerably larger network than the original one and the
various responses are difficult to compare.

Current approaches to design involve the solution of a system of equations
obtained from the circuit elements and topology [1—5]. Although the algorithms for
computing the network function are reasonably fast, an unnecessary large system of
equations is solved. In addition, these algorithms must be an integral part of a circuit
simulation program in a fully automated design system. Many of the large circuits
encountered can be accurately characterized with a network function of only few
significant parasitic zeros and poles included.
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Presented approach estimates an influence of every parasitic zero and pole on
voltage transfer function in the sensitivity calculations and neglects unimportant
elements in the effective voltage transfer function. The Prolog program performs
symbolic equation transformations to obtain proper effective transfer function and
sensitivities expressions of the filter. Next, expressions are computed in numerical
Pascal procedures which can be linked with Prolog program. The calculations are
developed to estimate the performance of the multiloop FLF and IFLF [6 — 8] analog
integrated OTA — C[9] (operational transconductance amplifier and capacitor) filters
fabricated on one chip in CMOS technology.

2. SENSITIVITY OF NETWORK FUNCTION TO THE ELEMENTS
AND PARASITICS

Parasitic behaviour of active filter circuits is mainly due to the nonidealities of
active elements. Parasitic poles and zeros, finite input and output impedances of the
OTA have meanigful influence on frequency performance of OT A — C filter. Parasitics
which values ideally tend to infinity (i.e. poles of transconductance gain gm) are
replaced by their reciprocals which have zero value ideally in sensitivity calculations.

Sensitivity calculations are based on logarithmic and semilogarithmic measures
introduced in [10]. Let Fdenote an arbitrary network function which can, for instance
be the transfer function (K), the pole (p), the zero (z), the Q and the w, of any pole or
zero and so on. Denote by kthe vector of all elements and parasitics in the network. The
function Fmay or not depend on the complex frequency s and is described as follows:

F =F(h,s) )
The variation of such a function is expressed by
' oF ,
AF = Y 37, 4% ) 2)

where: n,, = n, + n,,

n. is the number of elements, and

n, is the number of parasitics. '
and the normalized variation is expressed in the form

AF '@ 10F
F—i=1Fahi

Let us partition the vector & into

b, !

k= (u, )T | Q)

where the vector u refers to all network elements having'nonzero values and the vector
v to parasmcs (nonidealities of active elements) having zero values ideally. The
normalized variation can be now written in the form
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AF % (8Fu) Au; | % (OF 1
F i(@u,) +i<a F>A” )

U,

Let us introduce two sensitivity measures: the usual logarithmic sensitivity

- OlnF OF u
F = ——=
Su = dlnu F du ©
and semilogarithmic sensitivity of the form
dlnF ©oF 1
- F = e— =
So dv F ov D

The logarithmic sensitivity is a natural measure for the actual physical elements and
relates fractional changes in these elements to fractional changes in the response. For
the parasitic elements, the logarithmic sensitivity is zero and the variation is not
defined. Thus the semilogarithmic sensitivity, rather than the logarithmic, is a natural
measure. The semilogarithmic sensitivity relates absolute changes in parasitics (which
are ideally zero) to fractional changes in the response. Then, the normahzed variation
can be rewritten as

=St Yot ®

Here Au;fu; is the relatlve change of the element values. Since the design values of
parasitics are zero, 4v; represents the actual value of the parasitic element.

For a given technology, the ratio du;/u; is generally specified and cannot be
influenced by the topology, similarly 4v; depends on the value of parasitic element. For
instance, if p; is the parasitic pole of the transconductance

F

gnls) = —Em ©)
- s
&=
§4i
then for the ideal case
. : o
v = — : 10
Di (10)
in zero and ‘
i ‘
dv; = —— - 11
Py an

Let the topology of the network be given. In order to minimize the variation AF/F
we must minimize not only the sensitivities S,‘fi to ideal network elements but the
sensitivities S,‘,Z. to parasitics as well. The sensitivities to ideal elements are no interest of
this paper and are described in literature in detail.



638 . K. Wawryn Kwart. Elektr. i Telekom.

3. MULTILOOP FILTER STRUCTURES

Proposed sensitivity calculatlons heve been developed for an actlve filter described
by the voltage transfer function :

T(s) = Uy /U; = N(s)/D(s) (12)

“where U,U, are input and output voltages and N(s) and D(s) are any degree
polynomials of complex frequency variable s with real coefficients.

The basic filter structures are based on generalized follow the leader feedback
(FLF) and generalized inverse follow the leader feedback (IFLF) topologies [11],
shown in Fig. 1. The topology is specified as an interconnection of circuit building
blocks.

o] g R g}

n(s}4—Vout Tn(s
Vin =

Fig. 1. Two basic filter functional block structures

The denominator and numerator of equation (1) for structures from Fig. 1 can be
written as

D) =1+ Zn: lj (13)
NG = [17, (14)

where: T; and F;, j=1,...n are voltage transfer functions of forward and feedback
circuits (parametrized circuit building blocks), respectively.

=
2’_

Fig. 2. Basic circuit building-blocks
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Every circuit building block can be one of four different circuits: integrator,
amplifier, short-circuit, and open circuit shown in Fig. 2. Thus such a general topology
represents family of 42" different structures.

Realization of integrator and amplifier depends on design technique. The
technique which employs OT As and capacitors only has been chosen, and taken into
considerations.

4. OPERATIONAL TRANSCONDUCTANCE AMPLIFIERS AND
CAPACITANCE (OTA—C) STRUCTURES

Basic circuit building-blocks for integrator and amplifier structures using operatio-
nal transconductance amplifiers and capacitor can be derived as shown in Fig. 3

The integrator and amplifier structures with differential input serve as basic circuit
building-blocks for structures with only one input terminal ,,+ ” or ,,— ”. These circuits
differ only in changing the sign of the g,, and g; coefficients in any equation derived for
the original circuit. '

TR

|| K(9) = UoUd = f§§ K(s) = Uo/Ud =

| Uo/(Ue-U)= | | § | Uo/(U+-U) =

AL ]

1 where % 1 where
K=gm/C = K = gv/gt

where gx is transconductance gain and x € {m,b,f }.

Fig. 3. OTA —C circuit buildind-blocks for integrator and amplifier

Taking structure shown on Fig. 3 into account the IFLF topology of filter from
Fig. 1b can be rearranged to the multiport structure shown on Fig. 4 where
denominator D(s) is expressed by equation (2) and for the numerator N(s) it can be
derived following equation

N@E)U; = Uiy + Y (Us; — Uy + FUY) [ T; (15)
=1 . j=1
where o
ij=kiji’j=la'-'sn’ X € {+3 a, —} 3
U+o=k+oUi: » ' '

U, is the input voltage, k., and each k,; is zero or one.
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+
Fn(sz
i Uan
Uan
+
Pl
<l U2
*Ua i
Fis)[
l U-1
Ual
Tl ... T Tits) — Uo
Us+n l
Ui U+n-1 - Ua U+o0

Fig. 4. Réarranged IFLF structures from Fig. 1b

Notes: ‘

Following specifications for short—circuits and open circuits are applied to the
IFLF model -

1. each of the T}, j=1,....,n cannot be short—circuit or open circuit,

2. if F;=1 (short—circuit) then all inputs { +,a,— } of F jconverge to one point resulting in

U+j - Uaj + FjU_j = U+j,

3. if F;=0 (open circuit) then voltage input U, j Of F;is directly applied to the inverting
input of T; resulting in

U+j - Uaj + FJ:U_J' = ‘U+j - Ua_,',

with no effect on the generality of further considerations.

The FLF structure shown on Fig.la can be rearranged to obtain IFLF
“complimentary structure with the same denominator D(s), but different term N(s)U;,
then both structures can be synthesized simultaneously. Now the family of (2*4)?"
structures described by different T(s)=N(s)/D(s) characteristics can be obtained
during evaluation of parametrized circuit building blocks. Additionally applying
input voltage source U; to one or several linked inputs U,; and grounding remaining
inputs U,; we can obtain (2"—1) different useful numerator N(s) characteristics
(equation 4) for the same denominator D(s) (equation 2).
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5. BASIC MODEL OF OTA—C STRUCTURES OF SMALL
SIGNAL CALCULATIONS

Obtained these network structures are composed of ideal elements in which all the
parasitics are neglected. In practical designs, parasitics cannot be neglected, especially
for high frequencies, because they not only effect the sensitivity but also introduce
errors in the design realizations.

Let assume an OTA is characterized by a transconductante gain g,, which can be
approximated by

1+5>
Z

Em(S) = &m p Y (16)
)i
Dy )2

where g,, is the low frequency transconductante gain of the OTA, z, p,, p, are zero and
poles of the tranductance gain g,, adequate to small signal analysis of the amplifier and
correspond to inserting parasitic capacitance (pole) and inductance (zero) to idealmodel of
OTA. Theexpressions for integrator and amplifier from Fig. 6. can be shown as follows

' (1 + i) |
K@) = 22 Zm BEGT)

sC(l + i)(l + i)
Pim Dom

S S S
(oo
K(s) = 2 N o g (18)
&1 (1 +—)<1 +—)(1 +—>
P P2 zr

where: indices m, b, f of poles and zeros correspond to the transconductance gain
notation g,, g, and g;.

If the circuit building blocks T}, Fj, j=1,...,n are evaluated to integrators or
amplifiers at least one parasitic zero and pole are entered. As the same derivations can
be made for each zero and pole so let assume that exactly one dominant zero and one
dominant pole are entered. Then the voltage transfer functions for Tj,and F;,j=1,...,n

._. ( SJt>‘
TI (s)

= T,(—;j, (9
1+ =~
Pj

for integrator and

for amplifier,
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‘ - s
(1+2)
Fi(s) = F; _“Z";L
| (1 + —>
Pjr

where: j=1,...,n, indices ¢ and f denote zero or pole of T; and F;, respectively.
Taking into account equations (19) and (20) finally equatlons (1 3) and (15) can be
rearranged as, follows

D(s) = Z Fipir (s + ziy) l—[ T Pie (5 + 2zi) H s+ pu) zie l—[ (s + Pif) Zis

(20)

i=o k=op =i+ j=1
n
IT ¢+ Pif) Zjs 21
, =it
13
N(s) = Z Aipig (s + zip) H Ty pr (s + zi) l_[ &+ pu) zie 1_[ s+ pig)zjs
i=g I=it+1 i=1
I 6+pz . (22)
j=it1 _
k Tablel
Sensitivities of numerator N(s) and denominator D(s) for additional transconductance poles and zeros
: K
8,(5) = 8. (5) = g, |1 +2
1 + -
p
T, s
Ty(s) = Tys) =T,(1+ -
s z
1 + — I
4]
N@©)p . N({s)z
N __ J ‘ ) — J
S ‘1 i-1 SN‘;) T oa i
(k+o+ Y 4 l'IT>s+N(s)p, s A TIT, +N@)z
i=1 k=1 i=) k=1
D(s)p D(s)z
Di(s) _ J Dys) — J
S /. -1 i S 4} T oo i
‘(1+ Y FII T,‘)s+D(s)pj sZFlHTk+D(s)zJ
i=1 k=1 ' =] k=1
F,(s) ‘ Fy(s) = (1 + )
. Z;
1+ —
by .
SN = N@#, SN = N(s)z,
Pi i % i
N@@,+s)—sk_F ] T, sFII T, +N@)z,
=1 j=1
SP = D(S)pt SPi9 — D(s)z;
4] i % i
D@+ ) —sF ][] T, sF,[I T, + D)z
=1 k=1
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where: 4y = ki, Ty =1,py =1,2, = 1, 
Ai = k+i - ka,' + Ek—ir i= 1, e N
The sensitivities of K(s) for parasitic zeros z and poles p can be expressed as follows

. 0K(s) =z
K@) — ¥/~ — SN,(.S) _ DS.S) 23
S 3z KG) © — SPE 23
. 9K ’
SK},’) — _(‘82 _p__ = SN& _ SDI(’S)= 24

op K(s ~°

where: SX9, SPO, S¥O, SKO SO and SN are logarithmic sensitivities of voltage
transfer function K(s), denominator. D(s) and numerator N(s) on parasitic zero z and
pole p, respectively. ' v

It is easy to prove dependence between logarithmic and semilo garithmic sensitivities as

SKO = —SKOp, (25)

where 1
v =-— (26)

p

The logarithmic sensitivity expressions of numerator N(s) and denominator D(s) on
particular parasitic zeros and poles are shown on Table 1. Computed values give
informations which circuit building block (T, Fj, j=1....,n) must be designed with
a great care. :

Additionally sensitivity expressions for the most popular biquad filter structures
have been derived and shown in.-appendix. : :

6. FILTER DESIGN PROGRAM

A filter design program based on artificial intelligence methods has been written in
Turbo Prolog and implemented on IBM PC AT computer. Detailed considerations
about the filter design system architecture, circuit representation and inference
mechnisms can be met in [12]. A design process is executed in a Prolog searching
program based on backward chaining strategy to transform input specifications into
an appropriate filter structure. The design method based on direct search in a space of
-structurally different circuits provides all reasonable size structures and selects these
which satisfy desired performance characteristics with constraints. The search starts
with the simplest two functional building blocks (T';(s) and F,(s)) of FLF or IFLF
topology. During the Prolog based execution, all functional building blocks are
successively evaluated to integrator, amplifier, short-circuit and open circuit, and all
symbolic expressions for desired parameters and coefficients of transfer function and
sensitivity polynomials are obtained. Expressions for particular functional topology
are then computed by numerical Pascal procedures, which are linked with the Prolog
program. Computed values give informations whether the input specifications are
satisfied by this topology. The execution procedure continues recursively and at the
same time Prolog interpreter backtracks and selects evaluated topologies with respect
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to imposed constraints. If the backtracking procedure exhausts all possible evaluations
and does not reach the desired solution, then the FLF or IFLF topology is extended by
adding one forward and one feedback functional building block to obtain (Ty(s), T, (),
F,(s) and F,(s)) topologies and the above execution procedure is repeated. The
succesive extention of FLF or IFLF topology by one forward and one feedback
functional building block are continued until suitable constraints are satisfied or stops
when the size of the obtained structure becomes unreasonable large.

7. EXAMPLE

A prototype Prolog program has been tested for OTA — C filters. A biquad cell of
notch tuned filter of the transfer function expressed by following equation

2 2
K = —° + W}

s+ %s + w}
is chosen as an expamle. The following set of rules is derived,
1) N(s) should not have terms in s,
2) D(s) should have term in s,
3) the ratio X between the coefficients in s° in N(s) and D(s) should be equal 1,
4) the ratio K between the coefficients in s2 in N(s) and D(s) should be equal 1,
5) all of the coefficients should have the same sign, »
6) maximum power of N(s) and D(s) is 2, under additional constraints

“gm2 gml —> Uo

_—Ci

| L.
- T

2, Emi&m2

S+
C,C
K(s) = 12
o a E
32+ Em18b1 cmlEm?2
Cign GG

Fig. 5. Notch filter
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7) there are only two capacitors,

8) w, and Q should be tuned indepedently,

9) all transconductance gains in mtegrator structures are tuned s1multaneously ie.
gmi—kl! IEC k €R. ! i
Minimal number of circuit building blocks necessary to built this ﬁlter is two

forward circuit building blocks T, T,, and two feedback building blocks F; and F,.

The structure and its voltage transfer function K(s) are shown on Fig. 5 and the

expressions for the frequency w, and the quality factor Q are given by

w«‘ Em1 Emz 0= 8r1  |8m2 C .
LY C C, go1 NV &m1 C2

The potential for independent tuning @, and Q to any desired value is
apparent. The frequency w, can be tuned via adjustement of the transconductance
AN n=gm; = &m, and the quahty factor Q via ad_]ustement of transconductance
gain g;, or gy;. ,

The sensitivity expressions for parasitic elements p,=1/p, and v,=1/p, are
given by

w
; 5 —Ds g2
SENG) - _ " Q
Y1 |p,=0 2 2 ‘
1 S+ o w
0 2 + Og + w%
)
.
SKN(S) S Q
Y, = 2 2
0,=0 ¥ + w3 W,
s+ Q‘ + w3

Magnitudes of sensitivities of K(jw) for parasitic elements v, =1/p; and v, =1/p, of
transconductance active elements for obtained structure has been calculated as
a function of frequency for several values-of Q factor. Results are shown in Table 2.

o 5 Table2
Magnitudes of sensitivities K(jw) for pii'stic elements
(Jw)

O e T

@, | ‘©@=0.707 g=1 - Q=10 0=0.707 Q=1 "1 " @=10

0.2 -0.00236 0.00170 0.00017 0.05889 :-0.04249 0.00434

04 . 0.04256 -~ 0.03276 0.000362 0.26602 . 0.20473 0.02265
. 0.6 0.26946 . 0.23083 ..0.03150 0.74851 0.64119 0.08751

0.8 1.35528 1.29696 0.30852 2.11763 2.02649 0.48207

1.0 _ o » 0 0 0 0 0

20 1.82946 1.47920 017738 | 045737 0.36980 0.04435

4.0 1.50576 1.09936 0.11374 - 0.09411 0.06871 0.00711

6.0 1.45427 - 1.04275 0.10578 -.0.04040 0.02897 0.00294

8.0 1.43670 1.01514 0.10319 0.02245 0.01600 0.00102
10.0 1.42964 . 1.00376 0.10203 0.01429 0.01015 0.00102
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Detailed analysis of calculated results and sensitivity expressxons gives following
observations:

1. Infinite sensitivity of module |K(1w)] for parasxtlc elements v, and v, in o, is
due to the pair of complex conjugate zeros +jw of D(s) on the i nnagmary axis in the
s-plane.

2.1f Q —» oo then the pair of complex con_]ugate poles of K(s) compensates the pair
of complex conjugate zeros of K(s). It results in relatively smaller valuesof S*§¥ and
S¥p for greated Q factor. S

5. o - oo then SENO S @ /Q and SKN") - 0, respectlvely

4. The ratio |S,’,‘1"U“‘)| SXvw) which equals (w,/w)? shows that more critical
constraint must be set on transconductance pole p, for frequences w<w, and
transconductanse pole p, for frequences w>w, respectlvely Crmcal pole P should be
pushed to higher frequency resulting in smaller 4v value.

5. Optimization of 4K(w)/K(w)=SX (w)dv, + Sy (co)Av2 for a glven o results in
minimal p, and p, values where the influence of poles on frequency characterlstlcs of
designed filter structure can be neglected.

6. If the frequency range w, Lw< w, is any designer — specified band then ‘general
sensitivity measures introduced in [13] may be employed.

For T, T,, F, and F, circuit building blocks there are additional four structures
which satisfy imposed contraints, and for T, T,, T, F,, F, and F, circuit building
blocks number of useful structures increases to 54. Time consumption is about
2 minutes.

8. CONCLUSIONS®

This paper presents an original approach to an analog circuit design. A circuit
performace is approximated by the use of sensitivity calculations. The calculations
determine all the sensitivities of network function to the parasitic poles and zeros of
transconductance amplifiers. The computed sensitivity values are used to optimize
nétwork function variations with respect to parasitic elements. Advantages of the
methodology are the ability to estimate the significant parasitic elements which should
beinserted into the original network to simulate the effective network function, and the
'meaningful ruduction of a number of system equations. This approach is especially
'suited for a knowledge base systems to interpret sensitivity results and to make proper
‘optimizations within the circuit until the detailed circuit simulation is processed. The
knowledge base approaches are preferred because, the results interpretation and
design optimization strategies are generally heuristic and require symbohc derivations
to obtain the transfer function expression. A knowledge base approach to the OTA-C
filter des1gn is presented by the author in.[12] and to CMOS op apms in [14]. 1

Another poss1ble approach to the network function optimization is to compensate
parasitics influence of network function F'by elements variations. Consider that all
sensitivities have been computed. The values 4v; correspond to the parasitic nominal
values or nonideal active element parameters are assumed known. We wish to find the
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required variations 4u;/u; in the elements to compensate for the variation produced by
the 4v;. We thus require

%2 % = - fS.‘f,sz. N

i=1

Presented approach has been developed for the design of the IC OTA - Cfilter, but
it can be easily adopted to filter structures composed of elements other than OTAs.

APPENDIX
BIQUAD SENSITIVITY EXPRESSIONS

General biquard structure can be describéd as follows
N@) _ N@

=50 =

D s2+%s+w§

The voltage transfer function and sensitivities for .parasitics of particular biquad
structures are expressed as follows.

1. Low-pass filter

Kup(5) = =2 s
s - ‘
- D() 52 +"%s + wi
. | Q 0
SKLp) 53 53
LP\S) — == §
52 4 p,D(@) i o
. $ + py s2+a°s+wgr
o w
s+ 25 ‘ s+ =5
SKLPG) — Q = 7 0 Y
Py [0 . (OF . Wy
s3 + =252 4+ p, D@ £+ =5.+p (,s‘z»+ —s + a)z)
5 Q . 12 Q 2 Q 0
SKLP®) §3 ' 53
vy 1)1= = — = -
' D(s) W,
‘ s2 + —s5 + W}
$# + D £+ s
K pls) =
pSz v,=0 " D(s) W
2= . 2 4 Y5 4+ w?
Q
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‘2. Band-pass filter
W, S Wy S
K =2 = 0
s (5) D(s) , . Wo
T 2+ =5 + wl
0
SKBP®) — . e - s
Q
KB _ _ P, wis __. P wis
» s+ W : s+ w w
2 p2s3+—°s2+p2D(S) p2s3+_0s2+p2<sz+_2s+m(2)>
0"t 0 0
Kup() | S3' . S3
BP = o
S ;=0 D) W,
. 82+ ~Q—s + w3
SKB;)};(.;) o _ _](;)%(.;;= 3 ac:)(zjs
2 s+ EOS + w?
3. High-pass filter
K = =
HP(S) D(S) 5 wo
‘ 2+ —s5 + w?
Q
: Dogz 4 wis 29;.s2 + w?s
SKHP(")_:._ pl g . - P1 Q B
& S+p: 87+ P DE) s+”1s3+p1(sz+29s+w%
: 0
Skapo — __ P2 W} s — P, W} s
P s+ 7Y v s+ w w
: P2 g + 252 + p, D(s) Py P+ 252+ p, |24 25+ w?
Tt 0 0
® S
282 + wls Dig 4 w3s
Sfup(s) - Q _ Q
1 v;=0 D(s) &+ Do + w2
Q 0
sfzap(é o= _l‘;’is); _ 058
2 : 2 + 25 + o

Q
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4, Notch ﬁlter

IR SRS
D) '7s2+ —2s + w?
Q
2 &sz
SKN(s) _ P1S Q
1 s+ (2 + od)p, s+ py D(s)
Wy
- plsz Q- ;
53 2 2 w, :
+ (2 + (Do)pl S+ P1(32 4+ Dog 4 w%)‘
Q
@
SENG®) Py s> Q0

3+ (2 + w
( o)Pz s3 +

0 P02 + p,DE

Wy
P, s - g
TP+ (e + o
; ( o)Pz 53 + sz + p2< s + a)z)
LWy, wo 2
— 5 — s
SEN) = — $ Qe _ - %, 2
) ~ =
1 |o,=0 s2.+ wi D(s) 5 +w,2,s2 +%s+w§
Loy : 9%
SENG = s Q . ol Q
v —
2 lv,=0 52 + w? D(s) S%;+ w§ 2+ 25 + w?

Q

Additionally, magnitudes of sens1t1v1ty for parasitic poles and the phases can be

expressed by

3
SngUW) = |2
1 D,
W (w_) e
SKLpUW) = Q :
2 ID,| "
3
SKppUW) — @
Py ])1

4
(pLP»Pl = _5 - (pl
)
@rp,p, = arctg A

3

PBP,p; = 2" @,
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. ) ww? K
SKBgZUW) = |K, (o, p,)| D 2 Pppp, = T — Pr; — @y
2
‘ 2
. ol () + 3 .,
SKH;FW) = lKl (i, p )l "D, Pup,p, = —T— P, +al'cgt—Qwo—(pl
: , ww?
SKHEZUW) = |K, (jo.p,)| D g Papp, =T — Pk — @2
5 ‘
. . 0w ,
SKI}IJ(IN) = [K, (o, py)| QDIO \ ' PNpy = T+ Pk — @y
, . w3
SK%‘;W) = |K2(](l),p2)| Q]; PNp, =T + Qr, — @3,
2
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2
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: - :
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K. WAWRYN

WRAZLIWOSC FUNKCH UKLADOWEJ NA ELEMENTY PASOZYTNICZE
W PROJEKTOWANIU ANALOGOWYCH UKLADOW SCALONYCH

Streszczenie

W artykule opisano metodg projektowania ukladéw analogowych z uwzglednieniem elementow

pasozytniczych. Metoda ta jest oparta na analizie wrazliwosci funkcji ukladowej na pasozytnicze zera
i bieguny elementéw aktywnych. Rezultaty tej analizy pokazuja jak wyznaczyé rzeczywista funkcje
uktadowa, na ktora maja wplyw idealne elementy ukladu i tylko istotne elementy pasozytnicze. Tak
wyznaczona rzeczywista funkcja uktadowa zostala zastosowana w automatyzacji projektowania filtréw

ak

tywne~—C. W pracy przedstawiono przyklad projektu filiru oraz zostaly wyprowadzone wyrazenia

wrazliwo$ci transmitancji napigciowej na pasozytnicze zera i bieguny elementéw aktywnych.
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Artykut zawiera wyprowadzenie analitycznych zaleznogci miedzy wspolezynnikami wagowy-
mi punktowych aproksymat tlumiennosci pasmowej a funkcja gestosci wagi, charak-
teryzujacej te thumiennoé¢ w przypadku logarytmonormalnego rozkladu wagi. Podany -
przykiad obliczeniowy dotyczy naturalnego pasma telefonicznego. ’

1. TLUMIENNOSCI PASMOWE

Klasyczna teoria czwornikéw elektrycznych [15, roz. 3] dotyczy obiektow linear-
nych, ktérych wlasciwoéci transmisyjne nie ulegaja zmianom w czasie. Z energetycz-
nego punktu widzenia te wlasciwosci sa charakteryzowane dla dowolnych ale
ustalonych czestotliwosci f thumiennos$cia 4 rozwazanego czwornikal. Z reguly ta
punktowa thumienno$é czwornika jest funkcja czestotliwosci, tzn.:

A=y{). '
W celu skalarnego scharakteryzowania wlagciwosci transmisyjnych czwornikow
w pasmie przesylowym o czestotliwosciach granicznych: dolnej f; i gornej f; w [8]
wprowadzono pojecie thumiennosci pasmowej, okreslonej nastgpujaco: '

7
4= f¢(f)ﬂf)df, w
Jd '

gdzie g(f) jest funkcja gestosci wagi, unormowana w pasmie przesytowym [fy, f], tzn.
spelniajaca warunek:

) W tym artykule bedziemy abstrahowaé od rodzaju thumiennosci, poniewaz nie ma to wptywu na wyniki
prezentowanych rozwazan.
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T
fg(f)df: 1.

fa .
W dalszym ciagu tego artykulu okreslona wzorem (1) wielkosé A bedziemy
nazywali thumiennoscia pasmowa w waskim sensie, w odrdznieniu od wprowadzonej
przez CCITT [2] wielkosci:

S
A{c) = —10/c - 1g flO"“”""“g(f)df, (2
Ja
ktdra bedziemy nazywaé tlumiennoscia pasmowa w szerokim sensie?.
Nalezy zwréci¢ uwagg, ze w przypadku gdy warto$é wystepujacego we wzorze 2
wspdlczynnika ¢ dazy do zera, zachodzi zwiazek (patrz Dodatek 1):
A = lim {A(c)}

c—

W wydanej w 1984 roku publikacji [12] autor zaproponowal metode wy-
znaczania kolejnych przyblizen funkcji wagi g(f) w postaci wielomianowej; propo-
zycja ta jednak nie zostala wykorzystana. W wydanej w 1989 roku Niebieskiej
Ksigdze CCITT [2, t. V, D. 19, pkt 4] dokonano zestawienia wynikéw prze-
prowadzonych w réznych krajach badar eksperymentalnych rozkladu wagi. Wy-
znaczono empiryczne dystrybuanty rozkladu wagi i sporzadzono wykresy tych
funkcji na siatkach laplaso-regularnych (patrz Dodatek 2) o liniowej skali od-
cigtych: X =In(f/f,), gdzie f, jest stala (czgstotliwo$é odniesienia). Ze wzgledu na to,
ze uzyskane wykresy mozna przyblizy¢ liniami prostymi (patrz rys. 4—2 w [2, t. V,
D. 19]), wigc istnieje podstawa do przyjecia zalozenia o logarytmonormalnym
rozkladzie wagi.

Jak wyprowadzono w Dodatku 3, funkcja gestosci wagi o rozkladzie logaryt-
monormalnym, po dwustronnym ucigciu i unormowaniu w przedziale [f}, f,] wynosi:

exp(—y?/2) | o)
J-0/2n[@ () — D (ya)]

g =
gdzie;
y = [In(flfo)—ul/e

ve= [n(lfo)—ul/o (39
= [In(fulfo)—ul/o

przy czym: u i o sa parametrami rozkladu wagi.

2 W dokumentach CCITT wielkosé A(c) jest nazywana thumiennoscia glosnosm a jej argument:
¢ — wspolczynnikiem wzrostu glo$nosci.
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2. PUNKTOWE APROKSYMATY

W praktyce pomiarowej tlumiennoéci pasmowe sa szacowane na podstawie
wynikéw punktowych pomiaréw tlumiennosci czwornikéw przy czgstotliwosciach

fi €lfa 13), (gdzie k=1,...p):

=¥
jako $rednie wazone tych thumiennosci, a wi@c:
- p ~
Adr ) Gea =4 @
k=1
oraz:
p o~
Alc) ® —10/c - lg Y, Gpl0 %= A(c), v ®)]
k=1 .

gdzie G, (k=1,...,p) sa unormowanymi wspolczynnikami wagowymi, tzn. spel-
niajacymi warunek:

P
Z G, =
k=1

Okreslone wzorami (4) i (5) wielkosci A oraz A(c) bedziemy nazywaé punktowymi
aproksymatami thumiennosci pasmowej (odpowiednio: 4 oraz A(c)). Jak wykazano
w [11], wystepujace w tych wzorach wspolczynniki wagowe Gy sa jednoznacznie
okre§lone przez czestotliwosci f; wyznaczania tlumiennoéci punktowych
Ag (k=1,...,p), a mianowicie:

Z Fn/k mp-—n—l
G = "p__ol ’ ‘ - (6)
Fueft™"1 ‘
n=0
gdzie wspolczynniki:
n L ‘ .
Fn/k = (—1) Z ﬂ fji ' -(7)
-1 =
P Ji={ 1B} Ik '

. p 1 . r . 3 - 14 7 4
sa sumami | , |iloczynoéw, stanowiacych kombinacj¢ bez powtorzen n elementow

z (p—1)-elementowego zbioru cz¢stofliwo§ci {fi}, gdzie j#k, przyjmujac wszystkie
pozostale wartosci j=1,...p.
Wystepujace we wzorze (6) wielkoSci:
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S
m, = ff’gmdf : ®

fa ;
sa momentami zwyczajnymi rz¢du r (=p—n—1) rozkladu wagi, unormowanego
w pasmie [f3, f;]. Nalezy zwroci¢ uwagg, ze ze wzgledu na zwiazek (8), wspélczynniki
wagowe G, sa funkcjonatami wielkosci g(f).
~ Jak to wyprowadzono w Dodatku 3, dla funkcji gestosci wagi g(f) o rozkladzie
logarytmonormalnym, okreslone wzorem (8) momenty zwyczajne wynosza:

. = é(y,—ro) — P(ys—ro)
’ ) — 20

Mo = fg - explru + (ro)* /2] (10)

jest momentem zwyczajnym fzqdu r nieuci¢tego rozkladu logarytmonormalnego
o parametrach 4 i g, natomiast @(y) jest wartoScia dystrybuanty standaryzowanego
rozkladu normalnego, okreslona w punkcie y (patrz wzory (3")).

Mey, s €))
gdzie:

3. PRZYKLADY OBLICZENIOWE. WNIOSKI1

Przyjmijmy, ze sa dane wartoci: czgstotliwo$ci granicznych pasma przemys-
lowego: f3=300 i f,=3400 Hz, czestotliwosci odniesienia f;; = 1000 Hz oraz paramet-
row logarytmonormalnego rozkladu wagi, a mianowicie: £=0 i o=1,15". Nalezy
obliczy¢ wartosci wspolezynnik 6w wagowych dla p-punktowych aproksymat thumien-
nosci pasmowych przy czgstotliwosciach zalecanych przez CCITT [3, rozdz. 4] zgodnie
z ustaleniami ISOY, w przypadku, gdy p=3, =5 i=11.

Pierwsza faza obliczen polega na wyznaczaniu momentdw zwyczajnych rzedu
-r=1,...,10 rozkladu wagi na podstawie wzoru (9); przy obliczeniach numerycznych
wykorzystano algorytm przedstawiony w Dodatku 5.

W przypadku, gdy p=3 przyjeto czgstotliwosci f; podane w rubryce 2 tablicy 1, ana
podstawie wzoru (6) obliczono wartosci wspdlczynnikéw G, podane w rubryce 3 tej
tablicy.

W przypadku, gdy p=5 przyjeto czgstotliwosci f; podane w rubryce 2 tablicy 2, ana
podstawie wzoru (6) obliczono wartosci wspolczynnikéw G, podane w rubryce 3 tej
tablicy. ’

W przypadku, gdy p=11 przyjeto czestotliwosci f; podane w rubryce 2 tablicy 3,
a na podstawie wzoru (6) obliczono wartosci wspdlczynnikéw G, podane w rubryce

- 3 tej tablicy.

¥ Z danych zawartych w pkt 4 Suplementu nr 19 do tomu V ,,Niebieskiej Ksiegi” CCITT [2] wynika, Ze
w zaleznogci od kraju, w ktérym byly przeprowadzone badania, uzyskano oszacowania wartosci parametru
4 zawarte w przedziale od —0,2do +0,1, natomiast wartosci parametru ¢ — prawie jednakowe i wynoszace
okoto 1,15. .

? Pelny wykaz tych czgstotliwosci dla zakresu naturalnego pasma telefonicznego podano w tabl. 3.
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Tablical -
1 2 3
k /. [HZ] G,
1 400 0,2549713
2 1000 0,4865412
3 2500 0,2584875
1-2G,| - 5,6 -10717
1/21G,} - 1
W, - 0,607082
Tablica?2
1 2 3
k /,[Hz] G,
1 315 0,0997010
2 630 0,3115507
3 - 1000 0,2474707
4 2000 0,2742865
5 3150 0,0669911
\I—Z‘G,‘[ — 4910716
1/ZIG,} - 1 .
W, — 0,4979626
Tablica3l
1 2 3
k /. Hz] G,
1 315 60,4105
2 400 —289,2923
3 500 558,8660
4 630 —600,6391
5 800 430,1884
6 1000 —215,5100
7 1250 68,0821
8 1600 —13,3984
9 2000 2,3790
10 2500 —0,1529
11 3150 0,0669
1—2G,l - 64 - 10710
1/ZiG,| — 4510704
W, - 998,38

W dolnych czgéciach tablic zestawiono réwniez wartoSci parametrow, charak-
teryzujacych jako§é wyznaczonych aproksymat tlumiennosci pasmowej. Parametr
(|1 — ZGy)) charakteryzuje niedokladnos¢ obliczefi numerycznych przy wyznaczaniu
wartosci wspolczynnikéw G,. Parametr (1/Z]Gy)) stanowi miarg zbieznoéci sumy, ktora

przedstawia aproksymata, do catki, ktora reprezentuje tlumienno$¢ pasmowa.
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Natomiast parametr W, charakteryzuje wrazliwo$é wyznaczonej aproksymaty
na blgdy losowe tlumienno$ci punktowych. Parametr ten zostat okreslony w [13]
Jjako stosunek: bledu standardowego niepewnoéci wyniku obliczen wielkosci 4 do
bledu standardowego niepewnosci wynikéw pomiaréw wielkosci Ay (k=1,...p;
wchodzacych jako dane wejéciowe do wzoru (4)). Jak to wyprowadzono w [1377,
zachodzi zwiazek: :

)4 1/2 ’
W=[Zeﬂ o (1)
k=1

przy czym G, jest okre§lone wzorem (6).

Poréwnujac wartoéci parametru (|1 — ZG,)), wystepujace w poszczegllnych ta-
blicach wida¢, ze wraz ze wzrostem liczby p maleje dokladnosé obliczen wspot-
czynnikéw wagowych G;. Ten spadek dokladnosci obliczen numerycznych jest
wywolany gléwnie bardzo szybkim wzrostem zlozonosci obliczeniowej wspolczyn-
nikéw wagowych G, przy wzroscie liczby p punktéw aproksymaciji (patrz [11,
pkt 3]). W celu zapobiezenia nadmiernemu spadkowi dokladnosci obliczes wspol-
czynnikow wagowych dla liczby punktéw p>11 zachodzi zatem konieczno$é
stosowania specjalnych technik kompensacji bledéw obliczen numerycznych (np.
algorytmu Gilla-Mallera [7]).

Poréwnujac wartosci parametru (1/Z]G,|), wystepujace w poszczegdlnych tablicach
‘wida¢, ze w pierwszych dwoch przypadkach (dla p=3 i dla p=>5), gdy wszystkie
wspolczynniki wagowe sa dodatnie, warto$é tego parametru jest rowna jednosci.
Natomiast w ostatnim przypadku (dla p=11), gdy wystepuja zaréwno dodatnie jak
i ujemne wspdlczynniki wagowe, miara zbieznosci (1/Z |Gyl jest bliska zeru. Oznacza to
mozliwos¢ wystgpowania bardzo duzych rozbieznosci miedzy wartos$cia thumiennosci
pasmowej a wartoscia jej punktowej aproksymaty dla niektorych funkcji y(f),
charakteryzujacych czwérniki, mierzone punktowo przy czgstotliwosciach f;.

Poréwnujac wartosci parametru W,, wystepujace w poszczegdlnych tablicach
widaé, ze w pierwszych dwéch przypadkach (dla p=3idla p=>5), warto$§é wrazliwosci
Jest mniejsza od jednoéci. Natomiast w ostatnim przypadku (dla p=11), wartos¢ tego

- parametru jest bardzo duza, bliska liczbie 1000. Oznacza to, ze w tym przypadku biad
standardowy wielkosci 4 jest okolo. 1000 razy wigkszy (1) od blgdu standardowego
wynikOw pomiaréw tlumiennosci punktowych 4,, bedacych podstawa do obliczen
wartoéci 4. Dlatego 11-punktowa aproksymata thumiennosci pasmowej o logaryt-
monormalnym rozkladzie wagi (gdy: u=0, ¢=1,15), obliczana na podstawie punk-
towych tlumiennosci 4, wyznaczanych dla jedenastu _czgstotliwosci przez ISO
w naturalnym pasmie telefonicznym (patrz rubr. 2 w Tabl. 3) jest zial.

Powstaje zatem pytanie, w jaki sposob wyznaczaé punktowe aproksymaty
tlumiennoéci pasmowej, aproksymaty charakteryzujace sie minimalna wrazliwoscia
na losowe bledy thumiennosci punktowych. W przypadku malej liczby punktéw
aproksymacji (dla p <4) zadowalajace rozwiazanie tego problemu zostato juz przed-
stawione przez autora w opublikowanym w 1985 roku artykule [11].

9 patrz réwniez [16]
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Okazuje si¢, ze dla duzej liczby punktéw aproksymacji tez istnieje mozliwosé

zadowalajacego rozwiazania problemu optymalizacji aproksymat, bez stosowania
sugerowanych w [11] metod iteracyjnych, ktore — jak tego dowiodla dotychczasowa
praktyka — wykazuja istotne wady i nie powinny by¢ stosowane w tym celu. Autor ma
zamiar zaprezentowania nowej metody optymalizacji wielopunktowych aproksymat
tlumiennosci pasmowej w nastgpnym artykule ([14]).
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DODATEK 1

PRZEJSCIE GRANICZNE A(c) - 4

W dokumentach CCITT [2] wprowadzono wielko$¢ nazwana tam thumiennoscia
glosnosci, ktdra zostala okreslona wzorem (2), t.j.:

J
ff(c) = —10/c - Ig flO"”w"/“’g(f)df. (D.1-1)
Ta

w przypadkﬁ, gdy wartos¢ parametru ¢=0, wzor (D. 1—1) przybiera postaé
nicoznaczona typu: ,,0/0” i z tego wzgledu, dla wyznaczenia granicy funkcji A(c), gdy
‘argument ¢ dazy do zera, trzeba zastosowa¢ regule de 'Hospital’a.

Podstawiajac:
10010 = exp {—y (f) - In (10)- ¢/10}

oraz: ln(10)v- c/10 = g
otrzymujemy:

J,
A(c) = —1/g-In fexp{—¢m'q}qm- (D.1-2)
R ¥

W przypadku, gdy ¢ — 0, zachodzi:

S
d ‘ '
d—q[lnft’«xx){—lll(f) g} g(Hdf
lim A(c) = lim A(c) = lim — =
c—0 q—0 g—0 __d_
dq

I
f—wmexp{—wm'q}g(ﬁdf

— lim 4 - . (D.1-3)
qg—0
—fexp{—wm'q}gmdf
Ja
Ale poniewaz: _
limo{eXP[—l//(f)'fJ]} = exp(0) = 1. (D.1-9)
q—)

wigc:
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- f w0 - g(df -
lim A(c) = —Li— (D.1-5)
q—0
g(fdf
oo Ja ,
Ze wzgledu na unormowanie funkcji gestosci wagi, zachodzi:
f .
J’g(f)df= 1 (D.1-6)
_ fa
a wiec: ‘
lim A(c) = 11m A(c) fl,h(f)g(f)df ‘ (D.1-7
g0 c—0
DODATEK 2

CHARAKTERYSTYKA ROZKEADU NORMALNEGO

Ciagla cecha mierzalna x ma rozklad normalny, jesli jej gestoS¢ wyraza si¢ wzorem
[S, pkt 5.7

1
h(x) = -exp{—[(x — w/d}*/2}, D.2-1
) Py p{—[(x — w/a1*/2} | ‘( ’)
gdzie (4, o) sa parametrami tego rozkladu, przy czym:
+0c0
U= th(x)dx (D.2-2)

—0

‘jest wartoscia Srednia, natomiast:

+ . 12
a =[f(x—y)2h(x)dx] , (D.2-3)

- odchylemem standardowym rozkladu zmiennej x.
Dystrybuanta tego rozkladu jest okreslona wzorem:

X

D(x) D(x, 78 a)—- fh(x’):dx' : D. 2—-4)

—0
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przy czym, dla unikni¢cia niejednoznacznosci, zastosowano zmiang oznaczeri zmien-
nych przez podstawienie: x'=x, a wigc h(x') jest okreslone wzorem (D. 2—1).
Gestos$¢ zmiennej standaryzowanej:

y=&-mwle ®. 2-5)
jest zwiazana z gestoscia zmiennej x zaleznoscia:
o (y) = ldx/dy| - h(x(3)). (D. 2-6)
Poniewaz: ' ‘ | o
' x)=p+o-y D.2-7)
oraz: o '
dx/dy = ¢ D. 2-38)
wigc gestosC standaryzowanego rozkladu normalnego wynosi: |
0 () = 71_2; cep(-y2) ©.2-9)
a jego dystrybuanta:
v x
20) = f p0)dy = f -(fm exp{ —[(¥ — o2} dx’ =
= f h(x)dx' = D(x; u, o). "(D. 2—10)

—

Dystrybuanta rozkladu ciaglego jest &cile inonotonicznq (rosnaca) funkcja
argumentu, a wigc istnieje funkcja odwrotna, (t.zw. antydystrybuanta), ktéra dla
standaryzowanej zmiennej normalnej wynosi:

Yy =@71(p) D. 2—11)

y

T J“P(V')d)"- S D2-12)

—a

gdzie:

,Waftoéé wystepujacej we wzorze (D. 2—11) zmiennej y, nazywamy kwantylem
rzgdu r standaryzowanego rozkladu normalnego, natomiast odpowiadajaca wartosé
zmienne;j: ,

Xx=pto @) - (D.2-13)
— kwantylem rzedu r rozkladu normalnego o parametrach (u, o).

Siatka funkcyjna rozkladu normalnego o dystrybuancie D(x; u, o) (albo krocej:
siatka laplaso-regularna) nazwano uklad wspélrzednych ortogonalnych o liniowych
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skalach: odcietych X i rzgdnych Y, w ktérych wykres kazdej dysttybuanty D(x)

rozkladu normalnego Jest hmq prostq o.réwnaniu:
= X-po.

. 2— 14)

‘W celu uzyskania transformacji krzywoliniowej funkcji D(x; 4, 6) w prosta okreslona
réwnaniem (D. 2— 14) zastosowano anamorficzne przeksztalcenie skal, a mianowicie

odcigtej: X = x

oraz rzgdnej : Y= a7 (n),

przy czym na skali rzgdnych sa nanoszone wartosc1 dystrybuanty:

= &().

(D. 2—15)
(D. 2—16)

D. 2-17)

99.99%

xn
=7

1999 I‘=®(Y]

3

998

99,5

99

98

95

90

- O (1)

80

70

60

40

30

20
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24

2 -1 “ 1o 1 P —

X.
a . {lin}
n .

Rys. 1. Siatka laplaso-regularna

Na rysunku przedstawiono ideg graficznej metody szacowama wartosci parametrow
(u, o) rozktadu normalnego zmiennej x =In(f/f,). Linia prosta aproksymuje empirycz-
na dystrybuantg¢ rozkladu wag1 Szczegolowy opis metody podano w [4, pkt 6.7].
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Siatke laplaso-regularng przedstawiono na rysunku 1, ktéry rowniez ilustruje
graficzna metodg szacowania parametréw (u, o) rozkladu z wykresu dystrybuanty
D(x; p, 6). Metoda ta jest oparta na odwrdceniu nastgpujacych zwiazkow:

1) gdy X=uto Y=0, a wowczas:

" D(p) = &(0) = 0,5 . (@.2-18)
2) gdy X=u+o0 to Y=1, a wowczas: A ‘
D(u + o) = &(1) = 0,84134... D. 2—19)

Przy danym wykresie dystrybuanty D(x) rozkladu normalnego powyzsze zwiazki
umozliwiaja wyznaczenie (dokladny opis metody podano w[4, pkt 6.7]) z rysunku ocen
parametrow (u, o) tego rozkladu na podstawie zaleznoéci odwrotnych, tzn.:

p= 671(0,5) D. 2—20)

oraz B :
[+ o 671 (0,84134) (. 2-21)
skad o~ 071(0,84134) — 6-1(0,5) D. 2—-22)

gdzie &~ 1(r) oznacza kwantyl rzedu r standaryzowanego rozkladu normalnego.

DODATEK 3

.CHARAKTERYSTYKA ROZKLADU LOGARYTMONORMALNEGO

Jesli zachodzi zwiazek: . o
x = In(v) ‘ D.3-1)

oraz je$li zmienna x ma rozklad normalny, to zmienna v tez ma rozklad logarytmonor-
malny o gestosci (okreslonej dla v >0):

& =1dx/dv - hx @) =
1 » 2 )
= e exp{—[(In () — 1) /6] /2} (D. 3-2)

przy czym dla v<0 zachodzi: g,(v)=0.
Wystepujace w powyzszym wzorze parametry (u, o) rozkladu Zmiennej v wyrazaja
si¢ wzorami (D. 2—2) i (D. 2—3) z uwzglednieniem zwiazku »D. 3-1).
Wprowadzajac oznaczenie:

y=[ln@® — y/o D. 3-3)

dystrybuante rozkladu logarytmonormalnego zZmiennej v o parametrach (u, o),
rozkladu oznaczanego dalej skrétowo: LN(v, pu, o), mozna wyrazi¢ za pomoca
dystrybuanty standaryzowanego rozkladu normalnego, a mianowicie:
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v o y N .
D (v;p.0) = jgo (@)dv' = jlp(y')db” = 9(). (D.3-4)
. : 0 —w
Momenty zwyczajne rz¢du r rozkladu LN(v,1,0) wynosza:
M, = j 07g, (W)dv = f explr - In@)]go (W) dv =

0 0
+o0 +co

_ -1 . R R— |
= Jexp(rx)h(x)dx = aﬁ;r . exp{rx —[(x — w/ol /2} dx.

Uwzgledniajac, Ze powyzsza calke mozna wyrazi¢ w sposob podany w [15, pkt
3.213—4], mamy ostatecznie:

M, =explru + (ro)?/2]. ' (D. 3-5)

W przypadku obustronnego ucigcia rozkladu LN(v; u, o) w punktach:
v, 1 v, zachodzi zwigzek:

‘ngo(v)dv = D(Uz; K, O') - D(vl ;‘.u’ 0)9 (D 3—6)

V1
a wiec dla unormowania rozkladu w przedziale [v,, v,], tj. spelnienia warunku:

ng(v)dv =1 | D.3-7)
trzeba, aby:
g) = £ () 10 (D. 3—8)

D (@,;1,0) — D(vy;10) @) — 2 (1)’
gdzie: y, =[In(v,) — yl/o; y,=[In(v,) — pl/o.

W przypadku, gdy rozklad LN(v;4, o) zostaje obustronnie ucigty i unormowany
w przedziale [v,, v,], jego momenty zwyczajne Wynosza:

Mr = sz’g(v)dv — Jz vrgo(v)dv

3G, — DO,

vy

1 f T
= m[f” go (W) dv - J‘v go(v)dv]. ®.3-9)

[} 0
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Jak wykazano w [1, pkt 2.5] (patrz Dodatek 4), zachodzi zwiazek:

vz

Iv'go(v)dv% My - D(v;;p+ ra?,o0) ®. 3-10)

0

przy czym:
D(vz; p+ro*,0) = {[ln(v) — (u + ro?)/e} =
= &{[In(w;) — uljo — ro} = ®(y, — ro). ®. 3—-11)

Uwzgledniajac (D. 3—10) i (D. 3—11) w (D. 3—9) otrzymujemy nast¢pujaca
posta¢ momentéw zwyczajnych rozkladu LN(v; u, o) obustronnie ucigtego i unor-
.mowanego w przedziale [v,, v,]:

_90,~r0) — d(,—ra)

M, M, L 3-12
30, — 20, L
przy czym M, jest okreslone wzorem (D. 3—5).
- Jesli zachodzi zwigzek: ,
o= 1y | D. 3—13)

gdzie /o =const., orazjesli zmienna v ma rozklad logarytmonormalny, to zmienna ftez
ma rozklad logarytmonormalny o gestosci (okreslonej dla /> 0):

() = v/l - k() = 1ffy - () =
= 1fo /2 - exp{(—[(a (1fy) — wiol?/2} - (D. 3-14)

przy czym dla f<0 zachodzi: g, =0.
. Dystrybuanta rozktadu LN(/; u, o) wynosi:

S
D(f; p, 0) = jgo(f')df' = ®(y), (D. 3-15)
gdzie: ' ° :
"y =[In(lfy) — He. (D. 3-16)

Momenty zwyczajne rzgdu r nieograniczonego rozkladu LN(f; u, o) wynosza:

My, = Jfrgo (Hdf = J'(fo'v)r.(llfo)go ) fodv =

=/fs- fv’go ()dv = fgexp[ru + (ro)?/2] (D. 3-17)

0

Gestosc rozktadu LN(f; u, o), po dwustronnym ucigciu i unormowaniu w prze-
dziale [fy, f,], wynosi:
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£() = & N/@G—-20, (D.3-18)
gdzie: e = @ —HAlo . 3-19)
oraz: y;—[lnm/fo) —dle. (.3-20)

Momenty zwyczajne rzc;du r rozkladu LN(/;u, 0) dwustronnie ucietego 1 unor-

~ mowanego w przed21ale [f4. f;] wynosza zatem:

m _ D@y, — ro) — (D(yd — ro)
" 2(yy) — 200

gdzie m, jest okre§lone wzorem (D. 3—17).

gy, (. 3-21)

DODATEK 4
DYSTRYBUANTA ROZKLADU MOMENTOW ZWYCZAJNYCH RZEDU r

WYPROWADZENIE WZORU (D. 3—10)

W [1, pkt 2.5] wykazano, ze:
v go(v)dv

0 —
o -

jv’go(v)dv

0
vz

f exp{ln(v) -7} - 1/(vo +/27) exp{ —[(In (v) — p)/0]?} dv

- 0 —

exp{ru+ (r0)*/2}

Vg

Z

= Jl/(va V27) -exp{r-ln (@) — r- p — (r6)2/2 — [(In (v) — w)/o]?/2} dv =

1]
vz

- f 1/(oo /27) exp{ —[(n ©) —  — ro?)/aT*/2} dv =

0o

vz

= jgo (v; u + re?,6)dv = D (v, p+ ro?,0). D.4-1)

0
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-DODATEK 5
DOKLADNA APROKSYMACJA FUNKCII &(y)

W [6] opublikowano proste wyrazenie arytmetyczne, ktdre umozliwia aproksyma-
cje dystrybuanty &(y) standaryzowanggo rozkladu normalnego z niedokiadnoscia
<1107? w zakresie [y] < 2 oraz < +1071° w zakresie ¥] > 2, a mianowicie:

1 :
5 exp{w()} dlary <0 ®. 5-1)

P(y) = 1
1 — 3 exp{w(y)} dlay > 0
gdzie w(y) jest wielomianem stopnia n (=10) o postaci: ‘
wO) = Y a (D. 5-2)
. k=1

przy czym a sg stalymi wspolczynnikami (patrz [6]).
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AlgebraiCzna metoda optymalizacji czgstbtliwoéci
wyznaczania punktowych aproksymat
tlumiennosci pasmowej

ZBIGNIEW KOWALSKI (HABDANK)

Instytut Lqacznosci, Warszawa

Otrzymano 1991.04.03

Autoryzowano do druku 1991.05.12

Thumiennoéé pasmowa A jest skalarng wielkoscia,; ktorej definicja matematyczna ma postaé
calki oznaczonej w pasmie czestotliwosci akustycznych. W praktyce ta wielkos¢ jest
aproksymowana za pomoca $redniej wazonej thumiennosci punktowych, tzn. wyznaczanych
przy ustalonych czgstotliwosciach pasma przesylowego.
W artykule przedstawiono metodg okrelania takich czgstotliwoci pasma, dla ktérych ocena
_wielkosci A, uzyskana na podstawie redniej wazonej, jest najmniej wrazliwa na losowe bledy
wyznaczania thimiennosci punktowych. Ogélna metodg (dla dowolnej postaci funkcji wagi,
charakteryzujacej thumienno$¢ pasmowg) zilustrowano szczegélnym . przypadkiem, gdy
funkcja wagi ma postaé logarytmonormalng. Z matematycznego punktu widzenia zaprezen-
_ towana metoda stanowi rozwiazanie problemu, wystgpujacego przy catkowaniu numerycz-
nym, ktéry dotyczy konstrukcji tzw. kwadratury ztozonej o jednakowych wspodlezynnikach
wagowych.

1. WPVROWADZENIE

W klasycznej teorii czwbrnikow elektrycznych [6, rozdz. 3] uzywane jest po;gcxe
tlumiennosci®

A=y )

punktowo charakteryzujacej wlasciwosci transmisyjne linearnego czwornika dla mocy
pozornej sygnatu sinusoidalnego o dowolnej, ale ustalonej czgstotliwosci £

W celu skalarnego scharakteryzowania wlasciwosci transmisyjnych tego czwor-
nika w przedziale (pasmie) czestotliwosci [f, f,] zostalo wprowadzone w [3] pojecie
thimiennosci pasmowej: '

Y bedziemy abstrahowaé od rodzaju thumiennosci, poniewaz to nie ma znaczenia dla dalszych rozwazasn.
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g
A= flﬁ(/)g(f)df 2
Jd

gdzie g(f) jest dodatnio okreslona i unormowana w pasmie [f;, f,] funkcja gestosci wagi,
tzn. speliajaca 2 warunki: "

D g >0 dla fe Va 14

an Y
fg(/)df =1 3
S i

Przypomnijmy, iz wielko$¢ (2) jest szacowana na podstawie wynikéw punktowych
pomiaréw tlumiennosci dla p czestotliwosci f; [/, Job» gdzie: k=1,....p. Zatézmy przy
tym, Ze te wyniki pomiaréw sa obarczone tylko blgdami losowymi o odchyleniu
standardowym B, ktorego wartos¢ nie zalezy od czgstotliwosci, przy czym wartoéci
bledow, wystepujacych przy kolejnych pomiarach sa wzajemnie niezalezne; ponadto
przyjmijmy, Ze nie wystgpuja bledy systematyczne. Powyzsze zalozenia umozliwiaja
traktowanie wynikéw punktowych pomiaréw thimiennoéci A, jako zmiennych
losowych, spelniajacych nastepujace 3 postulaty: '

E(4) = t(D; V= {4} = f*; Covidy 4} =0,

gdzie symbole: E{-}, ¥{-} i Cov{:,} oznaczaja: wartosé oczekiwana, wariancje
i kowariancj¢ odpowiednich zmiennych losowych. '

Autor postawit sobie zadanie znalezienia takich czgstotliwogci S k=1,...,p, dla
ktoérych punktowa aproksymata tlumiennosci pasmowe;j:

M

A=
k

Gk : Ak, (4)

[}

1

(gdzie Gy sa unormowanymi wspolczynnikami wagowymi, tzn. 2G,=1) wykazuje
minimum wrazliwosci W na losowe bledy wyznaczania thumiennogci punktowych,
przy czym z definicji:

P 172
- ,/\;{A"} _ L; G%] )

2. OPTYMALIZACJA JEDNOZAKRESOWA

Poniewaz, jak wykazano w [3, pkt 3] (patrz Dodatek D1), wzdry na wspolczynniki
wagowe p-punktowych aproksymat sa zalezne jedynie od czestotliwoéci fi oraz od
wielkosci m,, tzn.:

G=G(f i fpmy,c.my_ ) ) 6)
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J
= ff’ g(df (M

Jd v )
sa momentami zwyczajnymi rzedu r rozkladu wagi w pasmie [f3, f,], wigc przy
dowolnej funkcji wagi g(f) i dla dowolnej liczby p punktéw aproksymaciji istnieje
mozliwoéé znalezienia takich czestotliwosci f;,... f,, dla ktorych wystgpuje minimum
wrazliwosci W.

Warto zauwazy¢, iz wzor (5) mozna sprowadzi¢ do postaci:

ZGZ—‘—+SZ O ®

gdzie:

& 1\?
S? = Z(Gk——> . ®
k=1 P . ,

Ze wzoru (8) widaé, ze dla dowolnej ustalonej liczby p punktéw aproksymagcii
minimum wrazliwosci W zachodzi wowczas, gdy wystepuje minimum wielkosci S2.
Nalezy przy tym wyr6znié dwie mozliwosci: I — gdy S?=0 oraz II — gdy S%>0.

Przypadek 1 moze wystqplc wtedy, gdy dla kazdego k 1,...,p jednocze$nie

zachodzi rownosc¢:

Gy = (10)

1
p
W tym przypadku wartosci optymalnych czgstotliwosci fk mozna wyznaczy¢ dla

liczby punktéw aproksymacji: p< 4 metodami algebraicznymi podanymi w [3] (patrz
Dodatki: 1 i 2). Uzyskuje si¢ przy tym nastgpujaca ogo6lna postaé¢ wzoréw, okres-
lajacych te optymalne czgstotliwosci:

— dla p=2 f, = filmy);k=1, 2 _

— dla p=3: fy = fi(my,my);k=1,2,3 (11)

- dla p=4. f;c = fk(ml’mz: m3);k=13 2’ 3’ 4
przy czym m, (dla r=1,2,3) jest okreslone wzorem (7).

Dla tych czgstotliwosci p- punktowa aproksymata tlumiennosci pasmowej ma
postaé:

a jej wrazliwos¢ wynosi:

13)
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Rozwazmy obecnie przypadek I1?. Poniewaz wielkosé:

CSEE=SA( Sy My ) (14)

jest ciagla funckja p argumentow {/;}, wigc minimum tej wielkosci moze wystapié tylko
w takim punkcie p-wymiarowej przestrzeni, w ktérym dla kazdego wymiaru k=1,...p
jest spetniony warunek:

0S82/of, =0 L (15)

Niestety, ukladu p réwnan o postaci (15) nie umiemy rozwiaza¢; jak dotychczas
istnieje jedynie mozliwos¢ poszukiwania czgstotliwosci optymalnych {f}} iteracyjnymi
metodami numerycznymi, znajdujacymi minimum wielko$ci S2. Okazalo si¢ jednak, ze
w tym konkretnym zastosowaniu me(tody minimalizacyjne wykazuja istotne wady, na
skutek czego nie powinny byé w ogble stosowane.

3. OPTYMALIZACJA WIELOZAKRESOWA

Z drugiej strony przedstawiona w [3] (patrz: Dodatek 2) algebraiczna metode
wyznaczania optymalnych czestotliwosci {f;} przy malej liczbie p (<4) punktow
‘aproksymacji mozna zastosowa¢ w dowolnym przedziale, a wigc rOwniez w kazdym
z n zakresdw, na ktére mozina podzieli¢c pasmo przesylowe [fj, f,]. Jednakze dla

~uzyskania w calym pasmie jednakowych wspolczynnikéw wagowych:
G, = 1 (16)
* =
konieczne jest zastosowanie takiego podzialu pasma [fs, ;] na zakresy, aby w kazdym
j-tym zakresie: [fj4, fj,] (gdzie j=1,...n) byl spelniony warunek (por6wnaj ze wzorem (3)):

oy
j g(Hdf = % 17
albo inaczej: T
D(fi) — D(fu) = % (18)
gdzie D(f,) oznacza wartosé dystrybuanty rozkladu wagi w punkcie f,:
Iy
pg) = [ogar=r, (19
Jd

przy czym dla fi<f; jest r=0, a dla f,>f,—r=1.

? Nalezy zwrocié uwagg, ze przy wzroscie sumy kwadratéw S2 wrazliwosé Waproksymaty wzrasta, a gdy:
82> 1—1/p staje sie wigksza od jednosci. W takim przypadku warto$¢ biedu standardowego aproksymaty
A jest wigksza (niekiedy nawet znacznie patrz: [5, Tabl. 3]) od wartoéci bledu standardowego B tlumiennosci
punktowych 4,.
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Poniewaz dla ciaglego rozkladu wagi dystrybuanta D(f;) jest sciSle mo-
notoniczng funkcja argumentu f;, wigc istnieje funkcja odwrotna (antydyst-
rybuanta): . : ; :

D7) =/ (20)

umozliwiajaca wyznaczenie czestotliwosci podzialowych calego pasma [fs, fy] na
n zakresOw o réwnych wagach (patrz Rys. 1)

Jig = D7H(lm) \
fue = D7 CIn)
fsg = D7 1(3/n)
......................... @n

A

Oznacza to, ze czestotliwoéci podzialowe fj, musza by¢ rowne kwantylom rzgdu
r=j/n (gdzie j=1,...,n—1) rozkladu wagi. .
Oczywiécie ponadto musza by¢ spelnione nastgpujace warunki dla j=2,...,n:

. Jia = Ji-ve _ 2
oraz: Sia = Jas f;la = fy} @)

Przy speinieniu tych wszystkich warunk6w n-zakresowa, p-punktowa aprok-
symata thumiennosci pasmowej ma postac:

n P . .
A=Q/mp) Y Y Ap : (23)
i=1 k=1
a jej wrazliwo$¢ wynosi:

W= . 24)

\/np
Przy zalozeniu, ze wrazliwo$¢é stosowanej aproksymaty nie powinna by¢ wieksza
‘od wartoéci W, otrzymuje si¢ wymaganie, aby liczba zakresow spelniala warunek:

"> @5

.'U‘
sﬁi—k

gdzie: p=3, albo p=4>.

) Wybér liczby p=4 jest korzystniejszy ze wzgledu na wyzszy rzad dokladnosci aproksymaty (patrz:
Dodatki 1i2); wybér liczby p= 3 jest korzystniejszy ze wzgledu na mniejsza ostro$¢ minimum wrazliwosci W,
co umozliwia latwiejszy wybor czestotliwosci suboptymalnych, preferowanych ze wzgledow technicznych
(patrz przyklad, podany w pkt 5).
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4. PRZYPADEK LOGARYTMONORMALNEGO ROZK1ADU WAGI

W przypadku, gdy rozklad wagi jest logarytmonormalny (patrz [5]), zachodzi
zwiazek:

D(f) = ®(y,) - (26)
gdzie &(y,) jest dystrybuanta standaryzowanego rozkladu normalnego o argumencie:
yo = [n(/fo) — /0, 27

przy czym f, jest czgstotliwoscia odniesienia, za$§ p i o sa parametrami tego rozkladu.
W przypadku, gdy logarytmonarmalny rozklad wagi jest obustronnie uciety

w punktach: f; i f; i unormowany w przedziale [f;, f,], dystrybuanta tego rozktadu

(rys. 1) wyraza si¢ nastegpujaco [5]:

_20)—204)
N T TP @
gdzie:
. Yo = [In(fa/fo)—ul/c . :
o Yo = [InG/fo)—H1/o. } ®
dystrybuanta
rozktadu wagi
DIf)

1 T T T e e e e e e e e e ———— et e

r——————
R e A |
I
Lo
b
.
2/npm————— 1 I'l ||
M0 e e |
0 {1 ! ! czestotliwosé
fa f1g fZg fjd fjg fg
Rys. 1.

W przypadku dwustronnie ucigtego rozkladu logarytmonormalnego wartosci
czgstotliwosdci podzialowych f, mozna wyznaczyé, podstawiajac (28) do (19), skad mamy:

Q) =1 B + (L — 1) B(y)
a wigc: : , ‘
Y= @7r @) + (1 — 1 B(y))] . (30)
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przy czym &~ ![-] jest antydystrybuanta standaryzowanego rozkladu normalnego
Poniewaz z (27) mamy:

In{f,/fo) = p + oy,

wigc ostatecznie: _ v :
fy =fo-exp(u + ay,). @Y

Przy podziale pasma cz@stothwosm [fa.f,] na n zakreséw, optymalne czgstotliwosci
fix wyznaczania thimiennosci punktowych dla kazdego j-tego zakresu (j=1,...,n)
mozna okresli¢ na podstawie wzoréw analogicznych do (11) o ogolnej postaci:

Tn = fulmjy,...mp), (32)
“gdzie: k=1,...,p; g=p—1 (p<4), natomiast:

Tig v
= J(f "g(f)df (33)
o Tja
sa momentami zwyczajnymi rzgdu r=1,...p—1 rozkladu wagi w j-tym zakresie
o czgstotliwosciach granicznych [fj4.f;,], przy czym fj, jest okreslone wzorem (31), gdzie
r=j/n, j=1,....0 fu=fii-1)g 012z fra=fy fag =1,
W przypadku, gdy funkcja wagi ma rozklad logarytmonormalny o parametrach
(u, o), obustronnie ucigty w punktach: f; i f;, to w j-tym zakresie momenty zwyczajne
rzcdu r tego rozkladu wynosza [5, Dodatek 2]:

m. =m Q(ng'_ro') ¢(,V_1d TO’) E (34)

TR 2(y) - ()

| gdzie:
Mo, = f§ - explru + 1/2( 0)*] (33)

s3 momentami zwyczajnymi rzgdu r rozkladu nieuci¢tego, natomiast

YVia = [ln(f}d/fo)—u]/a }
= [In{fy/fo)—1l/o

oraz:’ (36)

5. PRZYKLADOWE WYNIKI OPTYMALIZACJI

W tablicy 1 zestawiono wyniki optymalizacji czgstotliwosci wyznaczania 3-za-
kresowych, 3-punktowych aproksymat thumienno$ci pasmowej o logarytmonormal-
nym rozkladzie wagi z parametrami: y=01i oc=1,15.

-Charakteryzujace te aproksymaty wartosci optymalnych czgstotliwosci {£} i od-
powiadajace tym czgstotliwosciom wartosci wspolczynnikoéw wagowych { Gi} podano
w rubrykach 2 i 3. Natomiast w rubrykach 4 i 5 podano wartosci subnormalnych
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czgstotliwosci {f;} oraz wspdlczynnikdw wagowych { G}, przy zalozeniu, ze wartosci

czestotliwosci {f;} sa wielokrotno$cia kwantu g =10 Hz. v
Tablical

Zestawneme wartoSci parametréw np-punktowych aproksymat thamienno$ci pasmowej o logarytmonormalnym

rozkladzie wagi w pasmie telefonii naturalnej (f,=300;  =3400 [Hz] gdy: liczba zakresbw n= 3, a liczba
punktéw w zakresne p=3

1 . 2 : . '3 4 5

ik ]ﬁ‘ [Hz] 1 - ij - f:,,‘ [Hz] G
JiE (gdy ¢ - 0) (=1/9) (edy q = 10) ”
1;1 351,9905... 0,1111111.. 350 0,1104944
1_;2 486,8044... 0,1111111.. 490 0,1125235
1;3 640,9081... 0,1111111.. ‘ 640 0,1103155
2;1 779,7318... 0,1111111.. 780 0,1101375
2;2 1021,091..... 0,1111111.. 1020 0,1142455
2;3 ‘1267,224..... 0,1111111.. 1280 0,1089503
3;1 1535,663..... 0,1111111.. 1540 0,1124246
3;‘2 2139,438.....c 0,1111111.. 2140 0,1093353
3;3 2880,885..... ‘0,1111111.. 2880 0,1115735

'|1—2Gﬁ| - 0 - <29 10-16

w — 0,3333334 e - 0,333369

Z poréwnania dolnych czesci rubryk: 3 i 5 widaé, ze zastosowanie w rozwazanych
aproksymatach ,,zaokrqglonych” czgstotliwoéci bardzo nieznacznie wplywa na wzrost
wrazliwosci W aproksymat (o 3,6:107°). Oczywiscie przy zastosowaniu subop-
tymalnych czgstotliwosci f, rozwazane aproksymaty maja postaé okrestona wzorem
nie (23) lecz:

llM:

P
Z JkA_]k’ (37)

J
gdzie: Ay = E{A(fy)}, a ich wraihwosc jest okreslona wzorem:

‘Tas »p 1/2
w=|3 zc}k] ,. (39)
ji=1 k=1

Nalezy doda¢, Zze wystgpujacy w dolnej czgéci Tabl. 1 parametr |1—ZGy
charakteryzuje dokladnosé obhczen numerycznych przy wyznaczanlu wartosci wspol-
czynnikow G,.

~

6. PODSUMOWANIE I WNIOSKI

W artykule przedstawiono metode¢ wyznaczania optymalnych oszacowar ttumien-
nosci pasmowej A czw6rnikéw na podstawie wynikéw punktowych pomiaréw
tlumiennosci 4y, tzn. przeprowadzanych przy ustalonych czestotliwosciach f; pasma
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przesylowego.- Te oszacowania charakteryzuja si¢ minimalng wrazliwoscia W na
losowe -bledy niepewnosci danych pomiarowych 4.

Algorytm okreslama liczby i wartoéci tych optymalnych czcstothwosm j; jest
nastepujacy:

.1 — ustalenie zalozen wartosci dopuszczalnej, gornej granicy W, wrazliwosci
(charakteryzu_;qcej wymagane oszacowania wielkosci A), wartosci dolnej i gornej
granicy pasma przesylowego [f;, f,] oraz wartos¢ wymaganego kwantu g (charak-
teryzujacego zbiér dopuszczalnych wartodci czgstotliwosci pomiarowych fy), a takze
wartosci parametréw rozkladu wagi g(f) (charakteryzujacej wielkos¢ A; w przypadku
rozkladu logarytmonormalnego — parametrow: u i o);

2 — wyznaczenie liczby n zakres6w aproksymacii ze wzoru (25);

3 — jesli n=1, to obliczenie warto$ci optymalnych czgstotliwosci pomiarowych na
podstawie ogdlnego wzoru (11), z wykorzystaniem wzoréw szczegélowych, zawartych
w Dodatku 2; — jesli n>1, to obliczenie wartosci czgstotliwosci podzialowych na
podstawie wzoru (21), (w przypadku rozkladu logarytmonormalnego — na podstawie
szczegblowego wzoru (31), a nastgpnie obliczenie (w kazdym z zakres6w) wartosci
optymalnych czestotliwosci pomiarowych f, na podstawie ogdlnego wzoru (32),
z wykorzystaniem wzor6w szczeg6lowych, zawartych w Dodatku 2 (oraz — w przypa-
dku rozkladu logarytmonormalnego — na podstawie szczegolowego wzoru (34));

4 — przyjecie suboptymalnych czgstotliwosci pomiarowych (ktérych wartosci
stanowia wielokrotnos¢ zalozonego kwantu q) oraz wyznaczenie odpowiadajacych
tym czestotliwosciom wartoéci wspolczynnikow wagowych, okreSlonych wzorami
podanymi w Dodatku 1;

5 — sprawdzenie, czy otrzymana ze wzoru (38) warto$¢ wrazliwosci W nie
przekracza zalozonej wartosci dopuszczalnej W,; w przypadku przekroczen konieczne
jest powtorzenie obliczeri dla zwigkszonej liczby n zakresow aproksymacji (lub
wigkszej liczby p punktéw aproksymacji w kazdym z zakresOw).

Wiadomo, ze n-zakresowa, p-punktowa aproksymata tlumiennosci pasmowej ma
dokladnoéé rzedu p, identycznie jak aproksymata jednozakresowa o takiej samej
liczbie punktéw w zakresie. Jednakze nie jest znane obciaZenie takiej n-zakresowej
aproksymaty; nalezatoby zatem wyprowadzi¢ wzory, charakteryzujace to obciazenie.
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DODATEK 1

JAWNA POSTAC WZOROW OKRESLAJACYCH WSPOLCZYNNIKI WAGOWE
ORAZ OBCIAZENIE PUNKTOWYCH APROKSYMAT TLUMIENNOSCI PASMOWEJ

W przypadku p-punktowej aproksymacji tlumiennoéci pasmowej (okreslone;
w zakresie czgstotliwosci [fy, f;1), przy zalozonych wartoéciach fj... f, czgstotliwosci
wyznaczania tlumiennosci punktowej, wspélczynniki wagowe (wyprowadzone z za-
stosowamem metody mterpolacyjnej) wynosza [3]:

G, = To "~ (D1-1)
Top '
gdzie:
5 p—1
L= Y Fup fr731 (D1-2)
n=0 .
‘natomiast:
‘ bt
Jon = ZFn/k'mp—n—i- - (D1-3)
n=0

Wystepujace w powyzszych wzorach wielkosci:

J,
= Jef'g(/)df (D1—4)
Jd -

sa momentami zwyczajnymi rzedu r rozkladu wagi o gestosci g(f), a wspdlezyn
niki:

- ]
Fa=1r 3 A% ®1-5)
k ;, 1{1 ----- p}#k

sa sumami (" ;1> iloczynéw, stanowigcych kombinacje bez powtdrzen # elementdéw

z (p—1)-elementowego zbioru {f}}, gdzie j #k, przyjmujac wszystkie pozostale
warto$ci j=1,....p »
- Gdy p=2, to przy zalozonych wartosciach czestotliwoéci f,, f, otrzymujemy:

Gl _m -
“TiTh o9
=
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Gdy p=3, to przy zalozonych wartosciach czgstotliwosci fy, f,, f; otrzymujemy:
_mz_m1(fz +f3)+fz.f;; )

.V
=m2_m11+3+_13' 1—7
A e A e A ®1=0
G _m, — m, (f +fz)+f1fz

P2 - L+ )+ NS J

Gdy p =4, to przy zalozonych wartosciach czgstotliwosci f,, f;, f3. f, otrzymujemy:
_m; —m, G+fi+1) + mi(Gf+ Lo+ 00D — fifshe \

Gl B f:: - ff (fz +f3 +f4) + fl (fzfs +f3f4. +f2f;.) - fzf3f4-

G. = my — m,(fy +f3+1) + m (s + 30+ N0SD) — NiSsfe
P = 3G ASLHL) + LU LS ) — LSS

G. = my — m,(fi +1,+1) + m ((if, + e + i f) — ioSa (D1-8)
3v g - f3 (fl +f2 +f4.) + f3(f1f2 +f2f4 +f1f4) f1fzf4

G _ M - m,(fy +f,+1) + m(( o+ s+ — f1f2f3

4 fg. - f4(f1 +fz +f3) + f4(f1fz +fzf3 +f1f3) f1f2f3 J

Jak wyprowadzono w [3], obciazenie (blad poprawnosci) p-punktowej aprok-
symaty wynosi:

= E{4} — A= —y@J,/p! _ (D1-9)

gdzie: ' '
VO =y (7 (D1-10)
jest pochodna rzedu p czestotliwoSciowej charakterystyki thumiennosci y(f), wy-

znaczona w punkcie f;, przy czym wiadomo tylko, ze: f; € [/, f;], natomiast wartos§¢
f. nie jest znana. Z tego wzgledu wprowadza si¢ wielko$¢:

M,= sup (YP()} (D1-11)
| felfuf »
a wowczas modul bledu poprawno$ci nie przekracza gornej granicy okre§lonej
nastgpujaco:
byl < M, - |J,|/p! (D1-12)

Wystepujaca we wzorach (D1—9) i (Dl —12) wielkos¢ J, (ktorq nazw1emy
wspolczynnikiem niepoprawnosci) wynosi:

J, = Z Fym,_, (D1-13)

n=o

przy czym wspolczynniki:
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F=10 Y A% (D1~ 14)

. Py . , : . . ’ , )
s3 sumami | , | iloczynéw, stanowiacych kombinagje bez powtdrzen n elementéw

z p-elementowego zbioru {fi}, gdzie j=1,...,p.
Jak wida¢ ze wzoréw (D1-9) i (D1—12) obciazenie (blad poprawnosci)
p-punktowej aproksymaty thumiennosci pasmowej zalezy od wartosci pochodnej

- rzgdu p czestotliwosciowej charakterystyki thumienno$ci rozwazanego czwornika.

Dlatego méwimy, zé p-punktowa aproksymata tlumienno$ci pasmowej ma doklad-
nosc¢ rzedu p. : .
Dla p=2, przy danych wartosciach f; i f,, mamy ze wzoru (D1 —13):

Jo=my —m(f; +13) +f1f2 D1-15)
Dla p=3, przy danych wartosciach f;, f, i f;, mamy:
Js=my —my(fi +/,+) + m (1], ‘fofs + /2/3) - J1fofs D1-16)
Dla p=4, przy danych wartosciach f}, f,, /, i f,, mamy:
Jo=my —m;(fy + L+ 5+ 1) +
+my (S NS5 N Sa + LS5 L+ 1) +

- my (1 fofs +f1f2_f4 +NifaSa + 2S5 ) +
+ /1/2/3/s- (D1-17)

DODATEK 2

METODA ALGEBRAICZNA WYZNACZANIA CZESTOTLIWOSCI, DLA KTORYCH
PUNKTOWE APROKSYMATY TLUMIENNOSCI PASMOWE] MAJA DOKLADNIE
JEDNAKOWE WSPOLCZYNNIKI WAGOWE

Metoda wyznaczania aproksymat o jednakowych wspélczynnikach wagowych
polega na rozwigzaniu wzgledem nieiwadomych: f;,... £, € [fi, f;] uktadu réwnas:

Go=-; k=1,.p (D2—1)

_ gdzie 'Gk jest okreslone wzorami od (D1—1) do (D1—38).

W przypadku gdy p=2, z (D1—6) otrzymujemy warunek [3]:
. 5 = 2my — f1, (D2-2)
przy ktorym wspdlczynniki wagowe sa jednakowe i réwne G,=1/2.
Z powyzszego warunku wynika, Ze przy dwupunktowej aaproksymacie thumienno-
sci pasmowej o jednakowych wspélczynnikach wagowych mozna przyjaé dowolna
warto$¢ czgstotliwoscei Iy z przedziatu okre$lonego nieréwnoscia:
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fi<fi<m (D2-3)

i wyznaczyé optymalna wartos¢ QZ@stotliwoéci f2 ze wzoru (D2 —2), albo tez przyjac
‘down'rg wartosé czestotliwosci f, z przedzialu okreslonego nierownoscia:

my < f2 <, (D2—4)

i wyznaczyé optymalna warto$é czgstotliwosci f; ze wzoru (D2-2).

Wyzej podana dwupunktowa aproksymata thumiennosci pasmowej o dokladnosci
rzedu 1 ma zatem jeden stopiefi swobody przy okreSlaniu czgstotliwoscei
£ if, wyznaczania thumiennosci punktowych.

Wspblczynnik niepoprawnosci J,, warunkujacy obciazenie (warto$¢ bledu po-
prawnoéci) aproksymaty wynosi w tym przypadku [3]:

I, = 0% — [(f — fOl2T | (D2-5)

0% =m, — m} (D2-6)

gdzie:

przy czym @ jest odchyleniem standardowym rozkladu wagi w pasmie [f;, f,].

- Z reguly wartosé J,#0, a wigc dokladno$¢ takiej aproksymaty jest rzedu 1.
Wyjatek stanowi szczegdlny przypadek, gdy zachodzi rowno$¢: J, #0, tzn. gdy
jednoczeénie sa spelnione warunki:

fi =m-6 _
oraz f) = m+0, (D2-7)

‘a wowczas dokladnoéé takiej aproksymaty jest rzedu 2.

Jak wynika z rozwazan podaﬁych w [4], w przypadku gdy p=3, aproksymaty
‘thumiennoéci pasmowej o jednakowych wspotczynnikach wagowych G,=1/3 istnieja
tylko wowczas, gdy jest spelniony warunek:

0% < (23)- (f; + fofa + fD) — 2my{fy — my + 1), (D2-8)

przy czym te aproksymaty maja jeden stopient swobody przy okreslaniu czgstotliwosci
Fi,-F» J» wyznaczania thumiennosci punktowych. Czestotliwosci te mozna okrestic na
podstawie zwiazkoéw (D1—6). _ ' o

Zazwyczaj najdogodniejsze jest zalozenie dowolnej wartosci czgstotliwosci
f» z przedziahu okreslonego nieréwnoscia:

(02 . (2]
my — Wg'—\/*=2 < fz < m; + Wd’\—/'—i (D2—9)
gdzie \/_
1 ' ' gdy s, = 2} ,
w, = ] D2-10
g {cos (B,/3) — sgn (ﬂg)'\/g-sm (B,/3), gdy s, < \/5 ( , )
przy czym - o

B, = arccos [ﬁ-s,;(s% - %)] : D2-11)
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zas
s = (fy — my)/@, . (D2-12)
natomiast
1 | | gdy s > _\/_ }
= D2-13
{cos(mm B3 - SaBBh e o —yap ©7D
przy czym
3
B4 = arccos [z/2:s; - (s3 — il , (D2—14)
zas
Sqg = (f; — ml)/@. (DZ_IS)
Optymalna warto$¢ czestotliwodci f; mozna wyznaczyé ze wzoru
fi=m wy - © (D2-16)
1 1 2 \/5,
-gdzie
wa = sgn(B;)/3sin(B,/3) + cos(,/3), - (D2-17)
przy czym
3 ,
B2 = arccos[/2s; - (s2 — ) (D2-18)
za$ |
s2 = (f2 —,ml)/@' (D2-19)
Optymalng wartos¢ czgstotliwosci f; mozna wyznaczyé ze wzoru
B =my + /2 © - cos(By/3). (D2—20)
Wspolczynnik niepoprawnosci takiej aproksymaty wynosi: »
| Js = 85 — [0° - cos(8)]/+/2, (D2-21)
gdzie
63 = m3 _ 3m2m1 + Zmi’ (D2—22)

jest trzecim momentem centralnym rozkladu wagi w pasmie [f;, f,]-

Z reguly wartos¢ J;3#0, z czego wynika, Ze najefektywniejsza trzypunktowa
aproksymata tlumiennoéci pasmowej, tworzona przy czestotliwosciach f,
f2 ifs okreslonych wzorami (D2—9), (D2—16) i (D2— 20) ma dokladnosé rzedu 2.

Jednakze istnieje szczeg6lny przypadek, w ktorym doktadno$é aproksymaty jest
rz¢du 3 (gdy zachodzi rownos¢: J; =Q), ale tylko wtedy, gdy jednoczesnie sa spetione
nastgpujace dwa warunki [4]:
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min {ml "“f;, fg —ml}

@ 0 < N (D2-23)
(I 85/03 < 1/4/2 - (D2-24)
gdzie: | V

B = arccos(x/2:6:/0). (D2-25)

w tym szczegélnym przypadku dokladnos¢ aproksymaty jest rzedu 3, jesli tylko
J,=0, a to zachodzi wowczas, gdy czestotliwosci wyznaczania thumiennosci punk-
towych wynosza [3]:

fi = my + /20 - cos[(B — 2)/3] (D2-26)
fa =my + /2260 - cos[(B — 1)/3] (D2-27)
fs = my + /2:0 - cos[B/3] (D2—28)
gdzie:
= 2n-sgn(f) (D2-29)

W przypadku gdy p=4, okreflenie optymalnych czgstotliwosci fl, fz, f3,
f4 wyznaczania thimienno$ci punktowych moze byé dokonane za pomoca algorytmu
Warmusa [7, Alg. 5.1]; w tym miejscu warto zwrdci¢ uwage, Zze podany w [3]
wzOr (2—26) jest bledny.

Z. KOWALSKI (HABDANK)

THE ALGEBRAIC METHOD FOR OPTIMIZING THE FREQUENCIES USED BY
‘ DETERMINATION OF THE BAND LOSS

Summary

The band loss A is a scalar quantity defined mathematically as an integral designed on an acoustical
frequency band. In practice the quantity is detérmined on the basis of the weighted average of the point loss
values, i.e. the values obtained for the fixed frequencies chosen from the transmission band.

In the paper the method is given for determination of such frequency values for wich the value of A (obtained
on the basis of the weithed average) is optimal from the point of view of sensibility to the random errors
occuring during the determination of the point loss values. The general method (for any ahape of the weight
density function specific for the band loss) is illustrated by a particular case when the weight density function
is logarithmic normal.

From the mathematical point of view the presented method is a solution of the problem occuring when
determining the numeric integral and concerning the construction of the so-called complex quadrature with
equal weight coefficients.
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Opisano defektoskop umozliwiajacy prezentacje trajektorii zmian napigcia przetwor-
nikéw wiropradowych przelotowych, przeznaczonych do kontroli rur wykonanych z materia-
16w nieferromagnetycznych. Trajektorie zawieraja informacje o wielkosci i potozeniu wad
w §ciance rur. Defektoskop realizuje dwuwymiarowa analizg fazoczula sygnatéw przetwor-
nik 6w, na przykiad réznicowych. Napigcia z wyjéé uktadéw fazoczulych podlegaja akwizycji
i przetwarzaniu w mikrokomputerze klasy IBM PC. .

1. WSTEP

-Obserwowane w latach osiemdziesiatych trendy rozwoju defektoskopii wiro-
pradowej polegaly na odmiennym w stosunku do dotychczasowego podejsciu
i sposobie prezentacji sygnatéw przetwornikéw wiropradowych zaréwno przeloto-
wych, jak i stykowych; w ukladzie tak roznicowym, jak i bezwzglednym
[2,3,5,7,9—11,15,18,19,22—27]. Nowy sposOb prezentacji sygnaléw (napigcia lub
impedancji) przetwornik6w polega na przedstawieniu tych sygnaléw na plaszczyznie
zmiennej zespolonej, niezaleznie od ich fazy i amplitudy podczas, gdy poprzednio
prezentowana byla najczesciej amplituda sygnalow o okreSlonej fazie, a czasem
— amplituda sygnaléw [8,11—14,17]. ,,Calkowite” napigcie (impedancja) przetwor-
nik&w przedstawiane sa na ekranach pamigtajacych lamp oscyloskopowych, monito-
réw oraz display’éw cieklokrystalicznych. Sygnaly te, dla roznych wad obiektow,
prezentowane sa w postaci trajektorii (ang. phasor plots). Podkresli¢ nalezy, ze probki
sygnaldéw przetwornik 6w przelotowych (solenoidalnych), na podstawie ktorych przed-
stawiane s3 trajektorie, musza byé zebrane podczas przesuwu odcinkow obiektow
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(rury, prety, druty) z wadami poprzez przetworniki zewnetrzne lub podczas przesuwu
przetwornikOw wewnetrznych poprzez rury, a w odniesieniu do przetwornikéw
stykowych — podczas przesuwu przetwornikow nad miejscami obiektéw, w ktorych
znajduja si¢ wady. Poprzedni sposdb podejscia do sygnaléw przetwornikéw wiro-
pradowych umozliwial otrzymanie informacji o wystepowaniu wad nawet w stanie
statycznym obiektu (przy uprzedniej kompensacji defektoskopu dla miejsca obiektu
pozbawionego wad) e

Trajektorie zmian sygnalow przetwormkow przelotowych, dla okreslonej czestot-
liwosci pracy, maja rézny ksztalt w zaleznosci od rodzaju wad obiektéw. I tak na
przyktad w przypadku badania rur wykonanych z materiatéw nieferromagnetycznych
ksztalt trajektorii jest rézny dla wad w postaci peknigé i dla wad w postaci zmian
rozmiarow. Polozenie fazowe trajektorii zalezy od glebokosci defektéw, a w kran-
cowym przypadku — od polozenia defektéw od strony odpowiednio zewngtrznej
i wewnetrznej $cianki rur [11,15,19].

Trajektorie zmian sygnaléw przetwornik 6w stykowych dla okreslonej czestotliwo-
§ci pracy odznaczaja si¢ roznym ksztaltem i polozeniem fazowym na plaszczyznie
zmiennej zespolonej — dla roznych wad obiektéw np. obecnosci korozji w poszczegdl-
nych warstwach kadtuba samolotéw, czy tez peknigé bioracych swoéj poczatek od
otworéw w poszyciu [7].

Znane autorom niniejszego artykutu, defektoskopy najnowszej generacji, w tym
znajdujace si¢ obecnie w kraju (wspolpracujace z przetwornikami stykowymi).
Defectoscop S.2830 i C.2836 (Institut Dr Forster, RFN), Elotest B2 (Rohmann
GmbH, RFN) i Nortec Mini Eddyscope (Staveley Instruments, WIk. Brytania
— Kanada) [10] umozliwiaja uzyskanie, dla poszczegdlnych czestotliwosci pracy
przetwornikow o réznych konfiguracjach (tj. bezwzglednych i réznicowych), trajekto-
rii zmian ich sygnaléw — jako jedynego wyniku kontroli. Podkreslié nalezy, ze
rozroznienie niektorych wad badanych elementéw konstrukcji np. lotniczych przepro-
wadzane jest wizualnie — przezmajacego odpowiednie do§wiadczenie, dysponujacego
okreSlonym zbiorem przykladowych trajektorii dla wad sztucznych, operatora.

W odniesieniu do badania rur tworzace trajektorie zbiory prébek sygnalow

_przetwornikow przelotowych pozwalaja na przeprowadzenie réznych ,,operacji elekt-
ronicznych”, takich, jak wzmacnianie, przesuwanie w fazie i na koniec — miesza-
nie [3,22]. Pozwala to w efekcie koficowym na wykrywanie niewielkich wad rur, np.
korozji, zamontowanych w wymiennikach ciepla rur, w szczegélnosci w sitowniach
jadrowych — na tle czynnik6w zakiocajacych, takich, jak obecnoéé ptyt mocujacych.

Metodyke rozrdzniania, na podstawie trajektorii zmian napigcia niektorych wad
rur, wykonanych z materialow nieferromagnetycznych, zaproponowata A. Lewins-
ka-Romicka [11,15,26 — etap IV]. S. S. Udpa i W. Lord zaproponowali analize
trajektorii w oparciu o rozklad opisujacych je funkcji — w szereg Fouriera [27].

W artykule niniejszym opisano opracowany przez autoréw, wspdlpracujacy
z mikrokomputerem klasy IBM PC, defektoskop wiropradowy umozliwiajacy dwu-
wymiarowa fazoczula prezentacj¢ sygnaléw przetwornikow przeznaczonych do
wykrywania wad rur wykonanych z materialéw nieferromagnetycznych [11,18,25,26
— etap V]. Jest to pierwszy krajowy przyrzad o najnowszej organizacji sygnalow
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Rys. 1. Schemat elektryczny réznicowego generacyjnego przetwornika wiropradowego, 1 — uzwojenie
wejsciowe, 2—3 — uzwojenia wyjsciowe

przetwornikéw wiropradowych. Defektoskop zostal opracowany z przeznaczeniem do
wykrywania wad w rurach wykonanych przy wykorzystaniu dowolnych technologii.
W zwiazku z tym zastosowano zewngtrzny generacyjny wiropradowy przelotowy
przetwornik — o konfiguracji réznicowej (rys. 1) [8,11,12,14]. Rury przesuwane s3
poprzez przetwornik. Opis i przyklady wad naturalnych wystepujacych w rurach
znajdzie Czytelnik w [11,12,16,21]. :

2. UKLAD DEFEKTOSKOPU

Schemat blokowy defektoskopu wiropradowego, model DWT —620 umozliwiaja-
cego prezentacje trajektorii zmian napigcia przetwornikow przelotowych przeznaczo-
nych do kontroli rur o §rednicach zawierajacych si¢ w zakresie od 6 mm do 20 mm
przedstawiono na rys. 2 [11,25,26 — etap V]. Uklad defektoskopu jest przedmiotem
zgloszenia patentowego [18].

W celu otrzymania probek sygnaléw dla prezentacii trajektorii zmian napigcia
przetwornika niezbedne jest wyodrgbnienie z tego napigcia:

1) skladowej rzeczywistej, wzglednie skladowej bedacej w fazie z napigciem
generatora zasilajacego przetwornik,

2) sktadowej urojonej, wzglednie skladowej przesunictej w fazie o kat =/2
w stosunku do napigcia generatora. '
Skladowa rzeczywista napigcia wyjsciowego przetwornika odkladana jest bowiem na
osi odcietych, a skladowa urojona — na osi rzednych wykreséw przedstawiajacych
trajektorie. - ‘

W opisywanym defektoskopie powyzsze skladowe wyodregbniane sa w dwu
ukladach analizy fazoczulej. : '

P |~ BK | -BAF2
G ' M (=P A/CE HC X MT

PF1 PF2 BAF1

Rys. 2. Schemat blokowy defektoskopu wiropradowego o fazoczulej dwuwymiarowej prezentacji sygnaiow
przetwornikow przelotowych
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Przetwornik wiropradowy P zasilany jest z generatora G o czestotliwosci 15 kHz.
Zagadnienia zwigzane z wyborem czestotliwosci pracy defektoskopoéw wiroprado-
wych opisano w [8,11,14]. _

Napigcie wyjéciowe przetwornika P podawane jest do bloku wstepnej kompensacji
BK napigcia niezréwnowazenia przetwornika.

Napigcie generatora doprowadzone jest takze do dwu laficuchowo potaczonych
przesuwnikow fazowych PF1 i PF2. Przesuwnik fazowy PF1 umozliwia plynna
zmiang fazy podawanych do niego sygnaléw w zakresie do okoto n/2 dla ewentualnego
obrotu trajektorii. Przesuwnik fazowy PF2 przesuwa faz¢ doprowadzonego do niego
sygnatu o kat n/2. ‘

Napigcie z wyjscia bloku kompensacji BK doprowadzane jest do blokéw analizy
fazoczulej BAF1 i BAF2, przy czym do obu tych blokéw doprowadzono sygnaly
odniesienia odpowiednio z przesuwnikéw fazowych PF1 oraz polaczonych PF1iPF2.
Na wyjsciu blokow BAF1 i BAF2 uzyskiwane sa skladowe napigcia wyjsciowego
przetwornika P zawierajace informacj¢ o wadach rur w R.

Dodaé nalezy, 7ze odpowiednie dla uzyskania trajektorii skladowe napieé przetwor-
nikow wiropradowych moga byé wyodrebnione przy uzyciu woltomierzy wek-
torowych, np. typu 1253 Gain-Phase Analyser firmy Solartron — Schlumberger, tak jak
to zrobita A. Lewinska-Romicka [11,1526 — etap IV] lub Transfer Function
Analyzer, type 272 firmy Unipan tak, jak to zrobili autorzy artykuhu [26 — etap V].

W celu uzyskania trajektorii, sygnaly z wyj$é obu blokéw analizy fazoczulej BAF1
i BAF2 doprowadzane sa do mikrokomputera uC klasy IBM PC, np. AT poprzez
16 — wejsciowa kartg FPC — 010 zawierajaca multiplekser M i 12 — bitowy przetwornik
analogowo-cyfrowy (i cyfrowo-analogowy) PA/C o nominalnym czasie przetwarzania
wynoszacym 80 us. Zbierane podczas przesuwu rur poprzez przetwornik prébki napiec
przetwornika wiropradowego P oraz trajektorie zmian napigcia tego przetwornika dla
odcinkow rur zawierajacych wady, prezentowane sa na monitorze MT.

W prezentowanym defektoskopie mikrokomputer zbiera i gromadzi duzg liczbe
danych (na jedna trajektori¢ moze przypadaé od kilkudziesigciu do kilkuset probek
sygnalow przetwornika), przetwarza zebrane dane i prowadz dialog z operatorem.

_Defektoskbp moze opcjonalnie (w stosunku do ukladu z rys. 2) zawieraé uklady

hardware’owej selekcji sygnaléw, wywolanych przez wady rur [11,18]. Wowczas moze
pracowa¢ samodzielnie — bez mikrokomputera. ‘

W niektorych defektoskopach, oferowanych przez czolowe firmy zachodnie,
trajektorie sa linearyzowane — w odniesieniu do amplitudy (rozpigtos§é ramion) i fazy
reprezentowanych przez nie sygnalow i wyodrebniane sa odpowiednie ,,0kna fazowe”
— sektory fazowe plaszczyzny zmiennej zespolonej. W przypadku pojawienia sie
sygnalow zawartych w odpowiednich sektorach plaszczyzny zmiennej zespolonej
podawana jest informacja do urzadzen wykonawczych (sortujacych, znakujacych)
sterowanych z defektoskopu [10,11,25].
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3. ORGANIZACJA OPROGRAMOWANIA APLIKACYJNEGO

Z wyjs¢ defektoskopu, model DWT — 620 pobierane sa dwa sygnalty napieciowe
analogowe bedace odzwierciedleniem jakos$ci badanych rur. Sygnaly te moga by¢
uzupelnione sygnalem cyfrowym zawierajacym informacj¢ o lokalizacji badanego
miejsca rury.

Dla opisywanego defektoskopu zostal napisany program wykorzystu_]a,cy oprog-
ramowanie podstawowe, tj. sterownik umozliwiajacy obshugg sygnatow przetwornika
-analogowo-cyfrowego poprzez system operacyjny DOS i wykorzystujaca sterownik
procedur¢ obstugi danych odczytywanych z przetwornika analogowo-cyfrowego
w celu dostgpnosci danych z poziomu jezyka wysokiego poziomu, np. Pascal.

Zadaniem opracowanego oprogramowania aplikacyjnego jest polaczenie na-
stepujacych warstw oprogramowania:

— sterownika przetwornika analogowo-cyfrowego,

— procedur pomocniczych odczytu i przesylania sygnalow z i do przetwormka
analogowo-cyfrowego,

— programu poziomu jezyka Pascal obstugujacego eksperyment,

— procedury bibliotecznej pakietu Turbo Graphics Toolbox realizujacej aprok-
symacj¢ — rekonstrukcje krzywej wielomianami Beziera [1,207].

Opracowane oprogramowanie uwzglednia specyfik¢ eksperymentu. Zapewnia
ono: :

1. parametryczne ustalanie poziomow analizowanych napigé,

2. automatyczna rejestracje napieé uzyskiwanych z defektoskopu, odpowiadaja-
cych ustalonym poziomom,

3. umieszczanie danych z eksperymentu w sposob ciagly, w zbiorze dyskowym, przy
wybranym kroku, przy czym postaé tych danych jest zgodna z wymaganiami
procedury ,,Bezier”. _

Procedura ,,Bezier” umozliwia modelowanie krzywych na podstawie zbioru
punktow, tzw. punktéw wiodacych. Jest stosowana przy realizacji grafiki kom-
puterowej. Istostnym elementem opisywanej aplikacji jest napisany w jezyku Pascal,
program o nazwie DWT — 620, obstugujacy eksperyment. Sie¢ dziatan tego programu
przedstawiono na rys. 3. Po wywolaniu programu DWT — 620 na ekranie monitora
ukazuje si¢ winieta tytulowa. :

Dale_] nastgpuje prezentacja menu o nastgpujacej tresm

Procedura kontroli .. 1
Przetwarzanie danych ze zbioru dyskowego ... 2
Zakonczenie pracy .. 9
Wybor:

Uzytkownik moze dokonaé¢ wyboru jédnej z podanych trzech mozliwosci. Przy
wyborze opcji 1 (Procedura kontroli) nastepuje wczytanie metryki — danych
o eksperymencie, takich, jak dane o materiale, $rednicy $cianki rury, czgstotliwosci



Start

Menu 9

Wezytanie
parametréw
eksperymentu

!

Otwarcie
zbioru danych

|

Autokalibracja
toru zbierania
danych

|

Wezytanie
danych z
eksperymentu

l

Wstepne
przetwarzanie
danych

!

Zapis danych
na ekran

i do zbioru
danych

Czytanie
danych ze
zbioru
danych

l {

Idealizacja

ksztattu

trajektorii

!

Wizualizacja
trajektorii

l

' LWydruk trajektorii l

Koniec

Rys 3. Sie¢ dzialan programu DWT-620

[650]
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pracy defektoskopu i w drugim kroku — danych odno$nie wady (wad) badanej rury.
W trzecim kroku nastgpuje otwarcie zbioru dyskowego dla przechowywania danych,
tj. skladowej rzeczywistej i skladowej urojonej napigcia przetwornika, wyodrgb-
nionych w ukladzie defektoskopu, model DWT —620.

Nastepnie przeprowadzana jest autokalibracja toru zbierania danych polega na
zapamigtaniu wartosci napi¢é dla miejsca obiektu pozbawionego wad.

W nastepnym kroku wczytywane sa probki napigcia przetwornika (dane z eks-
perymentu). Zebrane probki napigcia podlegaja wstgpnemu przetwarzaniu. W pierw-
szym kroku tego przetwarzania odejmowana zostaje skladowa staia napiecia, dodana
na wyjéciu defektoskopu dla celow akwizycji probek napigcia w czterech éwiartkach
plaszczyzny zmiennej zespolonej. Nastgpnie przeprowadzane jest ,,wzorcowanie” toru
zbierania danych, a mianowicie mnozenie wezytanych probek przez stala wynikajaca
z zakresu (0+ +9 V) zastosowanego przetwornika analogowo-cyfrowego. W trzecim
‘kroku wstegpnego przetwarzania danych nastgpuje odtwarzanie wartosci probek
napigcia

! ——
PZ = Reu,”,
. n
Py = Imu,, 4

na podstawie probek zebranycﬁ'*f&z trzypunktowej procedurze probkowania

P{ = Reuy,
Py = Imu, 4
I

P3 = Rety g4

zastosowanej w zwiazku z kolejnym probkowaniem sktadowej rzeczywistej i urojonej
napigcia. _ o .
Zebrane i odtworzone w powyzszy sposob.dane przedstawiane sa na ekranie
monitora i sa zapisywane do uprzednio wybranego zbioru dyskowego. Nastepny krok
powoduje modelowanie (,,idealizacje”) trajektorii na podstawie zbioru zarejestrowa-
nych prébek. W efekcie koficowym na ekranie monitora prezentowana jest trajektoria
_(trajektorie) zmian napigcia przetwornika i ewentualnie wydruk trajektorii. Na tym
eksperyment si¢ koficzy i system jest gotowy do dalszej pracy.
Przy wyborze opcji 2 nastgpuje czytanie danych — probek napi¢cia zarejestrowanych
w wybranym przez uzytkownika zbiorze dyskowym, a dalej nast¢puje modelowanie
i prezentacja trajektorii. Przy wyborze opcji 9 nastgpuje powr6t do systemu operacyjnego.

4. PRZYKLADOWE TRAJEKTORIE

Na rys. 4 przedstawiono trajektorie zmian napigcia przetwornika réznicowego
zawierajacego rur¢ miedziang o $rednicy 16 mm i grubosci $cianki 0,6 mm. Tajektoria
1 dotyczy przypadku, gdy w przetworniku znajdowal si¢ odcinek rury z wada w postaci
otworu o §rednicy 3 mm, wykonanego przez jedna Sciankg rury. Tajektoria 2 zostala:
otrzymana dla wady w postaci pierscienia wykonanego od strony zewngtrznej scianki
rury. Szerokoéé pierscienia wynosita 1,7 mm, a gleboko$¢ 0,4 mm.
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Rys. 4. Trajektorie zmian napigcia przetwornika réznicowego zawierajacego rure miedziang z wadami
sztucznymi w postaci: 1 — otworu, 2 — pierscienia zewngtrznego (opis w tekscie)

ZAKONCZENIE

Opisany wspdlpracujacy z mikrokomputerem klasy IBM PC defektoskop wiro-
pradowy model DWT — 620 przeznaczony jest do nieniszczacego wykrywania wad rur
wykonanych z materialéw nieferromagnetycznych. W defektoskopie zastosowano
uklad dwuwymiarowej fazoczulej analizy sygnalow przetwornikéw umozliwiajacy
* prezentacj¢ trajektorii zmian ich napiecia — dla réinych wad rur. W ten sposob
nawigzano do $wiatowych trendéw, jakie mozna obserwowaé w odniesieniu do
defektoskopn wiropradowej. Na podstawie informacji zawartej w trajektoriach moga
by¢ rozrézniane niektore wady rur [4,6,11,15,27]. -
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A. LEWINSKA-ROMICKA, S. PISKORSK], J. PAPIS

EDDY-CURRENT DEFECTOSCOPE FOR NONMAGNETIC TUBES INSPECTION
‘ WITH 2-D TRANSDUCERS SIGNAL PRESENTATION

Summary
) /

Defectoscope, that makes possible voltage plane trajectories presentation of the eddy-current
encircling-coil transducers, is described. The transducers are destined to the inspection of nonmagnetic
materials. The trajectories contain the information about the defect magnitude location in the tube wall. In.
the defectoscope. two-dimensional phase-sensitive signal analysis of the transducer e.g. differential one is
applied. Voltage signals, taken from the phase-sensitive circuits are sampled and processed in the
microcomputer IBM PC.
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Opisano procedurg modelowania trajektorii na podstawie probek napigcia przetwornika
wiropradowego, roznicowego, przelotowego, zewngtrznego uzyskiwanych podczas przemie-
szczania kontrolowanego obiektu z wadami przez przetwornik. Modelowanie przeprowadzo-
ne jest przy wykorzystaniu wielomianéw Beziera. Algorytm znalaz! zastosowanie. w skom-.
puteryzowanym defektoskopie wiropradowym przeznaczonym do kontroli rur nieferromag-
netycznych. )

1. WSTEP

Od polowy lat osiemdziesiatych w defektoskopii wiropradowej obserwuje si¢
tendencje do prezentacji sygnalow, wywolanych przez wady obiektéw badanych, na
plaszczyznie zmiennej zespolonej. Trend ten daje si¢ zauwazy¢ zaro6wno w odniesieniu
do przetwornikéw réznicowych przelotowych wewngtrznych i zewnetrznych, jak
i przetwornikéw stykowych. Sygnaly przetwornikéw przedstawiane sa w postaci
trajektorii. W taki sposdb prezentowane sa sygnaly przetwornikéw wiropradowych
w systemach stacjonarnych, przeznaczonych do kontroli obiektéw w procesie
wytwarzania oraz w przeno$nych urzadzeniach stluzacych gtéwnie do celow ser-
wisowych [6]. W trajektoriach zmian napigcia (impedancji) przetwornikéw wiro-
pradowych zawarta jest informacja o wielkosci, rodzaju i potoZeniu wad w badanym
obiekcie [7,8,17,18,20]. Mimo tak istotnych cech trajektorii syntetyczne metody jej
opisu, umozliwiajace wykorzystanie tych informacji w systemach kontroli nie zostaly
‘'w pelni opracowane.

Znana jest metoda opisu traJektoru wykorzystujaca aproksymacije trajektorii za
pomoca szeregu Fouriera, zaproponowana do zastosowania przy analizie sygnalow
otrzymanych podczas kontroli rur nieferromagnetycznych [15,20]. W metodz1e tej
zaklada 51@, ze:
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1) trajektoria opisana jest zespolonym sygnalem napi¢ciowym przetwornika u(l),
gdzie | jest parametrem okre§lajacym potozenie punktu u na trajektorii,

2) u(l)=u(l + D), gdzie L jest dlugoscia trajektorii; trajektoria napiecia jest krzywa
zamknigta, a zatem zalozenie to jest zawsze spelnione.
Przy tych zalozeniach napigcie (/) mozna aproksymowac za pomoca szeregu Fouriera:

w0 = 3 coomn (27), W
gdzie: e
¢, = % J u(l)exp (‘ji""l) dl, @)
0 .

W celu uzyskania informacji zawartej w trajektorii o rodzaju wady badanego obiektu

definiowane sa funkcje wspolczynnikdw szeregu Fouriera c, niezalezne od skalowania,

przesunigcia, rotacji i wyboru punktu startowego. Tworza one wektor cech, wedhug
ktdrego za pomoca metod rozpoznawania obrazow podjeto probe okreslenia rodzaju
wady [20]. Metoda ta przedtem byla juz stosowana do automatycznego odczytywania
rekopisow [4,12,14,22]. Dotychczas pelny algorytm okre$lajacy zwiazek pomigdzy
wspolczynnikami Fouriera, a poszczegdlnymi rodzajami wad obiektéw nie zostat
wyznaczony m.in. z dwoch powodow: -

1) niejednoznacznosci w opisie trajektorii przez’ wspolczynmkl Fouriera sygnalow
wywolanych przez wady naturalne,

2) nie posiadania atlasu wad rur i odpowiadajacych im trajektorii.

Podejmowane sa proby stosowania metod cyfrowej analizy sygnaléw do rozpo-
znawania i klasyfikacji wad obiektow — na podstawie zarejestrowanej trajektorii .
zmian napigcia. W tych przypadkach obiektem analizy jest trajektoria o charakterys-
tycznym ksztalcie odpowiadajacym poszczegolnemu rodzajowi wady obiektu. Pojawi-
1a si¢ zatem konieczno$¢ modelowania ksztaltu trajektorii w systemach pomiarowych

~ stosowanych do kontroli jakosci obiektoéw. Celem przedstawionej procedury modelo-

wania jest prezentacja trajektorii zmian napiecia w postaci ciaglych, gladkich
krzywych zamknietych o charakterystycznych ksztattach dla poszczegdlnych rodza-
jow wad obiektow. Procedura modelowania wykorzystuje wartosci probek napiecia
przetwornika wiropradowego.

Zaréwno proces rejestracji jak i procedury uzyskiwania trajektorii z probek

‘napigcia sa zZrodlem bledow. W punkcie drugim omowiono rodzaje bledow iich wptyw

na ksztalt trajektorii. Nastg¢pnie rozwazono zagadnienie wyboru metodyki modelowa-
nia trajektorii zmian napiecia przetwornikéw wiropradowych i opisano wybrana
metodyk¢. W punkcie piatym przeprowadzono prébe jej weryfikacji w odniesieniu do
wad rury nieferromagnetycznej.

Zastosowanie opisanej w artykule metodyk1 modelowania trajektorii zmian
napigcia przetwornikow wiropradowych umozliwia prezentacj¢ sygnalow otrzymywa-
nych w skomputeryzowanym defektoskopie przeznaczpnyni do kontroli rur [7,9,10].
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2. BLEDY TRAJEKTORII ZMIAN NAPIECIA
W SYSTEMACH KONTROLI RUR

W systemach kontroli wiropradowej umozliwiajacych prezentacjg i analizg trajek-
torii zmian napiecia przetwornikéw — do oceny jakosci obiektow, sygnaly tworzace
trajektorie obarczone sa bledami dwojakiego rodzaju, a mianowicie:

— bledami ,,analogowymi” powstajacymi podczas zbierania danych,
— bledami ,,cyfrowymi” powstajacymi podczas syntezy przez mikrokomputer trajek-
torii z zarejestrowanych probek napigcia.

mv-‘lmu

100+

=100

] Rel
-100 ' 0 100 mv

Rys. 1. Przebieg napiecia przetwornika wiropragdowego réznicowego w postaci trajektorii, wywolanej przez
wade obiektu badanego

Przyklad takiej trajektorii pokazano na rys. 1. Wyraznie uwidaczniaja si¢ w niej
oba rodzaje bledéw. Bledy analogowe maja dwie przyczyny wystgpowania. Zbior
probek wokot poczatku ukladu wspolrzednych jest wynikiem wplywu zmian mikro-
geometrii powierzchni na sygnal przetwornika. W tym obszarze znajduja si¢ rOwniez
probki sygnaléw wywolanych przez drobne wady powierzchniowe. Bledy cyfrowe
uwidaczniajg si¢ w postaci znieksztalcen trajektorii. Znicksztalcenia trajektorii
wynikaja ze zbyt malej czgstotliwosci probkowania. Wplyw czestotliwosci prob-
kowania na ksztalt trajektorii, znany z doniesien literaturowych [15], przedstawiono
narys. 2. Bledy wynikajace ze zbyt malej czgstotliwosci probkowania moga prowadzi¢
do falszywej diagnozy w przypadku rozpoznawania wad na podstawie analizy
trajektorii.
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Rys. 2. Wplyw czgstotliwoéci probkowania S, na ksztatt trajektorii zmian napigcia przetwornika

wiropradowego réznicowego [15]:
a) f, = 2kHg, b) f, = 666 Hz, €) f, = 300 Hz, d) f, = 150 Hz

3. WYBOR METODYKI MODELOWANIA TRAJEKTORII

Przedstawiona w artykule metodyka modelowania trajektorii zmian napigcia
przetwornikow przelotowych wywolanych przez wady rur umozliwia:

— uzyskanie trajektorii zmian napiecia w postaci ciaglych gladkich krzywych
zamknigtych o charakterystycznych ksztattach, wywolanych przez poszczegblne wady
materialowe rur — na podstawie zarejestrowanych w procesie kontroli zbioréw
danych, o

— zmniejszenie wplywu bledéw analogowych i cyfrowych na ksztalt trajektorii,

— prezentacj¢ trajektorii na plaszczyznie zmiennej zespolone;.

Modelowanie przebiegu krzywej wzgledem punktéw danego zbioru na plaszczyz-
nie nalezy do klasy zagadnien aproksymacji. W klasycznych procedurach aprok-
symacji jako funkcje aproksymujace stosowane sa:

— standardowe funkcje matematyczne o parametrach obliczanych przy wykorzys-
taniu metody najmniejszych kwadratéw,

—-ortogonalne szeregi funkcyjne, gléwnie trygonometryczne.

Zastosowanie podanych funkcji do modelowania przebiegu trajektorii zmian
napigcia przetwornikoéw wiropradowych ma charakter ograniczony. W przypadku
modelowania trajektorii przy wykorzystaniu metody najmniejszych kwadratow
zasadniczym zagadnieniem jest wybdr rodzaju funkcji aproksymujacej. Trudnoci
zdoborem funkcji aproksymujacej pojawiaja si¢ wtedy, gdy w wyniku badania obiektu
z wadami otrzymujemy trajektorie o skomplikowanych ksztaltach [7,8], ktorych nie
‘mozna przyblizy¢ prostymi zaleznosciami funkcyjnymi.
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Odmiennym podejéciem do metod analizy trajektorii jest jej aproksymacja za
pomoca szeregu Fouriera, przedstawiona we wstepie do niniejszego artyklu. Wynikiem
aproksymacii jest zbiér wspolczynnikéw szeregu Fouriera opisujacych analizowana
trajektoric. W celu jej prezentacji, w postaci krzywej zamknietej, konieczne jest
stosowanie procedury resyntezy trajektorii przy wykorzystaniu odwrotnej transfor-

‘macji Fouriera funkcji danej jako ciag obliczonych uprzednio wspolczynnikow.

Procedura ta wprowadza bledy przebiegu krzywej wynikajace ze skonczonej liczby
wspotczynnikéw przyjetych do resyntezy [20].

W tych zastosowaniach, w ktorych istotne jest modelowanie przebiegu fragmentéw
krzywej, do aproksymacji wykorzystuje si¢ funkcje (wielomiany) sklejane [13].
Mankamentem metodyki wykorzystujacej funkcje sklejane do modelowania trajek-
torii zmian napiecia jest konieczno$¢ okreslenia a priori punktow zalamania wy-
znaczajacych podprzedzialy aproksymacji. Rozwigzaniem tego problemu bylby wybor
wartoséci probek napiecia jako wspolrzednych punktéw zalamania. Jest to rozwiazani¢
nieoptymalne, poniewaz modelowana trajektoria przebiega przez punkty o wspolrzed-
nych réwnych wartoéciom zarejestrowanych prébek. Trajektoria Zmian napigcia
obarczona jest wowczas bledami rejestracji probek. .

Obecnie, w zagadnieniach modelowania przebiegu krzywej, coraz wieksza rolg
odgrywaja wielomiany opracowane przez francuskiego matematyka P. Beziera na
przelomie lat sze$édziesiatych i siedemdziesigtych, zastosowane po raz pierwszy do
modelowania ksztattu nadwozia samochodu [2]. Wielomiany Beziera sag wykorzys-
tywane do modelowania krzywych na podstawie zbioru punktéw wiodacych dajac
w wyniku ich stosowania: '

1) opis matematyczny krzywej modelowanej w postaci stosunkowo prostych
zaleznoéci analitycznych, réwniez w przypadku krzywych o skomplikowanych
ksztaltach, ‘ - ’

2) krzywa charakterystyczna, nawet w przypadku niewielkiej liczby punktow
wiodacych,

3) zmniejszenie wartoci blgdow, ktorymi obarczone sa punkty wiodace.

Stosowanie aproksymacji krzywych wielomianami Beziera wymaga stosunkowo
niewielkich nakladéw obliczeniowych. Wielomiany Beziera zostaly wykorzystane do

‘modelowania trajektorii zmian napigcia przetwornikow wiropradowych wedlug

przedstawionej ponizej metodyki.

4. MODELOWANIE PRZEBIEGU KRZYWYCH PRZY WYKORZYSTANIU
WIELOMIANOW BEZIERA

~ Wielomiany Beziera sa zdefiniowane w. postaci parametrycznej nastgpujacymi
rOwnaniami: ,

x = pet) = ¥ CTEH (1 — B, | (3a)

i=0
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y =pt) = ; — "y, "~ (3b)

gdzie:
t < [0, 1]
{(xi, y); i = 0,...,m} — zbibr punktéw wiodacych
C? — symbol Newtona.
Réwnania (3a) i (3b) wygodnie jest przedstawi¢ w zapisie wektorowym:

PO = Y Cri( — i, | @
gdzie:
P() = (s (@)
Py = (xi, y)

Wiasciwosciami wielomianéw Beziera sa nastepujace:

1) P(t) sa funkcjami gladkimi,

2) P(0) = Py, P(1) =

3) wielomian Beziera lezy wewnqtrz wypuklego obszaru WYyznaczonego przez
punkty wiodace.

Dowdd tez 1) = 3) mozna znalezc w [13].

Do komputerowych obliczeni wartosci wielomianéw Beziera stosowane sa dwa
algorytmy rekurencyjne: algorytm geometryczny i algorytm Hornera. Czesciej stoso-
wanym algorytmem jest algorytm Hornera ze wzgledu na mniejsze naklady ob-
liczeniowe przy liczbie punktéw wiodacych wigkszej od 10. Pewnym mankamentem
tego algorytmu jest nieco wigksza zlozonos¢ obliczeniowa niz algorytmu geometrycz-
nego. Przykladows realizacje algorytmu Hornera napisang w jezyku Turbo Pascal
przedstawia procedura ,bezier” zawarta w pakiecie programowym Turbo Graphics
Toolbox jako procedura bilioteczna [19]. Umozliwia ona obliczanie wartosci wielo-
mian6éw Beziera na podstawie punktéw wiodacych zawartych w tablicy A. Liczbe
punktow przyjetych do obliczeri okre§la zmienna MaxIntPoints. Wartosci wielo-
miandw umieszczane sa w tablicy B. Maksymalna liczba punktéw wiodacych jest stala
w programie o nazwie MaxControlPoints i wynosi 25. Warto$¢ stalej MaxControl-
Points moze by¢ zmieniona przez nowe przypisanie.

5. PROCEDURA MODELOWANIA

W opisywanej procedurze modelowania wykorzystano nastepujace cechy trajek-
torii zmian napigcia przetwornik6w wiropradowych przelotowych [7,8]:

— trajektoria napigcia jest krzywa zamknieta,

— trajektorie idealnego przetwornika réznicowego zawieraja punkt 1,(0,0).

Przyklad trajektorii z wyeliminowanym wplywem niesymetrii przetwornika przed-
stawia rys. 3. Wspolrzedne punktéw oznaczonych ,,0” sa réwne warto§ciom probek
napigcia. Z obrazu trajektorii usunigto zbidr probek zgrupowanych wokoét punktu
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u,(0,0) wywolanych przez wady mikrogeometrii powierzchni obiektu. Zabieg ten jest
przeprowadzany w celu odtworzenia przebiegu trajektorii w poblizu $rodka ukladu
wspolrzednych.

mv{ImU

|oo:-

:

—looz

; ,.,,,.,‘|'ll'ReU
"_100 Py 50 _ v

Rys. 3. Trajektoria zmian napigcia przetwornika réznicowego, nieobarczona wplywem niesymetrii
przetwornika

5.1. ZBIERANIE DANYCH -

W trybie zbierania danych sygnal napi¢ciowy przetwornika wiropradowego po
‘rozdzieleniu go na skladowe: rzeczywista i urojona jest probkowany przez mikrokom-
puter wyposazony w przetwornik analogowo-cyfrowy z multipleksowymi wejsciami.
Wykorzystanie takiego ukladu do kolejnego probkowania skladowej rzeczywistej
i urojonej napiecia jest przyczyna powstania blgdu wynikajacego z niejednoznacznosci
probkowania. Chwile probkowania obu skladowych sa wowczas przesunigte wzgle-
dem siebie 0 warto$¢ czasu przyjecia probki At. Opisane zjawisko wprowadza blad
probkowania proporcjonalny do zmiany wartosci nieprébkowanej sklad owej napigcia
w czasie przyjecia probki. Blad ten mozna zmniejszy¢ stosujac trzypunktowa
procedure probkowania. W tej procedurze zarejestrowane wartosci probek w punk-
tach P,(p;, p3), P,(p3. p3), Ps(ps., p3) odpowiadajacym chwilom czasowym: f,,
t, = t,+4t, t,=t,+ 24t wynosza (dla przyjetego cyklu pomiarowego) odpowiednio:

p, = Reu,
p: = Imu,, &)

r
Ps = Reu,, 4

”

Wartosci probek py, p,, p; sa nie rejestrowane.
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Zékladaj acliniowe zmiany napigcia u w odstgpie czasu A4¢ obliczamy wartosé probki
P,=0,5(p; +p3)iprzyjmujemy ja za wartos§¢ skladowej rzeczywitej napigcia w punkcie
P,. Rezultatem dzialania procedury sa wartosci dwoch probek napiecia w chwili ¢,

Pz; = Re Ups
Py = Imu,, 4 / ©)

5.2. WYZNACZANIE PUNKTOW WIODACYCH

Zasadniczym zagadnieniem modelowania jest wyznaczenie punktéw wiodacych
trajektorii zmian napigcia zdwuwymiarowego ciagu probek P,,... P,. W ciagu znajduja
si¢ zarowno probki napigcia przetwornika wywolane przez wady obiektu jak i prébki
wywolane przez zaklécenia. Probki wywolane przez zaklocenia tworza zbidr punktow
zgrupowanych wokol poczatku ukladu wspolrzednych lub objawiaja sie w postaci
impulséw, sugerujac istnienie trajektorii wywolanej przez wade obiektu. Wyznaczenia
punktéw wiodacych do modelowania trajektorii mozna dokonaé przy wykorzystaniu
zmodyfikowanej metody przekraczania poziomu i zliczania. W tej metodzie, poprzez
zastosowanie histerezy wartosci progowej, eliminowane sa probki napiecia wywolane
przez zaklocenia (rys. 4). Ciag instrukcji realizujacy algorytm wyznaczania punktow
wiodacych pOJedynczeJ trajektorii zmian napigcia przetwormka przelotowego przed-
stawia si¢ wowczas nastepujaco:

Fori:=1tondo
begin
if |Gi’ |>r, then
zapamietaj wszystkle kolejne punkty P; dopoki IO_i’ |>r,
end

Wynikiem zastosowania algorytmu sa wspolrzedne punktéw Py trajektorii zawarte
w wektorze T. ' '
Uzyskany w wyniku zastosowania metody przekraczania poziomu i zliczania
‘wektor danych zawiera zazwyczaj zbyt mala liczbe punktéw wiodacych trajektorii;
w szczegblnoscei dotyczy to punktéw opisujacych trajektorie wokét poczatku uktadu
wspolrzednych. Wynika to z konieczno$ci przyjmowania stosunkowo duzej wartosci
progowej r,. Mankamentu tego mozna unikna¢ poprzez dolacznie ex post do wektora
T kilku punktow (wartosci probek napiecia) poprzedzajacych pierwszy zapamigtany
w wektorze punkt Do wektora T dolaczane sg ponadto dwa punkty o wspotrzednych
(0,0) na jego poczatku i koncu. Zabieg ten ma na celu:
uzyskanie zamknietej trajektorii,
' — eliminacj¢ translacji trajektorii spowodowanej przez napigcie niezrOwnowaze-
nia w torze pomiarowym defektoskopu. :
Wektor T zawiera wowczas nastgpujace wartosci probek:

(0,0)5 Pi—k- nees Pi—b (23] Pi+b (050) (7)
gdzie:
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P;_,...,P;_, — dolaczone punkty wiodace,
P; — pierwszy punkt wiodacy trajektorii przekraczajacy wartoS¢ progowa r,,
P;,, — ostatni punkt'wiodacy trajektorii przekraczajacy warto§¢ progowa r,.

imuU
y

f, ° ReU

Rys. 4. Metoda wyznaczania punktow wiodacych trajekforii zmian napigcia

5.3. OBLICZANIE WARTOSCI WIELOMIANOW BEZIERA NA PODSTAWIE
WYZNACZONYCH PUNKTOW WIODACYCH TRAJEKTORII ZMIAN NAPIECIA
PRZETWORNIKA PRZELOTOWEGO

Do obliczania wspolrzednych punktéw trajektorii zmian napigcia przetwornika
wiropradowego przelotowego wykorzystana jest procedura ,,bezier” zawarta w zbio-
rze ,,bezier.hgh” pakietu programowego Turbo Graphics Toolbox, opisana w punkcie
4. Stanowi ona czg§¢ oprogramowania defektoskopu, model DWT —620, prze-
znaczonego do kontroli rur nieferromagnetycznych [7.9]. Jako punkty wiodace
przyjmuje si¢ punkty zawarte w wektorze T. W wyniku dzialania tej procedury
otrzymuje si¢ warto$ci wielomianu Beziera P(f) w punktach t;=i/n; i=0,1,...,n.
Punkty P(t;) sa punktami trajektorii zmian napigcia przetwornika wiropradowego

‘przelotowego i jako wynik badania sa przedstawiane na monitorze ekranowym przy
uzyciu procedur graficznych. :

6. WERYFIKACJA METODYKI MODELOWANIA — NA PRZYKLADZIE
TRAJEKTORII WYWOLANEJ PRZEZ WADE, - '
RURY NIEFERROMAGNETYCZNEJ]

Na rys. 5. przedstawiono przykladowa trajektori¢ napigcia przetwornika wiro-
pradowego rdznicowego, przelotowego zewnetrznego, uzyskana dla wady rury
nieferromagnetycznej (krzywa 1). Na jej tle przedstawiono trajektori¢ otrzymana
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w wyniku zastosowania opisanej procedury modelowania (krzywa 2). W przebiegu
krzywej 1 widoczny jest wyraznie wplyw zaklécen na przebieg trajektorii niepod-
dawanej cyfrowej analizie probek napigcia. Zaklocenia uwidaczniaja si¢ zardwno
w ksztalcie trajektorii (bledy w postaci niegladkoéci), jak i w jej przebiegu
w poblizu poczatku ukladu wspolrzednych. Widoczna idealizacja Ksztaltu trajek-
torii modelowanej jest wynikiem zastosowania do modelowania wielomianéw
Beziera. Wplyw probek napigcia wywolanych przez zakl6cenia na ksztalt trajektorii
jest eliminowany wskutek wprowadzenia histerezy wartosci progowej. Na skutecz-
no$¢ tej eliminacji wskazuje ,nie przyklejanie” trajektorii modelowanej do prostej
ImU=0, jak ma to miejsce w przypadku trajektorii nie poddawanej procedurze
modelowania.

mvamU
1 ,
loo +
0
]
4
]
-loo
-loo 0 loo mvV

Rys. 5. Trajektorie zmian napigcia przetwornika wiropradowego réznicowego:
1 — opisana przez zarejestrowane probki, 2 — uzyskana przy wykorzystaniu procedury modelowania

Przedstawiona na rys. 5. trajektoria modelowana ma nieco mniejsza rozpieto§é
ramion niz trajektoria nie poddawana procedurze modelowania. Jest to cecha kazdej
trajektorii wynikajaca wprost z wlasciwosci wielomianéw Beziera [por. wt. 3), p. 4].
Jezeli przyjmiemy, ze wzglgdne zmniejszenie rozpigtosci ramion trajektorii modelowa-
nej przy wykorzystaniu wielomianow Beziera, jest wielkoScig stata lub mato zmieniaja-
ca si¢ (w zalozonych granicach blgdu) [18], to wplyw tego zjawiska na informacie
o wielkosci wady, zawarta w trajektorii, mozna pominaé. Zalozenie to wydaje sig by¢
stusznym w §wietle przeprowadzonego cyklu bada, lecz jego potwierdzenie wymaga
przeprowadzenia glebszych analiz teoretycznych.
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PODSUMOWANIE

Opisano metodyke modelowania trajektorii zmian napiecia przetwornika wiro-
pradowego, roznicowego, przelotowego, zewnetrznego uzyskiwanych podczas prze-
mieszczania obiektéw z wadami przez przetwornik. Modelowanie trajektorii prze-
prowadzane jest przy wykorzystaniu wielomianéw Beziera obliczanych na podstawie
punktéw wiodacych trajektorii zawartych w zmodyfikowanym wektorze danych.
Zastosowana procedura modelowania umozliwia idealizacje ksztaltu trajektorii
poprzez eliminacj¢ bledéw wywolanych zaréwno przez zaklocenia pojawiajace si¢
‘w torze zbierania danych, jak wynikajace z niewielkiej liczby zarejestrowanych probek.
Wynikiem dzialania opisanej procedury jest trajektoria o ksztalcie charakterystycz-
nym dla danego rodzaju wady obiektu.

Przedstawiona metodyke modelowania zastosowano w postaci procedur pro-
gramowych w programie sterujacym praca skomputeryzowanego defoktoskopu
wiropradowego, model DWT — 620 przeznaczonego do kontroli rur nieferromag-
netycznych [7,9].
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J. PAPIS

‘ VOLTAGE PLANE TRAJECTORY MODELLING
IN COMPUTERIZED DEFECTOSCOPE FOR TUBES INSPECTION

Summary

In the article voltage plane trajectory modeling procedure is described. To modeling, the complex
voltage of eddy-current differential encircling-coil transducer is used. The signal, as a samples series is
obtained while the tube is displacing inside the transducer. Modeling is carried out by the use of Bezier
Polynomials. The algorithm is applied in the computerized eddy-current defectoskope for nonmagnetic
tubes inspection.
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W pracy przedstawiono metodg rozwigzania zadania czebyszewowskiej aproksymacii
charakterystyki amplitudowej dolnoprzepustowego filtru cyfrowego SOI o liniowej charak-
terystyce fazowej. Zadanie to jest przeksztaicane w odpowiednie zadanie programowania
nieliniowego z ograniczeniami, kidre jest nastgpnie rozwigzywane przy uzyciu metody
przesuwanej funkcji kary. Praca zawiera ponadto opis opracowanego programu FSOl oraz -
przyklad obliczeniowy ilustrujacy dzialanie tego programu.

1. WSTEP

Waznym etapem projektowania liniowego, stacjonarnego i przyczynowego filtru
cyfrowego o skonczonym czasie trwania odpowiedzi impulsowej (w skrocie SOIY) jest
aproksymacja zadanej charakterystyki amplitudowej. Filtry SOI, oprécz realizacji
okreslonej charakterystyki amplitudowej, umozliwiaja rOwniez realizacje liniowej
charakterystyki fazowej, co w pewnych zastosowaniach, np. przy transmisji danych,
jest szczegolnie istotne, _

Istnieja rézne metody przeprowadzania aproksymacji charakterystyki amp-
litudowej filtru SOI o liniowej charakterystyce fazowej. Do najczgsciej stosowa-
nych naleza: metoda probkowania w dziedzinie czestotliwosei [3,12,17], aprok-
symacja za pomoca sum cz¢Sciowych szeregu Fouriera [2,5,17], aproksymacja za
pomoca sum czgfciowych szeregu Fouriera z wykorzystaniem réznych funkcji
okien [2,3,12,17], metoda minimalizacji bledu- éredniokwadratowego [1,5,16,17]
oraz aproksymacja czebyszewowska (minimaks) [3,5,6,12,14,17]. Filtry zaprojek-
towane z zastosowaniem aproksymacji czebyszewowskiej nazywané sa w literatu-
rze filtrami optymalnymi. C :

D W literaturze stosowany jest niekiedy rowniez skrot FIR pochodzacy od angielskiego terminu ,finite
impulses response”.
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Zadanie czebyszewowskiej aproksymacii charakterystyki amplitudowej filtru SOI

o liniowej fazie moze byé¢ rozwiazywane roéznymi metodami. W ogoélnym przypadku

nie istnieja jednak analityczne metody rozwigzywania tego zadania, a do jego
rozwigzywania wykorzystywane sa rézne metody numeryczne [7,8,11 — 15]. Metody
te wykazuja jednak szereg ograniczen [3,14]. W niniejszej pracy zaproponowano
sposob rozwigzania zadania czebyszewowskiej aproksymaciji charakterystyki
amplitudowej idealnego filtru dolnoprzepustowego charakterystyka- amplitudowa
filtru SOI o liniowej charakterystyce fazowej. Zadanie to jest przeksztalcane
w odpowiednie zadanie programowania nieliniowego z ograniczeniami, ktére jest
nastgpnie rozwiazywane przy uzyciu metody przesuwanej funkcji kary. Praca zawiera
ponadto opis opracowanego programu FSOI oraz przyklad obliczeniowy ilustrujacy
dzialanie tego programu.

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Rozpatrzmy liniowy, stacjonarny i przyczynowy filtr cyfrowy o skoficzonym czasie
trwania odpowiedzi impulsowej. Transmitancja D(z) takiego filtru jest wielomianem
stopnia N-1 zmiennej zespolonej z71 [17]

D() = hy + hyz™* + ... + hy_, zW-D )

_gdzie z=exp (j2rnF);

F=fAt — czgstotliwo$¢ unormowana wzgledem czestotliwoéci probkowania fo=1/4t,

(Fe<0; 0,5>);
4t — okres probkowania;
A — czgstotliwo$¢ kosinusoidalnego sygnalu wymuszajacego;

hy, n=0, 1, ..., N—1 — wspdlczynniki.

Wspolczynmkx h, wystgpujace we wzorze (1) okre§laja odpowiedz impulsowa d(n)

ukladu, tzn. d(n)=h, dla n=0,1,...N—1 i d(n)=0 dla pozostalych n.
Charakterystyka amplxtudowo-fazowq ukladu nazywamy funkcje

D(e™) = D(2)|,-cio, @

gdzie: w=2nF — pulsacja unormowana wzgledem czestotliwosci prébkowania o
(we <0;n> ).
Charakterystyka amplitudowa A(w) oraz fazowa (p(w) ukladu sa okreslone nas-
tepujaco
A@©) = D), x 3
¢ (w) = argD(e”). @)
Charakterystyka amplitudowo-fazowa filtru SOI o liniowej fazie moze byé
przedstawiona w nastgpujacej postaci [11]:

D" = s@en(( - (o). ©
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przy czym

[0 — gdy odpowiedZ impulsowa filtru

' jest symetryczna, tzn., gdy

< - dm)y=d(N-1-n), n=0,1,....N—1;

1 — gdy odpowiedZz impulsowa filtru

jest antysymetryczna, tzn., gdy

\ d()==d(N—1-n), n=0,1,..,N—1.

L=

Zaleznie od wartoéci N oraz od charakteru odpowiedzi impulsowej filtru, funkcja G(w)
przyjmuje odpowiednio jedna z czterech postaci [11,14}:
Postaé 1: N-nieparzyste, odpowiedz impulsowa symetryczna

o :
G@) = Y acos(wk), ©
. k=0
gdzie: M = (N — 1)/2,
ao = hM'
ak—-ZhM k.k—12 M
Posta¢ 2: N parzyste odpow1edz impulsowa symetryczna

6@ - me@w—m, A ™
: . =1
gdzie: M N/2, -
by = 2hy- k,k—12 M.
Postaé 3: N nieparzyste, odpowiedz impulsowa antysymetryczna

' M
G@) = Y csin(wh), ®
. k=1
gdzie: M = (N — 1)/2,
= 2hM—k1 k = 1,2,...,M,
Postaé 4: N parzyste, odpowiedZ impulsowa antysymetryczna

, M ‘ 1
Gw) = ), dsin(wk — 3)), ®
<, 27" |
gdme M = Nj2,
o dy = 2hy—p, k= 12,.. M.
Lo [Ln N— "
Poniewaz wystepujacy we wzorze (5) czlon exp (j - ~\ 73 @ |) nie ma

wplywu na charakterystyke amplitudowa filtru, ksztalt tej charakterystyki zalezy
jedynie od wartosci funkcji G(w). Zadanie aproksymacji okreslonej charakterystyki
amplitudowej sprowadza sie¢ wigc do wyznaczenia odpowiednich warto$ci wspolczyn-
nikéw funkcji G(w). W dalszej czgsei pracy rozpatrywac bedziemy jedynie funkcje
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G(w) o postaci 1 okreslonej wzorem (6). Nie zmniejsza to ogélnoéci rozwazaf, gdyz
funkcje G(w) o postaciach 2,3 i 4 mozna po zastosowaniu odpowiednich przeksztal-
cen [3,11,13] sprowadzi¢ do postaci 1 i dalej stosowaé podobne algorytmy ob-
liczeniowe jak w przypadku funkcji G(w) o postaci 1.

Niech 4,(w) bedzie charakterystyka amplltudowq idealnego filtru dolnoprzepus-
towego okres$lona zalezno$cia

Ay(w) = {

1 — w pasmie przepustowym P = <0;w,>,
0 — w pasmie zaporowym S = <w,;n>,

(10)

gdzie: @p i w; — unormowane pulsacje kranicowe odpowiednio pasma przepustowego
i zaporowego.

Zadanie czebyszewowskiej aproksymacji charakterystyk1 Ay(w) jest rownowazne

zadaniu czebyszewowskiej aproksymacji funkcji G (w) okreslonej nastepujaco

Go(w) = {

1 — w pasmie przepustowym,
0 — w pasmie zaporowym.

(11)

G{w)
144

1-0}

K N\,
o e/ \J Ve

Rys 1. Przebieg funkcji G(w) aproksymowanej w sensie Czebyszewa funkcje G (@) okreslona
za.leznosmq an

1
|
!
]
l
|
I
{
i
I
|
!
I
]
0.)

Funkcja G(w) otrzymana w wyniku takiej aproksymacji ma postaé pokazana na
rysunku 1. Wystepujace na rysunku wielkoéci 8, i 6, sa maksymalnymi odchytkami
funkcji G(w) od aproksymowanej funkcji G (a)) Zauwazmy, ze pomigdzy prze-
dzialami P i S, w ktorych funkcja G(w) ma écisle okreslony przebieg, wystepuje
przedzial pulsacji (w,;w;), w ktorym wymagania odnosnie przebiegu funkcji G(w) nie
sa sprecyzowane. _

Niech Y=[y;, y,,..., ¥Yu+:]" bedzie wektorem parametréw zdefiniowanych

‘nastepujaco:

y=a.., i=1,2 ., M+1; (12)

gdzie a; sa wspolczynnikami wystgpujacymi we wzorze (6).
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Ponadto niech G(w, Y),i 4(w, Y) oznaczaja odpowiednio funkcj¢ G oraz charakterys-
tyke amplitudowa A4 otrzymane przy przyjeciu we wzorze (6) wspOlczynnikow
o warto$ciach okre§lonych przez wektor Y.

Zadanie aproksymacji sformulujemy w sposob nast@pujacy

Znalezé wektor Y=[y,, ¥,, ..., Ym+1]'» ktory minimalizuje
max W (0)|G, (@) — G, Y), (13)
wePusS
gdzie W(w) jest funkcja wagi okre§lona nastgpujaco
6,/6, dla weP
= 14
(@) { 1 dla wes. (1)

3. SPOSOB ROZWIAZANIA ZADANIA APROKSYMACII

Rozwigzywanie zadania aproksymacp rozpocznijmy od podzielenia przedzmlow
P i S na podprzedzialy 8;, i=1,2,...,.M —1, okre§lone nastgpujaco:

0, = <0;m,) , ;
0, = <w_;;0) =23, ..., L,
Op+; = <Op;0,> , ‘ 15)
O+, = <05;0L+,) ‘
0, = <@p—,iW5—,) , k = L+3, L+4,..., M-2,
Op-; = <Op-3;7> , '

gdzie: @,, @,,....0p-3(@; <0, <...<wy-3) s2 unormowanym1 pulsacjami, dla
ktorych spelmone sa warunki:

)n+m dG((D Y)‘

(—1 >0, n=12..,L (16)

W=,

>0, k=L+1, L4+2,...., M—3 an
w»=wk

: Y
(— 1) dG (o, )‘
przy czym
"= 0 — dla M Vparzystego,‘
1 — dla M nieparzystego,
a L jest liczba pulsacji w; wystepujacych w pasmie przepustowym.
Okre§lmy ponadto wartoéci najwigkszych odleglosci 4G(Y), i=12,...M +3,
pomiedzy funkcjami Gy(w) i G(w,Y), czyh ekstreméw funkcji bledu, w sposob

nastepujacy (rys. 2):
— w przypadku M nieparzystego
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o\ 5/ I\

A -
p a';s\ t / J.»z AG"_IXW w
8, 0. 0, 8,

Rys. 2. Spos6b wyznaczania wartosci AG(Y), i =1, 2,..., 8, (M = 5)

e e e ———————— e —

4G, (Y) = mzolx Gy(@) — G(w, X)), =24,....L+2, 19)
web,_

46,00 = max G.Y) = Go@).! = 35,142, @)
we [

AGLi5(Y) = Gy (@) — G, ), 1)

4G+, (Y) = G(ws, Y) — Gy (o)), (22)

4G (Y) = mgx (Gy(w) — G(w, X)), k = L+5,L+7,....M+2, (23)
weby_., ,

4G, (Y) = mgl; G, Y) — Gy(w)), k = L+6,L+8,.. M+2, - (24)

. webi_,

4Gyy (V) = Go(D) = G(w, M) . es)

- w przypadku M parzystego ,

4G, (Y) = G,(0) — G(0, Y), (26)

4G,(Y) = mgx G, Y) — Gy(w)), ! = 24,...,.L+2, 27
web,-, : '

4G,(Y) = ma;c Gy(@) — G, X)), ! = 3,5,....L+2, (28)

: wel,_, _

przy czym 4Gy 4(Y) + 4Gy 5(Y) sa zdefiniowane odpowiednio wzorami (21 —25).
Z literatury [12,14] wiadomo, Ze o ile dla zadanych wartosci M, w,, w, oraz dla
zadanego stosunku 4,/5, zadanie czebyszewowskiej aproksymacji charakterystyki
Gy(w), a tym samym A,(w) ma rozwiazanie, to zachodzi jeden z ponizszych
przypadkow: :
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1. W otrzymanym rozwigzaniu G(w, Y) wszystkie odleglosci  4G(Y),
i=1,2,...M+3, sa sobie rowne. Jest to tzw. przypadek ,ponadréwnomiernie Salis-
ty” [14], okre$lany w literaturze anglojezycznej terminem .extraripple solution” lub
maximal ripple solution”.

2. W otrzymanym rozwiazaniu G(w, Y) uzyskuje si¢ M+2 réwne odleglosci
AG(Y); odlegtos¢ AG,(Y) lub AGy.;(Y) ma warto$¢ mniejsza od pozostatych
odlegtosci (ang. scaled extraripple solution).

3. W otrzymanym rozwigzaniu G(w, Y) wystepuja tylko M +2 odleglosci 4G(Y),
i=1,2,...,M+2, ktére sa sobie rowne; odleglos¢ AGy. ,(Y), zdefiniowana wzorem
(24), jest okreslona dla pulsacji w=m, w zwiazku z czym jest ona identyczna
z odlegloécia 4Gy, 4(Y) zdefiniowana wzorem (25) (ang. equiripple solution).
Rozwigzanie zadania aproksymacji sformulowanego zaleznoscia (13) sprowadza si¢
wiec do znalezienia takiego wektora Y=[y,, y,..., Yu+ T, dla ktorego spetnony jest
warunek

AG,(Y) = 4G,(Y), - (29

przy czym ,, .
1, 2, ..., M+2 — gdy wyrébwnane sa odleglosci

4G, (Y) + AGyey (),
2,3, ... M+3 — gdy wyrOéwnane sa odlegloscoi

4G, (Y) + AGirss(Y).

Nalezy zauwazyé, ze poniewaz w zadaniu wystgpuje tylko M+ 1 niewiadomych, tzn.
wspélrzednych wektora Y, mozemy zada¢ wyrdéwnania jedynie M+ 2 odleglosci.

Aby wyznaczy¢ wektor Y, dla ktérego spelniony jest warunek (29), przeksztalcamy
rozpatrywane zadanie aproksymacji w odpowiednie zadanie programowania nielinio-
wego z ograniczeniami. W tym celu okreslamy taka funkcje X(Y), ktora przy
spelnieniu warunku (29) osiaga minimum globalne roéwne zeru. Przyjmujemy, ze
funkcja ta ma nastgpujaca postac:

k, 1=

J
| ZIAGk(Y) 2
= — k=
w00 - £ [0 =S | K

gdzie:

1 — gdy wyréwnywane sa odlegtosci
4G, (Y) =+ A4Gy+,(Y),

2 — gdy wyréwnywane sa odleglosci
4G,(Y) + 4Gy+5(Y),

J=I+M+1.

Mozna wykazaé, ze przy spetnieniu warunku (29) funkcja X(Y) osiaga minimum globalne
rowne zeru. Rozpatrywane zadanie aproksymacji, sformulowane zaleznoscia (13),mozna
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wigc przeksztalci¢ w nastgpujace rownowazne zadanie programowania nieliniowego
zograniczeniami: Znalezé wektor Y=[y,, y,,..., Yar+ 11", ktéry minimalizuje funkcje celu?
X(Y) okreslona wzorem (30) przy nastgpujacych warunkach ograniczajacych:

AG,(Y) > O, i= 1’ 23 sees M+3 (31)
@ € (0,, ;) G(w, Y) < 1. 32)

Sformutowane powyzej zadanie programowania nieliniowego mozna rozwiazaé
jedna -z metod poszukiwania minimum z ograniczeniami. Z podanych w literatu-
rze [4,9] metod, do rozwigzywania rozpatrywanego zadania zastosowano metode
przesuwanej funkcji kary. Metoda ta uwazana jest bowiem za jedna z najbardziej
efektywnych metod poszukiwania minimum z ograniczeniami [4]. Umozliwia ona
sprowadzenie zadania z ograniczeniami do ciagu zadah bez ograniczen poprzez
odpowiednia modyfikacje funkcji celu. Zadania programowania nieliniowego bez
ograniczefl rozwiazywano metoda gradientu sprzezonego Polaka-Ribiery [4,9].

Poczatkowe wartosci wspolrzgdnych wektora Y, stuzace jako punkt startowy
w rozwiazywaniu zadania programowania nieliniowego, wyznaczono przyblizajac
aproksymowana funkcj¢ G,(w) suma czgéciowa szeregu Fouriera. Wspolczynniki tego
szeregu wyznaczano jedna nie dla funkcji G,(w) okreSlonej zaleznoscia (11), lecz dla
charakterystyki Go(w) danej wzorem

1 dla 0 < 0 < o,

o 0 - o

Golw) ={——dla o, < 0 < w,, (33)
w, — W, P
0 daw, € v < =,

‘ G(w)

1 ——
0 Wp (g w

Rys. 3. Przebieg funkcji G () okreslonej zaleznoscig (33)

o przebiegu pokazanym na rysunku 3. Wspolczynniki te sa wyrazone w sposob
nastepujacy: :

T

! J‘Go(w)da) = %(w, + o), : (34

apg = —
YA

0

2 Funkcja celu nazywamy funkcjg, ktorej poszukujemy [4.9].
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k(4

a = 7% JGO (w)cos(kw)dw =
0
= kin[(l — Pysin(kw,) + Bsin(kw,)] + (395
+ %[wssin(kws) — w,sin(kw,)] +
2!

+ s leos(ko) = costkwp)], k= 1,2,3,..

gdzie:
o = _—2"_, (36)
T Wy — Wy
w
= __s ‘ 3
R ()

Przyjecie takich wspolczynnik 6w spowodowalo wyrazne zmniejszenie amplitud oscylacji
funkcji G(w, Y) w poblizu pulsacji w, i w, w poréwnaniu z przypadkiem zastosowania
wspOlezynnikéw szeregu Fouriera aproksymujacego funkcje G(w) dang wzorem (11). Tak
okreslony punkt startowy jest wigc blizszy poszukiwanego rozwigzania, a jego uzycie

‘w procedurze minimalizacyjnej powoduje skrocenie czasu wykonywania obliczed.

Do okreélenia wartoéci funkcji X(Y) niezbedna jest znajomo$é maksymalnych
odlegloéci AG(Y) pomiedzy funkcjami Go(w) i G(w, Y). Wartosci tych odlegtosci
w przedziatach 6,,1=2.3,...,.L oraz 0, k= L+ 3,L+ 4,....M —2, wyznaczono poshigujac
si¢ metoda zlotego podzialu [4,9].

4. OPIS PROGRAMU FSIO

Przedstawiony sposob aproksymacji postuzyt do opracowania programu FSOI
umozliwiajacego czebyszewowska (rownomiernie falista) aproksymacj¢ charakterys-
tyki amplitudowejidealnego filtru dolnoprzepustowego charakterystyka amplitudowa
filtru cyfrowego o skorficzonym czasie trwania odpowiedzi impulsowej. Program ten
zostal napisany w jezyku Fortran dla mikrokomputera IBM PC/AT. Do kompilacji
wykorzystano optymalizujacy kompilator Fortranu firmy Microsoft (wersja 4.01).

Danymi wejscowymi dla programu sa:

— liczba N,

— warto§¢ w=90,/4;,

— warto$¢ unormowanych czestotliwosci F,=w,/2n i Fy=w,/2m,

— warto$¢ parametru IW informujacego, czy chcemy otrzyma¢ wydruki kolejnych
wspolrzednych wyznaczonej charakterystyki amplitudowej A(w, Y) IW =0), czy tez

nie IW=1),
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— warto§¢ parametru EPS, zwanego kryterium zakorczenia procedury minimali-
zacji bez ograniczen [9] (procedura ta koficzy swoje dziatanie, gdy norma gradientu
funkcji celu || VX(Y)| <EPS).

W programie FSOI do rozwiazywania otrzymanych zadan programowania
nieliniowego z ograniczeniami zastosowano odpowiednio zmodyfikowana procedure
GSPRIE opracowana w Instytucie Automatyki Politechniki Warszawskiej [9].
Procedura ta umozliwia rozwiazywanie zadan programowania nieliniowego bez
ograniczel metoda gradientu sprz¢zonego Polaka-Ribiery, przy czym gradient funkcji
celu jest estymowany numerycznie.

Tablica 1
Wyniki obliczef dla danych: N=21; w=1;
F,=0,160; F,=0,240

DOLNOPRZEPUSTOWY OPTYMALNY FILTR CYFROWY SOI
0 LINIOWEJ FAZIE

DANE:

liczba N = 21

waga w = 1

.pasmo przepustowe . 000000 . 1680000
pasmo zaporowe . .240000 .500000

Wartosci wspolczynnikow

H( 0) = .23439570E-02

HC 1) = ~, 20758560E-01

H( 2) = -, 13258950E-01

H( 3) = .16646900E-01

H( 4) = .36137710E-01

H( 5) = .11537750E-03

H( 6) = -.65470110E-01

H(C 7) = -.57648300E-01

H( 8) = .90181770E-01

HC 9) = .30010720E+00

H(10) = .40013170E+00
Czestotliwosci Wartosci Wartosci

ekstremow amplitudy odleglosci delta A

. 00000000 .97692580 . . 02307415
. 05134160 1.02307700 . 02307713
. 10027420 .97692350 . 02307647
. 14140800 1.02307700 . 02307689
. 18000000 .97682380 . 02307624
.24000000 . 02307533 . 02307533
. 25836950 . 02307503 - . 02307503
.29888440 . 02307512 . 02307512
. 34677650 . 02307870 . 02307870
.39713270 : . 02307499 . 02307499
. 44840430 . 02307553 . 02307553

.50000000 . 02307520 . 02307520
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Po przeprowadzeniu obliczef przy uzyciu program FSOI otrzymujemy na-
stepujace wyniki koncowe:

— warto$ci wspolczynnikéw Ay, i=0,1,2,...,M, wystgpujacych we wzorze (1),

— wartosci wspolrzednych ekstreméw wyznaczonej funkcji A(w, Y) oraz
wartoéci najwigkszych odleglosci 44(Y), i=1,2,...,M+2, pomiedzy funkcjami

Ay(@) i A(w, Y). .
Istnieje ponadto. mozliwo§é drukowania kolejnych wartosci wspolrzgdnych F=w/2n
i A(w, Y) wyznaczonej funkcji aproksymujacej.

Przy uzyciu programu FSOI przeprowadzono aproksymacj¢ szeregu charakterys—
tyk amplitudowych idealnego filtru dolnoprzepustowego charakterystykami amp-
litudowymi-cyfrowych filtréw SOI. Obliczenia wykonywano dla N <30 przy uzyciu
mikrokomputera IMB PC/AT z zegarem 12 MHz, bez komprocesora. Czas wykony-
wania obliczen wahat si¢ od kilkunastu do kilkudziesigciu minut, przy czym czas ten
wyraznie zwigkszat si¢ w miarg wzrostu liczby N oraz w miarg zmniejszania sig wartosci
parametru EPS.

Przykladowe wyniki aproksymacp charakterystykl amplitudowej 1dealnego filtru
dolnoprzepustowego charakterystyka amplitudowa cyfrowego filtru' SOI sa podane
w tablicy 1. Do obliczen przyjgto warto§¢- parametru EPS=0,00001. Przebiegi
charakterystyk aproksymowanej A,(w) oraz otrzymanej w wymku aproksymacp
A(w, Y) sa pokazane na rysunku 4. A

Ak
11F

10

09

08
07t
06

02|

0,1

0

Rys. 4. Przebiegi charakterystyk aproksymowanej A o(@) i otrzymanej w wyniku aproksymaciji 4(w, Y)dla
danych: N = 2I; w = 1; Fp = 0,160; F, = 0,240 '
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5. ZAKONCZENIE

W pracy przedstawiono metode rozwiazania zadania czebyszewowskiej aprok-
symacji charakterystyki amplitudowej dolnoprzepustowego filtru cyfrowego SOI
o liniowej fazie w drodze rozwiazania odpowiedniego zddania programowania
nieliniowego z ograniczeniami. W poréwnaniu z metodami rozwigzania rozpat-
rywanego zadania aproksymacji opisanymi w literaturze zaproponowana metoda
wykazuje wiele zalet.

Metody przedstawione w pracach [7,8] umozliwiaja jedynie otrzymanie rozwiazas
o liczbie ekstremow funkcji bledu (czyli najwigkszych odlegtosci pomiedzy funkcjami
aproksymujaca i aproksymowana) rownej M + 3 [14]. W przypadku zaproponowanej
metody, podobnie jak w przypadku metody McClellana i Parka [11,13], mozliwe jest
uzyskanie wszystkich trzech typéw rozwiazasn. ' ' :

Inng niedogodnoscia metod przedstawionych w pracach [7,8] jest fakt, ze
czgstotliwosci kraicowe F, i F, nie sa okreslone z gory. Ich wartosci sa ustalone
w trakeie wykonywania obliczeti. W przypadku zaproponowanej metody oraz metody
opisanej w [11,13] czgstotliwosci te sa ustalone z géry. R

Zaproponowana metoda, aczkolwiek nie tak szybka jak metoda McClellana
.1 Parka, posiada w por6wnaniu z t3 metoda pewne zalety. W metodzie McClellana
iParka nie jest mozliwe kontrolowanie przebiegu funkcji aproksymujacej w przedziale
czgstotliwosci (F,; F,), w wyniku czego funkcja ta, spelniajaca wszystkie zalozenia
w przedzialach aproksymacii, moze w przedziale (F, ; F, ») Przyjmowac wartosci wigksze
od 144, [3]. W zaproponowanej metodzie, w celu uniknigcia takich przypadkéw,
w zadaniu programowania nieliniowego wprowadzono ograniczenie (32). W metodzie
McClellana i Parka nie ma ponadto mozliwosci uwzglednienia jakichkolwiej dodat-
kowych ograniczen czy warunkéw dotyczacych np. warto$ci wspolczynnikéw 4;,
1=0,1,2,....N—1, lub tez przebiegu odpowiedzi impulsowej filtru. W przypadku
zaproponowanej metody warunki te mozna latwo uwzglednié w postaci dodatkowych
ograniczei w zadaniu programowania nieliniowego.
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F. WYSOCKA-SCHILLAK

CHEBYSHEV APPROXIMATION OF THE AMPLITUDE CHARACTERISTIC
OF A LINEAR PHASE LOW-PASS DIGITAL FIR FILTER

Summary

The paper presents a method of solving of the problem of the Chebyshev approximation of the

amplitude characteristic of a linear phase low-pass digital FIR filter. The approximation problem is
transformed into an equivalent constrained minimization problem, which is solved using a penalty function
shifting method. A description of the computer program FSOI with a numerical example is included.
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