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5. RELATIONS BETWEEN THE OPTIMAL WEIGHTS OF NODES AND THEIR ORIGINATING
AND TERMINATING TRAFFIC CAPABILITIES

The next step was to determine relations between the optimal weights found for nodes
and other available values characterizing them aiming at establishing a method of their
determination. Different parameters were considered here, e.g. demographical data,
telecommunication data and some geographic data concerning the situation of nodes
in the network. ‘

As a result, in particular for asymmetric models, a strict correlation was found between
the originating and terminating weights and outgoing and incoming traffic respectively
as well as some measure of relative distance of a node in relation to other nodes in the
network. This is illustrated in Figure 3 which shows the optimal weights of nodes as a fun-
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Fig. 3. Optimal’originating weights of ‘nodes as a function of the relative traffic originated at these nodes
for the asymmetric exponential model ) ’

ction of the corresponding traffic for the asymmetric exponential model. A method of
determinig the optimal weights is evident based on condition of outgoing and incomiing
traffic equal to Tow and column totals respectively. This leads inevitably to indicating
Kruithof’s double factor transformation as the method of iterative calculating the optimal
weights. Here row ,,scaling” defines a subsequent better approximation of originating
weights W,(i) and column ,,scaling”” gives better terminating weights values ‘W(i). The
starting values for W, and W, may be accepted in propotion to the outgoing and incoming
traffic respectively and the calculations are stopped when the above mentioned equality
of corresponding totals is satisfied with required accuracy. '

A similar procedure can be applied to symmetric models; in this case the intention
is to obtain equality of row and column totals at each node (outgoing and incoming traffic
are assumed to be equal).

The -case of the conditionally asymmetric model is different. Here originating and
terminating weights are as a rule equal to one another W,(i) = W,(i) = W(i), but inco-
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ming traffic is usually different from outgoing traffic and is derived from the model itself.
In this case, an iterative procedure of defining the optimal weights may be indicated that
has some common features with Kruithof’s method. The procedure implies knowledge
of the outgoing traffic at each exchange 0(7). Starting values for weights W (i) may be
accepted proportionately to this traffic 0(). Then the traffic matrix can be calculated
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Fig. 4. Originating weights derived from Kruithof’s procedure as a function of the optimal weights?(for
the same model) -

according to the basic formula (1 1) for this distribution with parameters as, r defined
previously. Subsequent calculations are repeated iteratively: the row total T,(7) is defined
and the former weights are multiplied by 0(’i)/(T,,(i)). For the new weights the traffic
matrix is calculated and the process is continued until the row totals T,(7) agree with
the assumed 0(i) as closely as required. _

The difference in comparison with Kruithof’s transformation consists in the fact that
the ,,scaling” is applied only to weights of nodes and the traffic matrix must be calculated
from the basic formula in every iteration. »

The results of applying methods described here to the optimal weights determination
for different distribution models are presented in Table 2. In this table weights of Warsaw
(for illustration) and the deviation from the reference model are given for the types of di-
stribution corresponding to these specified in Table 1. Comparing the corresponding
values of weights and deviation for asymmetric models some relatively small differen-
ces can be noticed due to the fact that in the first case they are calculated from route traffic
and in the other, from the outgoing and incoming traffic values. Figure 4 illustrates
this comparison in relation to the weights of nodes.

For symmetric models the difference in the deviation is significant, which proves that
the assumption about equality of the outgoing and incoming traffic at each exchange
would lead to considerable errors. The result for the conditionally asymmetric model
lies between the results obtained for asymmetric and symmetric models. In this case,
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Table 2
Results derived from originating and/or terminating traffic
Lp. Type of model Weight of Deviation
Warsaw
1 Symmetric uniform W = 21,24 41,18
2 Asymmetric uniform Wo = 24,88 23,73
W = 35,417
3 Asymmetric gravity ) Wo = 25,96 12,86
W, = 37,0
4 Symmetric exponential W = 20,58 33,07
5 Asymmetric exponential Wo = 24,37 12,11
W, = 35,21
6 Conditionally asymmétric W = 24,0 18,48
exponential

however, the deviation in route traffic, defined according to the formula (5) should not
be the only criterion to decide whether a model is good or not.

It is to be noted that the nodels described are applicable to the forecast of the traffic
matrix only under the assumption that the shape and ‘parameters of f-function as well
as the mechanism of differentiating r(Z, j) and r(j, i) values in the conditionally asymmetric
model remain constant during the prediction period.

6. CONCLUSIONS

" The following conclusions can be formulated with regard to practical applications
of the study: : _

— the presented method enables the comparison between different theoretical traffic
distribution models, subject to determined traffic flows on routes, and the choice of the
optimal model under given circumstances, taking into account the deviation from
empirical data and the number of parameters describing a model,

— an iterative procedure, parallel to Kruithof’s transformation is indicated for determi-
ning optimal weights in a given model, assuming the outgoing and/or incoming traffic
being known,

— the new model was presented viz. the conditionally asymmetric model which requires-
forecasting only one value for each node and is comparable with other asymmetric
models with regard to accuracy. '

Conclusions concerning the specific case of the Polish telex network are as follows:

—_ distribution of telex traffic is well described by an exponential model (asymmetric
or conditionally asymmetric),

— outgoing and incoming traffic is as a rule different,

— the distribution is in a great measure centralized.

19%
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There exists one‘capital centre in Warsaw, collecting in a great measure (about 30%)
traffic originated at different exchanges. Furthermore, there are also some local centres,
in particular the centres of great industrial areas.
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K. PALMOWSKA

BADANIE MODELI ROZPEYWU RUCHU
W ODNIESIENIU DO POLSKIEJ SIECI TELEKSOWEJ.

Streszczenie]

Przedstawiono metodg badan poréwnawczych teoretycznych modeli rozplywu ruchu oparta na wyni-
kach pomiaréw ruchu w wiazkach taczy. W metodzie tej wyznaczane sa optymalne wartoéci parametrow
opisujacych model, w szczegélnosci optymalne wagi weztow (parametrow odnoszacych sie do central),
przy ktérych odchylenie modelu teoretycznego wzgledem danych empirycznych jest minimalne, Przedsta-
wiono wyniki empirycznego poréwnania pewnych teoretycznych modeli rozplywu ruchu (rozplyw rowno-
mierny, grawitacyjny, wykladniczy oraz tzw. warunkowo asymetryczny) w odniesieniu do polskiej sieci
teleksowej. Wskazano iteracyjna metode wyznaczania wag weztéw oparta na znajomosci ruchu wycho-
dzacego i/lub przychodzacego do tych wezléw — dla poszczegblnych modeli.

. K. PALMOWSKA
ETUDE DES MODELES DE REPARTITION DU TRAFIC DANS LE RESEAU TELEX POLONAIS

Résumé

On a présenté la méthode de I’étude comparative des modéles théoriques de répartition du trafic télex
en se basant sur les mesures du trafic routier. Dans cette méthode on calcule les valeurs optimales des para-
métres d’un modele, en particulier les poids optimaux des noeuds (paramsétres se rapportant aux noeuds),
pour lesquels écart entre les données théoriques et empiriques est minime. :

On a présenté les résultats de comparaison empirique de certains modéles théoriques de Ia répartition
du trafic (répartition uniforme, de gravitation, exponentielle et conditionnellement asymétrique) par
rapport a données de trafic télex polonais. On a indiqué la méthode itérative de détermination des poids
des noeuds & partir des valeurs du trafic de départ et d’arrivée.
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K. PALMOWSKA

UNTERSUCHUNG DER VERKEHRSVERTEILUNGSMODELLE
HINSICHTLICH DES POLNISCHEN TELEXNETZES

Zusammenfassung

Die Methode der Vergleichsuntersuchung von theoretischen Verkehrsverteilungsmodellen in Anleh-
nung an Verkehrsmessungen in Leitungsbiindeln wird dargestellt. Bei dieser Methode werden die optimalen
Parameterwerte des Modells bestimmt, insbesondere die optimalen Knotengewichte (knotenbetreffende
Parameter), bei denen die Abweichung der theoretischen von empirischen Daten minimal ist.

Es werden Ergebnisse eines empirischen Vergleichs mancher theoretischen Verkehrsverteilungsmodelle
(Uniformverteilung, Gravitationsmodell, Exponentialmodell und ein sog. bedingt asymmetrisches Modell)
in Bezug auf polnische Telexverkehrsdaten gebracht. Es wurde auf die iterative Methode der Bestimmung
von Knotengewichten aufgrund abgehender oder ankommender Verkehrswerte hingewiesen.

K. TATBMOBCKA

NCCIETOBAHUE MOJIEJIEV PACHPEINEJIEHMA TIOTOKOB B ITOJIBLCKOM CETH ABO-
HEHTCKOM TEJEIPA®HON CBA3U

Pesmome

IIpe/CTABJIEH METOJ, CPaBHHTEILHOTO aHANN3A TeopeTHUECKHX Mojlenieli pacmpenesieHus IIOTOKOB
cooGImenuii Ha OCHOBAHNH NAHHBIX psMepeHnil HATPYSKH COEAUHMTENBHEIX NYUKOB KaHajoB. B coorBe-
TCTBHY C DTHM METOJOM BBIUMCIIAIOICA ONTHMAJBHEIE BeIMUYNHB] IapaMeTPOB MaTeMaTHIECKHX MOAeJIeH
B YACTHOCTH OITHMajbHble Bechl y3ioB (IapaMeTpoB KacarolIMXCA y3JIOB) KOTOpBIE CBOIAT K MUHH-
MyMy OTKJIOHEHHE TEOPCTHUECKHX H SMITPUUYECKUX JaHHBIX. IIpencraBnstorca pe3yIbTaThl YMONPH-
YECKOTO CPABHEHUSI HEKOTOPBIX TEOPETHUCCHUX MOReJel pacipeneserisa NOTOKOB (paBHOMEpPHOE pac-
IpefierteEne, TPaBUTALUOHHEA MOMEb; SKCOOHCHIMANEHAA MOJENh M TAK HasbiBaeMas YCJIOBHO ach-
MMETPHUECKass MOJIesib) OTHOCHTEJIBHO X TIOJIBCKOIL ceTH aGOHEHTCKOro tenerpaga). Iloxasay HICpaTUB-
HBIH MeTOJ OIpefeieHusl BeCOB y3JI0B HMCXOIA 3 MBBECTHHIX SHAYCHHI MCXOMAIIETo H BXOAABIIEIO

cooB1IeH s A1 3THX Y3NO0B.







ROZPRAWY ELEKTROTECHNICZNE 1981, 27, z. 2, ss. 607—610

KOMUNIKATY | : Z sycia PTETS (5)

XX LAT
POLSKIEGO TOWARZYSTWA ELEKTOTECHNIKI
TEORETYCZNEJ I STOSOWANE]

W dniu 26 stycznia 1981 roku minglo 20 lat od utworzenia PTETS. Rocznica ta zbiegla
si¢ z doniostymi wydarzeniami w naszym kraju. Odnowa na wszystkich odcinkach zycia
spolecznego i gospodarczego kraju zapoczatkowana przez Robotnik6w Wybrzeza i Slaska
stawia przed Oddzialami i Czlonkami Towarzystwa nowe zadanie — jak mnajlepszego
wykorzystania otwierajacych si¢ mozliwoéci dla dobra nauki i techniki polskiej oraz dla
odrodzenia najlepszych tradycji szkolnictwa wyZzszego. PTETS przylacza si¢ w pelni do
analogicznych opinii PAN (z 23.10.1980 r.) i Rady Towarzystw Naukowych przy Prezy-
dium PAN (z 24.11.80 r.). Po obszernej dyskusji tych probleméw na zebraniu plenarnym
Zarzadu Gléwnego PTETS w dniu 6.12.1980 r. podjeto jednomyslng uchwale, iz ,,Plenum
Zarzadu Gléwnego PTETS w pelni popiera pozytywne przemiany spoleczne zachodzace
obecnie w Polsce i deklaruje waczenie sig do dziatalnoéci na rzecz tych przemian w zakresie
spolecznego oddzialywania na nauke”. Zebranie to przyjeto takze wstgpne sprawozdania
Oddzialéw i Zarzadu Gléwnego za rok 1980 i zatwierdzito projekt planu na rok 1981.

Rocznica dwudziestolecia zastaje nasze Towarzystwo w pelnym i ustabilizowanym
rozwoju. Od roku 1961, kiedy to staraniem 41 Czlonkéw Zalozycieli zostato utworzone
nasze Towarzstwo [1], liczba jego Oddzialéw w koficu 1980 r. wzrosta do 10, a liczba jego
cztonkéw do 572 0s6b, w tym w poszezegdlnych Oddziatach: Gdafisk — 58 0s6b, Gliwice —
49 0s6b, Kielce — 14 oséb (Oddziat powotany 8.01.80 r.), Krakow — 54, L6dz — 57,
Poznan — 59, Szczecin — 24, Warszawa — 145, Wroctaw — 98, Zielona Gora — 135
(Oddziat powotany dn. 6.12.1980 r.).

W latach 1961-—1980 w Oddzialach wygtoszono lacznie 1.278 referatow naukowych,
zorganizowano 75 konkurséw naukowych i 112 imprez zbiorowych w postaci konferencii,
sympozjéw i seminariéw. Szczegélowa historia Towarzystwa ujeta jest w kolejnych ko-
munikatach [1] ..., [5], poczynajac od jubileuszu XV-lecia [1].

W dniach 25—26 kwietnia 1980 r. odbyl si¢ w Krakowie kolejny XVI Zjazd Delegatow
PTETS potaczony z Sesja Naukowa. :

Na wstepie zebrani uczcili chwila ciszy pamieé zmarlych od ostatniego Zjazdu Czlon-

‘w Towarzystwa: Czlonka Honorowego PTETS prof. Romana Kurdziela (Wroctaw),
tonka Honorowego PTETS prof. dra Stefana Manczarskiego (Warszawa), prof. dra Fe-
sa Andrzejewskiego (Wroclaw), dra Krzysztofa Gajdy (Warszawa) i dra Henryka
powskiego (L6dz).
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XVI Zjazd Delegatéw przyjat sprawozdanie ustepujacego Zarzadu Gléwnego za lata
1978 i 1979 oraz dokonat wyboru przewodniczacego, cztonkéw Zarzadu Gtéwnego 1 czton-
kéw Gléwnej Komisji Rewizyjnej na lata 1980—1982.

Na wniosek ustepujacego Zarzadu Gléwnego Zjazd nadatl przez aklamacje godno$c
Czlonka Honorowego PTETS prof. dr Tadeuszowi Zagajewskiemu (Gliwice), prof. Bro-
nistawowi Sochorowi (L6d2) i prof. dr Jézefowi Zydanowiczowi (Warszawa).

W czgsci naukowej Zjazdu referaty wyglosili: prof. dr M. Suski (Wroclaw), doc. dr hab.
S. Przezdziecki (Warszawa), prof. dr hab. L. Szklarski (Krakéw), prof. dr hab. K. Bisztyga
(Krakdow).

Nastepny Zjazd Delegatéw odbgdzie si¢ na poczatku 1982 r.

Wtadze PTETS wybrane na okr.es do roku 1982
Zarzad Gléwny:

‘1. Prof. dr hab. Janusz Turowski — Przewodniczacy (£.6d2)

2. Prof. dr Bolestaw Dubicki - — Wiceprzewodniczacy (Warszawa)

3. Doc. dr hab. Stanistaw Przeidziecki——Wiceprzewodhiczqcy (Warszawa)

4. Prof. dr hab. Eugeniusz Koziej — Sektetarz Generalny (W-wa)

5. Prof. dr Jézef Zydanowicz ’ ~— Skarbnik (Warszawa) A _

6. Dr inz. Andrzej Marusak - — Z-ca Sékretarza Generalnego i Przewodni-

o " czacy O/Warszawa ,

7. Doc. dr Jacek Przygodzki ' '— Z-ca Skarbnika i Przewodniczacy O/Kielce
-8. Prof. dr hab. Kazimierz Bisztyga — Czlonek Zarzadu ‘Gléwnego (Krakéw)

9. Doc. dr hab. Lech Fulifiski %Czloﬁek Zarzadu Gléwnego (Wroclaw),
10. Doc. dr hab. Zbigniew Szczerba « — Cztonek Zarzadu Gléwnego (Gdansk)
oraz Przewodniczacy Oddziaféw: '

11. Prof. dr hab. Jerzy Sawicki — O/Gdanisk
12. Doc. dr hab. Stanistaw Szpilka — O/Gliwice
13. Doc. dr hab. Jézef Machowski — O/Krakéw -

14. Prof. dr hab. Zdzistaw Korzec — Q/L6dZ

15. Doc. dr hab. Lech Roézafiski — O/Poznan

16. Prof. dr Ryszard Sikora — O/Szezecin

17. Prof. dr hab. Marian Piekarski  — O/Wroclaw

18. Doc. dr Zdzistaw Drozdowski — O/Zielona Géra

Zastepcy Czlonkéw Zarzadu Giéwnego:

19. Doc. dr hab. Romuald Nowicki  — Wroclaw

20. Doc. dr hab. Jerzy Medrzycki — Warszawa

Gléwna Komisja Rewizyjna:

1. Prof. dr hab. Daniel Bem — Przewodniczacy (Wroclaw)
2. Prof. dr Jan Kozuchowski — Warszawa

3. Doc. dr hab. Kazimierz Mikolajuk — Warszawa

4. Prof. dr Marian Suski — Wroclaw

5. Doc. dr Henryk Wierzba ~— Z-ca Czlonka GKR (Gdansk)
6. Doc. dr Stefan Wojciechowski — Z~ca Czlonka GKR (£.6d%)
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Sprawozdanie za lata 1979 i 1980

Tablica 1
Liczbowe zestawienie dzialalno$ci naukowej
. Zebrania naukowe Sympozja i seminaria
Zebrania

Rok | organiza- bras referatow uezest | .o forats uczest-

cyjne | zebran il 2 Zégr nikow iczba | referatow | ..o
Oddzialy | 1979 46 64 52 15 1.309 6 186 408
acznie 1980 59 57 59 —_ 1.193 7 171 328
Zarzad 1979 7 — — — — — _ _
Gibwny | 1980 5 1 — - 36 1 4 36

Liczba cztonkéw PTETS wyniosta w r. 1979567 i w r. 1980—572.
Liczba nadanych tytuléw Cztonka Honorowego PTETS wzrosia do 19.

1.

1.,

W latach 1979—80 zorganizowano nastgpujace sympozja i seminaria:

,,Problemy wyladoewan niezupetnych w ukladach elektroizolacyjnych”, III Sympoz;um
zorganizowane przez O/Krakéw w Zakopanem 13—I15. X11.79; 25 referatow, 70 uczest-
nikéw.

-2. ,,Zjawiska elektromagnetyczne w. obwodach nieliniowych — Obwody z zaworami

pétprzewodnikowymi”, VI Sympozjum zorganizowane przez OfPoznaii w Xolo-
brzegu 25—27.X.1979; 22 referaty, 5 komunikatéw, 42 uczestnikow.

,,Optymalizacja w zagadnieniach elektrotechniki”, II Sympozjum zorganizowane
przez Of/Warszawa w Zakopanem 5—38. VI.1979; 20 referatéw, 40 uczestnikow. ‘
,,Metody matematyczne w elektrotechnice”, VIII Sympozjum zorganizowane przez
O/Warszawa i WSI Opole w Pokrzywnej 21-—26.V. 1979 81 referatéw, 160 uczestni-

kéw.
,,Fizyka i elektronika w medycynie”, VII Seminarium zorganizowane przez O/Gdansk
14—15.X11.1979; 34 referaty, 96 uczestnikow. '

. TII Miedzynarodowe Seminarium Podstaw Elektrotechn1k1 i Teorii Obwodéw

zorganizowane przez O/Gliwice w Ustroniu 25—27.IV.1979; 4 referaty.

,,Metody matematyczne w elektrotechnice”, MME-9 zorganizowane przez O/Warszawa
wspélnie z WSI Opole w Pokrzywnej 26—31 .V.1980; 97 referatéw, 170 uczestnikow.

,,Symulacja proceséw dynamicznych”, SPD-1 Sympozjum zorganizowane przez
O/Warszawa 9—14.06.1980 w Zakopanem; 34 referaty, 58 uczestnikow.

,,Maszyny liniowe indukcyjne i ich zastosowanie”, Seminarium otwarte zorganizo-
wane przez O/Wroctaw 25 listopada, 1980 r.; 8 referatow.

,,Systemy telekomunikacyjne i teoria obwodéw”, Seminarium zorganizowane przez
O/Poznan oraz Inmstytuty Elektroniki i Elektrotechmkl Przemyslowej Politechniki
Poznasniskiej 15—16.05.1980; 7 referatéw, 20 uczestnikow.

,Zastosowanie maszyn matematycznych w elektrotechnice”, VIII Sypozjum zorgam-
zowane przez O/E6dz wspélnie z Osrodkiem Elektrotechnicznej Techniki Oblicze-
niowej Politechniki Loédzkiej, luty 1980.
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12. ,,IV Miedzynarodowe Seminarium Podstaw Elektrotechniki i Teorii Obwodéw”
zorganizowane przez Instytut Podstawowych Probleméw Elektrotechniki i Energo-
elektroniki wraz z O/Gliwice 16—18.04.1980 w Ustroniu; 3 referaty wygloszone
przez cztonkéw O/Gliwice. ;

13. ,,Fizyka i elektronika w medycynie”, VIII Seminarium Zorganizowane przez O/Gdarisk
12—13.12.1980; 22 referaty, 80 uczestnikéw. :

14. Sesja Naukowa z okazji XVI Zjazdu Delegatéw PTETS, Krakéw 26.04.80; 4 referaty.

W konkursach naukowych w r. 1979 nagrody otrzymali:

1. W konkursie Zarzadu Gtéwnego pod haslem ,,Zastosowanie modelowania i symulacji
w urzadzeniach elektrycznych”: I nagroda — dr inz. K. Stafikowski (Warszawa),
Il nagroda — dr inz. K. Januszkiewicz (£.6d%), III nagroda — dr inz. W. Brociek (W-wa).

2. W konkursie Oddziatu Eédzkiego pod haslem »Mikroprocesory i ich zastosowanie”:
I nagroda — mgr B. Ostojski, IT nagroda — mgr inz. W. Szaniawski i dr inz. Z. Lesz-
czyfiski, III nagroda — mgr inz. W. Goérnisiewicz, mgr inz. W. Zatorski, mgr inz.
T. Gérnicki i mgr inz. M. Wyrzykowski.

W konkursach naukowych w r. 1980 nagrody otrzymali: :

1. W konkursie naukowym Zarzadu Gléwnego pod hastem »Numeryczna analiza pdl
fizycznych w maszynach i urzadzeniach - elektrycznych i elektronicznych” nagrody
otrzymali: II nagroda —dr K. Sachse (Wroctaw), III nagroda —dr A. Karwowski
(Wroctaw), III nagroda dr Lucjan Wegrowicz i dr J. Radzki (Warszawa).

2. W konkursie Oddziatu Gliwickiego pod hastem ,,Energoelektronika w ukladach na-
pedowych”: I nagroda — dr inz. A. Debowski (Gliwice).

W ramach akeji wydawniczej w r. 1979 wydano 6 pozycji materiatéw konferencyjnych.
Plan pracy na rok 1981 przewiduje wzrost liczby cztonkéw Towarzystwa do 606,
liczbe zebrati naukowych 64 oraz nastepujace sympozja i seminaria:

1. VIII Seminarium ,,Fizyka i elektronika w medycynie” organizowane przez Oddziat
w Gdansku wspélnie z PTFM w Gdansku. :

2. Sypozjum ,,Podstawowe problemy energoelektroniki” organizowane przez Oddzial
w Gliwicach.

3. VII Sympozjum ,,Zjawiska elektromagnetyczne w obwodach nieliniowych — Obwody
z ferromagnetykami” organizowane przez Oddzial w Poznaniu.

4. Seminarium ,,Filtry cyfrowe” organizowane przez Oddzial we Wroclawiu.

5. Sympozjum ,,Metody matematyczne w elektrotechnice” MME-10 organizowane
przez Oddzial w Warszawie, Karpacz, 25—30 maja 1981.

~ W r. 1981 zostanie ogloszony konkurs na najlepsza prace naukowa z dziedziny ,,Prace
eksperymentalne w elektrotechnice”’.
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Wytyczne dia Autoréow

Komitet Redakcyjny prosi o przestrzeganie nastepujacych wytycznych przy opracowy-
waniu maszynopiséw artykutéw nadsytanych do opublikowania.

1. Tematyka charakter i oryginalno$é artykutéw. ,,Rozprawy Flektrotechniczne™ s3 prze-
znaczone do oglaszania prac naukowych wchodzacych w zakres szeroko pojetej elektrotech-
niki, zwlaszcza jezeli traktuja one omawiane zagadnienia w sposéb mozliwie kompletny
i zmierzaja do osiagnigcia celu informacyjno-dydaktycznego. W zwiazku z tym publikowane
prace moga byé w mniejszym Iub wigkszym stopniu pracami nieoryginalnymi, je$li chodzi
o treéé w nich zawarta, co nie zwalnia Autoréow od obowiazku ujecia tematu w sposoéb ory-
ginalny. Twoérczy wkiad Autora moze polegaé woéwczas np. na: poréwnaniu opisywanych
teorii, metod lub systemoéw, krytycznej ich ocenie, wyciagnieciu wilasnych wnioskéw co do
celowosci takiego lub innego dziatania, zastosowaniu wlasnej klasyfikaeji zagadnien, progno-
styce itp. W szczegdinodei ,Rozprawy” oglaszaja takie prace naukowe, ktére zawieraja:
analize poréwnawcza teorii, metod lub systemow, syntetyczne ujecia okreslonego zagadnienia
naukowego, oméwienie obecnego stanu wybranego dziatu elektrotechniki, omo6wienie jego
postegpow lub tendencji rozwojowych itp.

2. Wymagania ogdlne. Artykuly nalezy nadsyla¢ w maszynopisie, w dwoch egzempla-
rzach. Maszynopis powinien by¢ napisany jednostronnie przez czarna tasme, na maszynie
do pisania z niezabrudzonymi i nieuszkodzonymi znakami. Dopuszcza si¢ odrgczne czytelne
uzupelnienie lub pisanie atramentem albo dlugopisem kolorem czarnym lub ciemnoniebies-
kim znakéw specjalnych oraz znakéw w jezykach, ktorych alfabetéw nie ma na maszynach
do pisania, np. znakow matematycznych, chemicznych, liter greckich. Maszynopis powinien
byé napisany na papierze do maszyn do pisania koloru biatego, formatu A-4; numeracja
ciagla na wszystkich kartkach. W artykulach nalezy stosowaé Miedzynarodowy Uklad
Jednostek SL

3, Sposdéb pisania tekstu. Tekst w maszynopisie powinien by¢ pisany bez uzywania wy-
réznien, a w szczegolnosci nie dopuszcza si¢ spacjowania (rozstrzelania), podkredlania i pi-
sania tekstéw duzymi literami. Proponowane wyrdznienia Autor moze wprowadzi¢ do ma-
szynopisu (zwyklym oldéwkiem) za pomoca przyjgtych znakoéw adiustacyjnych (podkreélenie
linia przerywana — spacjowanie, podkreflenie linia ciagla — pogrubienie, podkreslenie wezy-
kiem — kursywa itp.). Na jednej kartce maszynopisu powinno byé 30 wierszy po okolo
60 znakoéw lacznie z odstgpami. Marginesy kazdej kartki powinny mie¢ nastgpujace wymiary:
gbérny — ok. 25 mm, lewy-— ok. 35 mm. Tekst maszynopisu powinien by¢ napisany z podwdj-
nym odstgpem miedzy wierszami; tytuly i podtytuly matymi literami. Akapity nalezy roz-
poczyna¢ z wcigciem réwnym trzem uderzeniom maszyny do pisania.

4. Sposéb pisania tablic. Tablice powinny by¢ na:pisane na oddzielnych arkuszach,
w ukladzie zblizopym do ukladu zecerskiego. Tytuly rubryk pionowych i poziomych powin-
ny byé napisane malymi literami z podwéjnym odstepem migdzy wierszami. Przypisy (notki)
dotyczace tablic nalezy pisaé bezposrednio pod tablica. Tablice nalezy numerowaé kolejno
liczbami arabskimi; u goéry kazdej tablicy podaé tytul.

5. Sposéb pisania wzoréw matematycznych. Rozmieszczenie znakéw, cyfr, liter i odste-
péw powinno byé zblizone do rozmieszczenia elementéw druku. Wskazniki i wykladniki
powinny byé napisane wyraznie i by¢ prawidiowo obnizone lub podwyzszone w stosunku
do linii wiersza podstawowego. Znaki nad literami i cyframi: strzaiki, linie, kropki, dasz-
ki itp. powinny byé napisane dokladnie nad tymi elementami, do ktdrych si¢ odnosza. Nu-
mery wzoréw nalezy umieszcza¢ z prawej strony.

6. Przygotowanie materiafu ilustracyjnego. Rysunki, wykresy i fotografie nalezy wy-
konywaé zgodnie z obowiazujacymi normami, na oddzielnych arkuszach, z podaniem
kolejnych numeréw rysunkéw. W maszynopisie artykulu na marginesie, obok wlasciwego
tekstu, nalezy podaé jedynie odno$ny numer rysunku, a na oddzielnym arkuszu wykaz pod-
piséw pod rysunki. Wszystkie rysunki, wykresy i fotografie nalezy nazywaé w tekscie ry-
sunkami (skrét: rys.). U. samego dolu rysunku (a przy fotografiach na odwrocie) nalezy




wpisa¢ czytelnie numer rysunku, tytul pracy i nazwisko autora. Ostateczne wykonanie rysun-
kéw obowiazuje Redakcie.

7. Streszczenia. Do kazdej nadsylanej pracy nalezy dolaczy¢ kroétkie streszczenie (ana-
lize) w jezyku polskim (w 5 egz.) oraz streszczenia w jezykach obcych: angielskim, fran-
cuskim, niemieckim i rosyjskim. W razie niemoznoéci przygotowa.nja streszczen w jezykach
obcych Autor powinien przynajmniej podaé niezbedng do wykonania tlumaczenia obco-
jezyczna terminologie. :

8. Literatura. Po zakoficzeniu artykutu nalezy poda¢ wykaz literatury wymieniajac w na-
stepujacej kolejnosci: pierwsze litery imion, nazwisko autora, po czym po przecinku pehly
tytul dzieta lub artykulu; dalej, w przypadku ksiazki — wydawce, miejsce wydania i rok,
a w przypadku artykutu — tytul czasopisma, numer zeszytu, rok wydania i ewent. numer
strony. Pozycje wykazu powinny byé ponumerowane.

Uwagi

1. Niezastosowanie si¢ Autora do podanych wyZej wytycznych pociagnie za soba ko-
nieczno$é potracenia z honorarium autorskiego kosztéw zwiazanych z doprowadzeniem do-
starczonych materiatéw do postaci wymaganej przez Redakcje.

2. Autorowi przystuguje bezplatnie 25 egz. odbitek pracy. Dodatkowe egzemplarze Autor
moze zaméwi¢ w Redakeji na wilasny koszt, '

3. Autora obowigzuje korekta autorska, ktora nalezy zwraca¢ w ciagu 3 dni pod adre-
sem Redakcji.






Cena zt 40,—

Rozprawy
Elektrotechniczne

Kwartalnik

CZASOPISMO
ROZPRAWY ELEKTROTECHNICZNE

Warunki prenumeraty
Cena prenumeraty krajowej
péirocznie zt 80,—

rocznie zt 160,—

Prenumerate na kraj przyjmuja Oddzialy RSW ,Prasa—Ksigzka—Ruch”
oraz urzedy pocztowe i doreczyciele w terminach:
— do 25 listopada na I péirocze roku biezgcego i na caly rok nastepny,
— do 10 czerwca na II péirocze roku biezgcego.
Jednostki gospodarki uspolecznionej, instytucje, organizacje i wszelkiego
rodzaju zaklady pracy zamawiajg prenumerate w miejscowych Oddzia-
tach RSW ,Prasa—Ksigzka—Ruch”, w miejscowo§ciach za§, w ktérych
nie ma Oddzialéw RSW — w urzedach pocztowych.
Czytelnicy indywidualni oplacaja prenumerate wylacznie w urzedach
pocztowych i u doreczycieli.
Prenumerate ze zleceniem wysylki za granice przyjmuja RSW ;,Prasa—
Ksigzka—Ruch”, Centrala Kolportazu Prasy i Wydawnictw, ul. Towa-
rowa 28, 00-958 Warszawa, konto NBP XV Oddziat w Warszawie
Nr 1153-201045-139-11 — w terminach podanych dla prenumeraty kra-
jowej.
Prenumerata ze zleceniem wysylki za granice jest drozsza od prenume-
raty krajowej o 50% dla zleceniodawcéw indywidualnych i o 100% dla
zleceniodawcéw instytucji i zakiadéw pracy.
Biezace i archiwalne numery mozna nabyé lub zaméwié we Wzorcowni
Wydawnictw Naukowych PAN-Ossolineum-PWN, Patac Kultury i Nauki
(wysoki parter) 00-901 Warszawa oraz w  ksiegarniach naukowych
,Domu Ksigzki”,
A subscription order stating the period of time, along with the subscriber’s
name and address can be sent to your subscription agent or directly to
Foreign Trade Enterprise Ars Polona — Ruch, 00-068 Warszawa, 7 Kra-
kowskie Przedmie$cie, P. O. Box 1001, Poland. Please send payments to
the account of Ars Polona — Ruch in Bank Handlowy S. A., 7 Traugutt
Street, 00-067 Warszawa, Poland.

Rozpr. Elektrot. T. 27, z. 2, 309—616, Warszawa 1981

Index 37483



POLSKA AKADEMIA NAUK
'KOMITET ELEKTROTECHNIKI
PLISSN 0035-9386

ROZPRAWY
ELEKTROTECHNICZNE

TOM XXVIII—ZESZYT 3

KWARTALNIK

PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE
WARSZAWA 1981







POLSKA AKADEMIA NAUK
KOMITET ELEKTROTECHNIKI

ROZPRAWY
ELEKTROTECHNICZNE

TOM XXVIl—ZESZYT 3

KWARTALNIK

PANSTWOWE WYDAWNICTWO ' NAUKOWE
WARSZAWA 1981



RADA REDAKCYJNA-

N

: Przéﬁ)odfiicz"qcyv' !
prof. dr hab. JANUSZ GROSZKOWSKI — czlonek rzeczywisty PAN

Czlonkowie

prof. dr hab. LUDWIK BADIAN — czionek korespondent PAN, prof.
TADEUSZ CHOLEWICKI — czlonek rzeczywisty PAN, doc. dr ZDZI-
SEAW KACHLICKI, prof. dr hab. TADEUSZ KACZOREK, prof. dr
LEONARD KNOCH, doc. dr hab. ANDRZEJ KUSY, prof. JAN MANI-
TIUS, prof. dr WITOLD NOWICKI, prof. dr WITOLD ROSINSKI —
czlonek korespondent PAN, prof. dr JERZY SEIDLER — czilonek kores-
pondent PAN, prof. dr RYSZARD SIKORA, prof. dr hab. JANUSZ TU-
ROWSKI; prof, dr STEFAN WEGRZYN — czlonek rzeczywisty PAN
D RV R : ’ .

A SN AN . .
REDAKCJA
Redaktor naczelny
prof. dr WITOLD NOWICKI
Zastebéd redaktora maczelnego
prof. dr hab. TADEUSZ KACZOREK
Sekretarz odpowiedzialny
red. JANINA MATHEISEL

ADRES REDAKCJI

00-661 Warszawa, Plac Jednoéci Robotniczej 1
Politechnika, Instytut Telekomunikacji, Gmach Elektroniki, pok. 483

Dyzury Redakeji: §rody i pigtki, godz. 11-13
tel. 28 89 81 lub 21007-737
Telefony domowe: redaktor naczelny - 17 37 03
zastepca redaktora maczelnego— 4488 34
sekretarz odpowiedzialny — 33 84 97

PANSTWOWE WYDAWNICTWO NAUKOWE
Warszawa, Miodowa 10

‘ Oddano do skladania 12.XI.1981 r.

Naklad 650
Podpisano do druku

Ark. druk. 20,0
Ark. wyd. 24,25 w listopadzie 1982 r.

Papier druk. b. sat. imp. k1l III, 70 g| Druk ukonczono w styezniu 1983 r

70X100
Z-82

Zamoéwienie nr 1026/12/81 4 Cena zl 40,—

Drukarnia im. Rewolucji Pazdziernikowej, Warszawa



ROZPRAWY ELEKTROTECHNICZNE 1981, 27, z. 3, ss. 619-632

621.372.6

Synteza macierzy rozproszenia ukladéw bezstratnych
metodami przestrzeni standw

ANDRZEJ L. DOBRUCKI (OLAWA), MARIAN S. PIEKARSKI (WROCEAW)

Instytut Telekomunikacﬁ i Akustyki Politechniki Wroclawskiej

Otrzymano 7.5.1979

w pracy przedstéwiono nowy, bezposredni, algebraiczny algorytm syntezy bezstratnych
ukiadéw -n-wrotowych opisanych inacierzq rozproszenia. Wykorzystano ide¢ minimalnej
realizacji macierzy metodami przestrzeni stanow, W przeciwienstwie do wezeéniej znanych
metod, podany algorytm jest prostszy obliczeniowo i polega na bezpo§rednim obliczenia
Jjednej zmozliwych macierzy opisujacych bezstratna, bezinercyjna czg$¢ realizowanego ukladu.
Zaproponowano réwniez nowy sposob realizacji bezstratnych ukladow bezinercyjnych opi-
sanych macierza rozproszehia. ’

1. WSTEP

Problemem syntezy macierzy rozproszenia ukladéw bezstratnych metodami przestrzeni
stanéw zajmowalo si¢ w ostatnich latach wielu autoréw (patrz: bibliografia w pracy [1]).
W wigkszosci tych prac nie uwzgledniono jednak podstawowych ograniczes, wynikajg-
cych ze specyfiki technologii mikroelektronicznych, odnosnie struktury uzyskiwanego
ukladu [8]. Ponadto metody syntezy proponowane w tych pracach cechuje. duza ilo$é
skomplikowanych obliczen. Dla ukladéw bezstratnych opisanych macierza admitancyjna
Znana jest prosta obliczeniowo liletoda syntezy uwzgledniajaca ograniczenia technologicz-
ne [7], [8]. Kierujac sig podobna idea, w ponizszej pracy przedstawiono algorytm syntezy
skupionych, liniowych, skoniczonych, stacjonarnych i bezstratnych (SLSSB). ukladéw
n-wrotowych opisanych macierza rozproszenia S(p) uwzgledniajacy podstawowe ograni-
czenia technologii mikroelektronicznych. Algorytm ten byt w skrécie po raz pierwszy
prezentowany w pracy [3]. '

2. MACIERZ ROZPROSZENIA BEZSTRATNYCH n-WROTNIKOW

Niech skupiony, liniowy, Skoﬁczony, stacjonarny i bezstratny (SLSSB) n-wrotnik N
bedzie opisany znormalizowana magcierza rozproszenia S(p) o wymiarach nx n [6].
Twierdzenie 1. [6]. Macierz S(p) jest realizowalna w ukladzie SLSSB wtedy i tylko
wtedy, gdy: S o ‘
1. S(p) jest macierzg rzeczywista, wymierna, . .
2. S(p) jest macierza Hurwitza, tzn. nie ma biegunéw dla Rep > 0,
3. S(p) jest macierza paraunitarng, tj.

SMS(-p) =1,. . W
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Dla ukladéw bezinercyjnych macierz S(p) jest macierza stala i warunkiem bezstrat-
noéci jest ortogonalno§¢ macierzy S, tj.

SS = 1,. )

Model syntezy macierzy S(p) uwzgl@dmajqcy ogramczenla technologiczne [7], [8]

przedstawiono na rys. 1.
Bezstratny uklad bezinercyjny (BUB) opisany jest stala ortogonalnq macwrzq roz-

proszenia S,
S 1_ Si1 Si2]n 4
Sl - 1 @
n k N

Minimalna liczba kondenastoréw niezbednych do syntezy jest rowna k, gdzie k jest
_ stopniem kompleksowosci macierzy S(p) [1], [6]. Dla uproszczenia przyjeto jednakowe
pojemnosci kondensatoréw réwne jednosci.

SL_Q ol LEATY

- : 8u8 : b
ot nk ”lg
‘S(p) /75

Rys. 1. Model syntezy bezstratnych n-wrotnikéw

Macierz rozproszenia S(p) wyznaczona wzgledem pierwszych n wr6t BUB dana jest
zaleznoscia:

1+p -1
S(p) = S;1+8S12 1-p 1,—Sz2) Sai. ®
Dokonujac w zaleznosci (4) podstawienia
_1+p
TT-p
otrzymuje si¢
-1
S(p) = Si1+812(51,—822)7!S;, = S( ST 1 ) )

Macierz S(p) mozna wyrazié jako funkcje nowej zmiennej s
W(s) = Siy+8S12(51e—S22)71S5,. (6)

Z zaleznosci (6) wynika, ze czwérka macierzy Sy, Sy, Sai, S, jest minimalng reali-
zacja macierzy W(s). Zatem macierz S, mozna znaleZ¢ przez obliczenie minimalnej reali-
zacji macierzy W(s). Jednakze znane dotychczas metody sa skomplikowane obliczeniowo
i nie zapewniajg bezstratnosci macierzy S,.
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Istnieje inna droga prowadzaca do znalezienia mac1erzy S;. Wiadomo [1], Ze macierz
S(p) ma minimalng realizacje o postaci :

S(p) = D+C(p1,—A)"'B, (D)
k = 3[S(p)]. | |
W celu znalezienia zwiazkéw migdzy minimalng realizacja (A, B, C, D) i macierzg Sas
w zaleznosei (7) podstawiono

_s—1
s+1°
Po dokonaniu przeksztalcen otrzymuje si¢ [4]:
Sis =D+C{A,~A)B, .- (8a)
S =V2CH-A, (8b)
S21 = V2(1,—=A)'B, ' 80)
Sz = Qe+ A) (1= A (8d)

Korzystajac ze zwiazkéw pomi@dzy macierzami S;;, S, S,;, S;, oraz A, B, C,D,
z warunkow bezstratnosci macierzy S, mozna znalezé odpowiednie warunki dla mini-
malnej realizacji (A, B, C, D).

. Twierdzenie 2. [1], [4]. Minimalna realizacja (A, B, C, D) bezstratnej macierzy roz-
proszenia S( p) jest realizacjg bezstratng wtedy i tylko wtedy, gdy

A+A' = —CC, - ¥ T (93)
B= —CD, o T (9b)
DD =1,. '(9¢)

Zatem problem syntezy macierzy S(p) mozna sprowadzw do obhczema minimalnej reali-
zacji (A, B, C, D) spehiajacej warunki bezstratnosci,

Jednakze znane dotychczas metody nie pozwalajq obhczyc w sposéb bezposredni
bezstratnej realizacji (A, B, C, D). Dla macierzy admltancy_]ne_] Znana Jest metoda po-
zwalajaca w sposob bezposredm znalezé macierz Y opisujaca BUB [7], 81. Klerujqc sig
podobna idea opracowano aigorytm pozwala_]qcy W spos6b bezposrednl zrialezé mlmmalnac
realizacje (A, B, C, D), spethiajaca warunki bezstratnosci 9), a co za tym idzie, dajaca
w efekcie ortogonalng macierz S,.

3. ALGORYTM SYNTEZY -

Macierz rozproszenia S(p) mozna zapisac’ W postaci

2 Bipr i

S(r) = g(p)

gdzie B; sa rzeczywistymi macierzami o Wymlara_ch n X n, natomiast

. ao

g(p) = X bt (10b)
i=0
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jest najmniejszym wspSlnym monicznym (tj. by = 1) mianownikiem elementéw macierzy
S(p). Na podstawie twierdzenia 1 g(p) Jest wielomianem Hurwitza [10] (tzn. g(p) # O
dia Rep = 0).

Macierz S(p) mozna réwniez rozwingé w szereg Laurenta w otoczeniu punktu p =

S(p)—S_1+Z e (11)

gdzie macierze Markowa S; sa rzeczywistymi macierzami o wymiarach nxn.
Poréwnujac prawe strony zaleznosci (10a) i (11) mozna napisaé

ZBip”—g(p)( 1+2 ) o (12)

Poréwnujac nastgpnie wspélczynniki przy jednakowych potegach p otrzymuje si¢

Bj = Zbksj—-k—l, ] = 0’ —es T, (133)
k=0
oraz
k=r ) o
0,, = kaj—_k—l’ j > r+1- v (13b)
: k=0 : ’

Zaleznosci (13) pozwalaja w spos6b rekurencyjny wyznaczy¢é macierze S;.
Podstawiajac zalezno$¢ (11) do (1) i porownujqc wspétezynniki przy jednakowych
potegach p otrzymuje sig:

S_1‘S€_1 = ln, . . (14a)
I+1 ] ) .

D (1SS =0, L= 1,2, (14b)
k=1 .

Zatem rzeczywista wymierna macierz S(p) jest macierza rozproszenia ukladu SLSSB
wtedy i tylko wtedy, gdy sa spelnione zaleznosci (14) oraz g(p) jest wielomianem Hurwitza.
Rozwijajac w szereg Laurenta wokol punktu p = oo prawa strone zaleznosci (7)

CA'B
S(p) =D+ 2 L 1)
i poréwnujac z zaleznofcig (11) otrzymuje sig:
D=S_,, S S (16a)
CA'B = S;. (16b)

Zaleznoéé (16a) jednoznacznie okresla macierz D spelniajaca warunek bezstratnosci (9¢).
Natomiast nieskoficzony ciag réwnan (16b) nie daje jednoznacznego rozwiazania dla
macierzy A, B i C spelniajacych warunki bezstratnoéci (9a) i (9b).

W celu znalezienia macierzy A, B i C spelniajacych wspomniane warunki zdefiniowano
macierz klatkowa

T, = [Ty = H X, an
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gdzie
Se S, ... S
Hl — Sl Sz : --'?Hl (18)
] Sl St+1 Szl
jest uogodlniona macierza henkelowska oraz
—S‘_l —Sf, e —S§_,
- 10, . S_ ‘
X=1. ’ | (19
o 0, .. (-1)’+1s‘ |
jest macierza klatkowa tréjkatna.
Macierze T;; mozna zapisa¢ nastgpujaco
' k=j v
T = 2(_1)k+j_1si+j—k—i Sk-2. o (20)
k=t

Korzystajac z zaleznosci (16) oraz warunkow bezstratnosci (9) zaleznoéé (20) mozna

przeksztalcié do nastgpujacej postaci

T;; = CAl~ l(A*)f c 21)
Macierz T, przyjmuje zatem postac ' '

CC' CA'Ct ...CAYC'

3 et - Nt . ;
CAC' CAAC' ... CAAYC _Pp, o2

Tl = . . .
CAIC' CAAC! ... CAYAYCH
gdzie
C
p= || @)
cA!

Zaleznosé (22) sugeruje, Ze macierz ‘C moZna wyznaczy¢ droga faktoryzacji macierzy
T,. Jednakze z géry nie wiadomo, czy macierz T, dana zaleznos$cia (17) moze byé faktory-
zowana. Nalezy zatem zbadaé wlasnosci macierzy T;.

Macierz X, jest nieosobliwa (bo, z uwagi na zal. (14a), nicosobliwa Jest macierz S 1),

zatem rzad macierzy T, jest réwny rzedowi macierzy H;. Wiadomo [1}, [10}, Ze dla! > r—1
1zH, = 1zH,_, = k = §[S(p)]. o ‘ (24)

Zatem ' ' : .
rzT, =1zT,_, = k. . . (25

W dalszych rozwazaniach wystarczy zatem ograniczy¢ si¢ jedynie do macierzy T,_; 0 wWy-
miarach rux ra.
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Korzystajac z zaleznoéci (14b) i (20) mozna pokazaé, Zze Ti; = T;, a zatem macierz

T,_; jest symetryczna

Ty = £~1 .
Uogéblniona macierz stowarzyszona €2 ma postaé
0, 1, .. 0,
| %
: "0, 0, .. 1,

_br‘ln _br—-lln'-- V_blln )
Jej wielomian charakterystyczny jest réwny

det[sl,— ] = [g@©T-

Wszystkie wartosci wlasne macierzy & leza zatem w lewej. pétplaszczyznie, tj.

Re S < 0.
Z zaleznosci (28) oraz twierdzenia Cayleya;Hamiltona wynika, ze
_ g() = 0,,.
Wprowadza sig réwniez macierz h

T, = QT,.; = ,gHr—l Xr—l .

(26)

@n

28

(29)

(30)

G

W celu udowodnienia, ze macierz T,_, jest dodatnio pétokre§lona rozpatrzono wyraZenie

QT,_; +Tr—19t = QT, +Tt—19t = Ty+T5.
Korzystajac z zaleznosci (31), (20), (27) i (14) otrzymuje si¢

~SoSh —SoSi .. —SoSi; | [Se
QT 4T @ —| ~SiS =SSt oSS} S e g g
8,18 —S,_(S!... =S,_,Si_, S,_, |
Oznaczajac
So
L= |,
S

mozna otrzymaé réwnanie, ktérego rozwigzaniem jest macierz T,_;
' QT, 4T, Q' = —LI.

(32)

Poniewaz warto$ci wlasne macierzy Q leza w lewej pSiptaszczyznie (zal. (29)), réwnanie
macierzowe (32) ma jedyne rozwiazanie, ktdre jest macierza symetryczna i dodatnio pot-

okreslong [2].

- Pokazano zatem, ze macierz T,_; jest symetryczna, dodatnio pétokreslona macierza

rzedu k. Macierz takg mozna faktoryzowaé w postaci [5] .

T,-, = MM,

(33)
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gdzie
M,
M = M1 T e

jest rzeczywista macierza o wymiarach nrxk. ‘
Poréwnujac zaleznosci (33) i (34) z zaleznosciami (22) i (23) przyjmuje sie:

P =M, (35)

C=M,, : C . (36)
oraz z zaleznosci (9b)
= —CD=-M,S_,. . : 3D

Macierze B i C spelniaja zatem warunek bezstratnosci.

Do obliczenia mac1erzy A nalezy skorzystac Z wezesnigj - wprowadzonych mac1erzy
T, i Q. -

Poréwnujac zaleznosci (17) ,(22) i (31) mozna napisaé nastepujaca réwnosé [4]

T,=P,_,AP!_,. v ‘ (38)

Z zaleznosci (35) i (38) wynika réwnanie, ktérego rozwigzaniem jest macierz A
MAM: = T,. - | (39)

Réwnanie (39) ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy [9]

MM*T,(MM*) = T,, - (40)
gdzie M* jest macierzac"'pseﬁdoodWrotnq do M o nastepujacych wiasnosciach [5], [9]:
MM*M = M, (41a)
M*MM* = M*, (1)
(MM*) = MM*, (41c)
(M*M)* = M*M. 41d)

W rozwazanym przypadku macierz M ma wymiar nrx k i rzqd k (tzn _]CSt macierzg ma-
ksymalnego rzqdu), zatem M™* dana jest zaleznoscmc [5]

M+ = (M'M)-1M. | ’ 42)

Z zalezno$ci (42) wynika, Zze '
M*M'=1,. (43)
Korzystajac z zaleznosci (17), (31) i (41), faktu, ze QH, , = H,_, R’ [10] oraz nie-
osob11w0s01 ma01erzy X, ; mozna wykazac ze zalezno$é (40) jest- spehnona a ponadto

MM+ Td Td MM = Td ’ (44)

Poniewaz macierz M jest mauerzq maksymalnego rz@du réwnanie (39) ma jedyne
rozwigzanie, dane zaleznoscig [4], [9] .

A = M*+Ty (M), o (45)
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Korzystajac z zaleznoéci (31) oraz (43) mozna uzyskaé inng postaé rozwigzania
A= M* QM. (46)
. -Nalezy sprawdzi¢, czy tak obliczona macierz A spelnia warunek bezstratnosci (9a).
Obliczajac
A+A" = MY (T, +TH(M*Y,
na podstawie zaleznosci (32), 33 i (17) oraz korzystaj'qc z wlasnosci _macierzjl pseudo-
odwrotnej, otrzymuje si¢ ‘
' A+A* = —M,M,.
Poniewaz M, = C, stad ‘ .
A+ A = -—C‘C,
a zatem warunek bezstratnoéci jest spelniony.

Nalezy ponadto wykazaé, ze tak wybrane macierze A,B,CiDsa rzeczyw1sc1e mini-
malna realizacja macierzy S(p), tzn. ze speliona jest zalezno$é (7) lub tez réwnowazny

jej ciag zaleznosei (16b). Z zaleznosci (34), (36) 1 (37) wynika, ze réwnanie (16b) jest spel-

nione dla i = 0,1, ..., r—1. Nalezy wykazaé stuszno$¢ tej zaleznosci dla £ > r. Korzy-
stajac z zaleZznosci (45), (46), (44), (43), (31) i (41) otrzymuje si¢
_ A? = M*Q*M,
oraz ogodlnie v :
' AP=M*QM, i=0,1,.. 47
Poniewaz na podstawie zaleznosci (30) i (46)
. i=r i=r
g(d) = Y b At =M (D b@YM = Mt (@M = 0, - (48)
i=0 i=0 '
wynika stad, ze
A" == Db A (49)
i=1 _

Zatem, na podstawie zaleznosci (13b)
= i=r i=r
S, = — Y bS._, = — > bCA~B=C(~ D bA)B=CAB.  (50)
i=1 i=1 i=1
Mozna wykazaé przez indukcje, Ze
‘ S, =CAB, izr.

Oznacza to, Ze zalezno$é (16b) jest spelniona dla wszystkich i > 0
Z przeprowadzonych rozwazaf wynika, ze macierze A, B, C i D dane zaleznoSciami
" (16a), (36), (37) i (46) zostaly wybrane prawidlowo. Zatem macierz S, dana zaleznoscia

_[ S V2My(1,—-M QM) ] .
T - V2 —M*OM)"IMES_; (1, +M*QM)(1,—M* QM)

jest poszukiwana macierza rozproszenia bezstratnego ukladu bezinercyjnego.
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Przykiad
Dana jest macierz rozproszenia bezstratnego czwoérnika

' 1 —-p p*+1
S@) = ———| .- |
p*+p+1 | p?P+1 —p

Korzystajac z zaleznosci (13) wyznacza si¢

01
§-1 =[1 o]’
-1 -1

So = [—1 —1]’

S, = 11
1_[11
5. oo]
z"[oo'
Nastepnie tworzy sie macierz T,
1 1 -1 -1
_ 1 1 -1 -1
Ti=1_1 -1 2 2f
-1 -1 2 2

Rzad macierzy T; réwna si¢ 2. Po faktoryzacji otrzymuje sie

-1 1
Y2 2
1
M=1"V7 V7 |
V2 o
VZ o
o o ¥YZ VZ
. T "4
aalil 1 YT VY2
Stad

Macierz stowarzyszona £ jest réwna

zatem
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1 1
2 2
A= .
3
2 2
Macierz S, jest wigc rowna
-1 2 27
-7 390 7
2 1 2
s.=| 373 ° 7
2 2 1
3 3 %7
0 01 0_

Latwo sprawdzi¢, Ze jest ona ortogonalna, a zatem jest ona macierza rozproszenia bezstratnego ukladu
bezinercyjnego.

4. REALIZACJA BEZSTRATNEGO UKEADU BEZINERCYJNEGO

Zasadniczym problemem przy syntezie ukladéw metodami przestrzeni stanéw jest
realizacja bezstratnego ukladu bezinercyjnego. Wigkszo$¢ prac, dotyczacych syntezy
uktadéw bezinercyjnych, dotyczy wielowrotnikéw opisanych macierza admitancyjna,
dlatego tez celowe wydaje si¢ sprowadzenie problemu realizacji BUB opisanego macierza
rozproszenia, do realizacji BUB opisanego macierza admitancyjna.
Wiadomo [5], Ze przez uzycie transformacji ortogonalnej, mozna kazdg macierz orto-
gonalna S, o wymiarach m xm sprowadzi¢ do postaci kanonicznej S,

.S, =TS, T, (52)
gdzie:
cosxy —sinx;\ | cosx, —sinx,\ .
N B Y L o Y R
sinx;  cosx; sinx, cosX,
p = m—rz(1,+S,), (54)
r =m—rz(1,,~S,), \ (54b)
2g = rz(S,~S)) = m-p—r, (54¢)
oraz |
Ay = cosx;tjsinx;, sinx;>0, i=1,2,..,¢g,

sa zespolonymi wartoéciami wlasnymi macierzy S,, natomiast kolumny macierzy T sa
znormalizowanymi wektorami wlasnymi macierzy S,. :
Zaleznos¢ (52) opisuje kaskadowe polaczenie multitransformatora ortogonalnego
i uktadu opisanego macierza S, skladajacego si¢ z p wrét zwartych, g Zyratorow i r wrét
rozwartych. Jest to jednak rozwiazanie niepraktyczne, gdyz prowadzi do realizacji nie
spetniajacej ograniczefi technologicznych. Zalezno$é (52) mozna zapisaé w postaci

S, = —T(=So)T* = —TS,T". (55) |
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Odpowiada to kaskadowemu polaczeniu multizyratora ortogonalnego o macierzy

0, FT

i ukladu opisanego macierza S; skladajacego sig z:
1. p wrét zwartych,
2. g zyratoréw, opisanych macierzami rozproszenia S; o wymiarach 2x2

—CcosX; sinx;
S, = ) , (57
—sinx; —cosx;

a stad

1 0 —sinx; 0 y
ey — -1 = —_— =
Yi = (12 =S)(1+8) 1 —cosx; [sinx, 0 ] [—yi O]’ (58)

3. r wrot zwartych.

Dla multizyratora ortogonalnego istnieje zawsze zaréwno macierz impedancyjna jak
i admitancyjna [4]
0 +T
iy ] (59)

Y= -8, = -Z, = [$T‘ 0,

Poniewaz admitancja wejéciowa Zyratora, ktérego wyjécie zostalo zZwarte, jest réwna
zeru, w ukladzie opisanym zaleznoscia (59) mozna wyeliminowaé r ostatnich wrét multi-
zyratora. Macierz admitancyjna przyjmuje wowczas postaé

Y [oln Yl ] . i 60
c _'Ytl 0p+2y ’ ( )

gdzie
Yl =T- 1mx(p+29)s (61)

czyli Y, jest zlozona z p+2g pierwszych kolumn macierzy T.

Ostatnie 2g wrét ukladu opisanego macierza Y, mozna réwniez wyeliminowaé przez
wlaczenie g pojedynczych zyratoréw do wnetrza multizyratora. Nowy (m+ p)-wrotowy
BUB jest opisany macierzg admitancyjna '

'—YB Yl— 1’Yt:*! Y2 m
« [_Ytz 01:]

P

(62)

4

gdzie: Y, sklada si¢ z p pierwszych kolumn macierzy T, a Y; z kolejnych 2g kolumn
oraz

o1]. . 01
Y=yl ol F 0l ol (63)

Zatem realizacje m-wrotowego BUB, opisanego macierza rozproszenia S,, mozna
sprowadzi¢ do realizacji (m+p)-wrotowego BUB opisanego macierza admitancyjna Y,,
~ ktdrego ostatnie p wrét jest mieobcigzonych.
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Realizacje BUB opisanego macierza admitancyjna mozna przeprowadzi¢ réZnymi
metodami, jednakze szczegolnie korzystna wydaje si¢ by¢ realizacja przedstawiona w pracy
[8]. Zastosowano tam pary Zrédet sterowanych typu: Zrédio napieciowe sterowane napig-
ciowo — réznicowe Zrédlo prqdowé sterowane pradowo (ZNSN/RZPSP). Podstawowa
zaleta takiej realizacji BUB jest mata wrazliwo$¢ parametréw ukladu na zmiany wartodci

elementéw ukladu.

g__q ./
1 8UB

[Ya]

n+! ng
//;]_:/r:ml !

mep
R

V|
"

S(p)

Y

Rys. 2. Model syntezy bezstratnych n-wrotnikéw opi-

sanych macierza rozproszenia S(p)

Przyklad

Dana jest macierz rozproszenia

8(p) =
: P

1
2+p+1 [p2+p+1

0 p’—p+1]

0

Macierz S, ‘obliczona wezesniej przedstawiona metoda jest réwna

0
3
s = 1 0
“ o 2V2
3
_0 0
Wartoéci wlasne S, sa réwne
M=-1, A=}

stad p=1,g=1,r=1

2

5~
3

0
0
-1

ow|l~o

ﬂ'3= —jsﬂ4= 1;

Stosujac oméwiona metode obliczania macierzy Y,, tzn. obliczajac kolejno macierze So i T (52),

nastepnie Y, (59), Y. (60) otrzymuje si¢ ostatecznie
0 1
3
L %
3
2
Y, = _]/_.
0 3
vz,
3
N T T
V3 V3

Y, (62)
0o V2 1]
3 V3
—
V3
2 1
0 - ——
3 V6
2 o __L
3 ]/6
1 1 0
Ve V&
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5. PODSUMOWANIE

Algorytm syntezy przedstawiony w niniejszej pracy polega na bezposrednim obliczeniu
minimalnej, bezstratnej realizacji (A, B, C, D) macierzy rozproszenia S(p). Po znalezieniu
macierzy A, B, C i D obliczenie jednej z mozliwych macierzy S, opisujacej bezstratny
uklad bezinercyjny jest bardzo proste. Stosujac znane przeksztalcenia ekwiwalentne [1]
mozna znalez¢ wszystkie mozliwe macierze S,, co moze byé przydatne przy optymalizacji
ukladu. W przeciwienistwie do metod podanych przez Youlg i Tissiego [10] oraz Andersona
i Vongpanitlerda [1] nie jest konieczne rozwigzywanie réwnania macierzowego. Koniecz-
na jest jedynie faktoryzacja rzeczywistej, symetrycznej, dodatnio potokreslonej macierzy
T,_; w postaci MM,

Zaproponowano réwniez nowy sposob realizacji m-wrotowego BUB opisanego ma-
cierza rozproszenia, poprzez realizacje (m--p)-wrotowego BUB opisanego macierza
admitancyjng. Proponuje si¢ realizacjg (m-+p)-wrotowego BUB przy uzyciu zrédet stero-
wanych typu ZNSN/RZPSP. Cechuje ja mniejsza wrazliwosé parametréw uktadu na zmia-
ny wartosci elementéw w poréwnaniu z innymi znanymi metodami.
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A. L. DOBRUCKI, M. S. PIEKARSKI

A SCATTERING MATRIX SYNTHESIS OF LOSSLESS NETWORKS
VIA STATE-SPACE TECHNIQUES

Summary
In the paper a new direct algebraic algorithm of synthesis of lossless #-ports described by a scattering
matrix is presented. An idea of minimal realization of a matrix via state-space technique is utilised. The

algorithm of synthesis is much simpler than those known up to now. A new method of realization of lossless
nondynamic network described by the scattering matrix is also presented.
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A.L. DOBRUCKI, M.S. PIEKARSKI

SYNTHESE DE SCATTERING MATRICE DES CIRCUITS
SANS DISSIPATION DANS L’ESPACE D’ETATS

Résumé

Dans le travail on a présenté un nouveau, diract et algébrique algorithme de la synthése des n-pdles
circuits sans dissipation, décrits 4 P’aide de scattering matrice. On a utilisé I'idée de la réalisation minimale
de la matrice & I'aide des états variables. Du point de vue de calcul, I'algorithme proposé est plus simple
que les méthodes connus jusqua présent. On a donné- aussi une nouvelle méthode de la réalisation des
circuits non dynamiques et sans dissipation décrits  I'aide de scattering matrice.

A. L, DOBRUCKI, M. S. PIEKARSKI

SYNTHESE DER STREUMATRIX VERLUSTFREIER SCHALTUNGEN
MIT HILFE VON ZUSTANDSRAUMMETHODEN

Zusammenfassung

Es wird eine neue, direkte, algebraische Synthesenprozedur fiir verlustfreie, durch eine Streumatrix
beschriebene N-Tor-Systeme gebracht. Der angegebene Synthesenalgorithmus 148t sich —im Gegensatz
zu den friiher bekannten Algorithmen — einfacher berechnen. Er beruht auf direkter Berechnung einer
der zuldssigen Matrizen, die den verlustfreien inertionslosen Teil der realisierten Schaltung beschreiben.
Man hat auch eine neue Realisierungsmethode fiir eine verlustfreie, inerztionslose, durch die Streumatrix
beschriebene Schaltung vorgeschlagen. :

A. JI. DOBPYHKH, M. C. IEKAPCKI

CUHTE3 MATPHUIILI PACCESHUS LIEITEX BE3 ITOTEPH
METOJAMU ITPOCTPAHCTBA COCTOSIHMIT

Pesmome

ITpuBeneH HOBBIA, HEMOCPEJCTBEHHbIN, aareOpamdecKuit anropuTM CHHTE32 H-TIAPONOIOCHHKOB
Ges ToTeph, ONMCAHHLIX MaTpUIelt paccesHus. Vcnonsaopana ues MUHUMATBHON PeaM3aliy MaTpALbI
MeTOZaMH TIPOCTPAHCTBa cocToAHui. [IpuBeieHHbIH aNTOPHTM CHHTe3a Ha MHOIO IPOIIE UM H3BECTHBIE
To- crx Top MeTofpl. [IpHBe/ieH TakKe HOBbI METORN peaiusalliy HEAMHAMMYECKHX Lerel 6e3 moreps
OIMMCAHHBIX MaTpHUIEH paccesHus.
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| A method of computing of the currents, potentials and voltages between sheath and

| cable conductor along a bundle of underground conductors connected to a station earth
electrode is presented. General matrix equation for the currents and potentials along the

| parallel underground conductors is given. The equivalent circuit and differential equations
for the conductors are derived. The results of calculations are compared with the experimen-
tal data.

1. INTRODUCTION

The underground conductors such as cables, pipes etc. are often connected to station
earth electrodes. Thus the potential due to the fault to ground. is imposed on the under-
ground conductors from the station to remote points. The problems concerned with such
effects are discussed in a number of publications e.g. [1, 2, 7].

In the paper, a bundle of underground conductors connected to a station earth electrode
is considered. If the conductors are placed in a trench or interconnected for instance by
cable boxes, it can be assumed that the potentials of all the conductors are indentical.
Such an assumption is accepted in the following work.

List of principal symbols

Qs — horizontal distance between parallel-underground conductors m and n,

dm — depth at which underground conductor m is buried,

Gin — unit-length leakage conductance of insulation or coating of underground con-
ductor m,

I,,(x) — current which flows through underground conductor m,

2 Rozprawy Elektrotechniczne
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k? = Jopoy,

rm — external radius of underground conductor m,
U(x) — voltage between sheath and cable conductor,
Vm(x) — potential along underground conductor m,

Z:» — unit-length external-surface impedance of underground conductor m,
Z, — characteristic impedance of a single underground conductor, ‘
I' — propagation coefficient of underground conductor,

y — earth conductivity,
o — 47 - 10~7 H/m — permeability of vacuum,
o — earth resistivity,

w — angular frequency.

5 'TWO PARALLEL UNDERGROUND CONDUCTORS
A pair of parallel underground conductors is discussed at length in [4]. Now the fun-
damental concepts concerning such conductors will be presented, which permits to obtain
an approximate solution of the problem, in the shape similar as for the transmission line.
The propagation coefficient I, of the conductor denoted by m (m =1,2,...) is
the solut_iqn of th;: trar_lsccndental ‘equavtion . o 5 :
s . . 1 . ,12 . : . - 2 FET Kol
rafoms Lm B2 (o g+ i®on 12 (e
LT Y 2rd Tt k) 4 T Y 2 d T+ k) -
with the requirement Re(l’,) > 0, which can be solved By‘method of successive appr‘oxima-
‘tions as in [3]. o

Denoting

Yl = Git+ Lln __‘_IE___ , )
g =z ey 12 - ()
L V 2r (L3 + k) ?

the prdpagation c'oefficie_:nt becomes S - . 1
I'bm’ = ]/me Ymms Re(['om) > 05' : ' (4)

whereas the characteristic jﬁlpedahce of the conductor m is defined by

Z, = ]/ f;"m o Re(Zw) > 0. )

The propagation coefficient I, concerns a single conductor m without interaction of the
other conductors i.e. if the conductor m is remote from the other ones.
Furthermore '

it = L 12
R 2 VNI - ’ ' ©
_ jco,uo1 1,12 - ©

Zom n——————,
m- 7l '/Smn.srlnn(-rr%m'l'kz) '
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where

- :sm'r; =]//ar%m+(dm_dn) s S;Irtn = '/agtn +(dm +'dn)29 . Pmn = ]/Pompon'
and m, n = 1, 2;,-.: The quantities Yna and Z,, express the irteraction of the ‘cotiductors
i m and n. e
The equations due to the pair. of underground conductors 1 and 2 which are parallel
to the x-axis of a rectangular coordinate system can be accepted in the form

avy ‘
'Wln47'f,.Z1;J14(x)*!‘Z1zlz(?C) = E2(x),
v} "

.dx H

+Zo1 11 (%) + Z5, I (x) = Eg(x)_,; , C
. R i RECC %
Ay dly
d_x 12 dx s
B £
where Z,, = Zymand ¥51'= V2! are taken from eqns.’ (6). The EO(x) and Va(x) appear-
ing in the last equations are the.electric intensity of the primary and secondary compon-
“ents of the electric field along conduétor 7, respectively [3, 4]. The primary component
f the electric field is impressed by the external factors which generate the field in general
£ the assumption that no currents flow in thé conductors. On the other hand, the second-
-y component is excited by the currents flowing through the conductors.

The eliminat)iqn»__of the potentials V7 (x), V;(x) from egns. (7 gives

Vi(x) = =¥

'-Yﬁl—dx-—; —Zil (x)‘!‘_Yi;'zl“dx-—; ~Zyyhh(x) = —E?‘(?_.C),;{f

\ N . ®)
PR A RO G T = S |

It is easy to 'solve:: the last eduatiqns using the Fourier integral if the conductors are

assumed to be infinitely long. The currents and the electric iti_tensitjes appearing in eqns. (8)

are expressed by the® 'l;*‘OurieI;.vintegrafls

el + 00 L ‘;‘ ; +0b |
L = [ e, L) = [ b, (%)
B = [ e du, EYx) = [ S@)edu, . (9b)
where N e LT
?9(#)3;5%— f,,:._Eggx),_e?{""-‘dx,’-_\_‘.eg(u)=77r_' f Eg(x)efifxd?c,._ .-A(1o)‘

Inséftihg éqné. © \a:nd' (10) :1'Antiob eqns. (8) we ob"tai'n -
Ay W)+ Ay 205(w) = e§(u),
Ai2i @)+ A551, () = e3(w), (11)
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where j
Ay =YW +T%1), 42z = Yit?+T3), A=Y +ZpY1,).  (12)
Substitution of 7, () and i,(u) which are the solutions of eqn. (11) into eqn. (9a) yields

0 o
Ayef—A12€2

4 = T2a7rl Trle 2
1) Ay dye 0%

-0

e/*du,
. (13)

0
\ Ay =126
B0 = ) A dn—an

The last expressions are identical with the results derived in another way in [4].

3. BUNDLE OF n PARALLEL UNDERGROUND CONDUCTORS

The approach presented in the preceding section can be extended to a bundle of 7 |
parallel conductors. Thus the equations can be represented in the matrix form

4 i - T+ E, (140)
il = el ), (14b)
dx
where the square matrices _ N _
[ Zis Zus o Zan Yit Yii .. Yil
(Zo] = Zsy Zsyy - Lo ey = Yii Y5i .. Y5
| 2o Zus o Zun ) Yik Vi o Y
are symmetrical; thé elements of the last matrices are given by eqné. (6). Furthermore
[ Vi(x) 1,(x) E3(x)
wa-|"%9l wa={2®| mn- B
RAS) L) E(x)

where V;,(x), I(x) and EQ(x) are the potential of the secondary electric field, the current
and the electric intensity of the impressed electric field, respectively, which are considered
along the conductor m.

It is assumed that the impressed electric field is equal to zero along each conductor
in the bundle, which frequently occurs in technical applications (such a situation occurs,
for instance, if the conductors are energized by the current). Thus [ES] = 0 and [V,] =
= [Vn], where V,,(x) is the potential of the conductor m, should be inserted into eqns. (14).
Moreover it is assumed that the potential of all the conductors in the bundle is the same
and is denoted by V(x).

Hence,

Vel = [11V(%) NG
|
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where [1] is the column matrix, whose all elements are equal to unity.
Thus eqns. (14) take the form

av '
[l]d—x = —[Z1[L], (16a)
d
~17 % -
(Yl 1] = ~ [V (). (16b)
From eqn. (16a) we obtain _
' av ‘
] = Dl | a7
where ;
[ymn] = [Zmn]—l- (18)
The total current flowing in the bundle_ is given by
I(x) = [117[1)] - (19)

where [1]” as the transpose of [1] is the row matrix, whose all elements are equal to unity.
Inserting eqn. (17) into eqn. (19) we get .
av

== —ZI() (20)

- where

7 = [Tl = DF71Z,,] 1] e

giving
n

z=(3 )" (22)

k=1

as the result. ’
On the ground of eqn. (14b) the equation

can be found, where
Y= [11[ Y11 (24)
whence ' '
Y= Z Y (25)

and y, is an element of the matrix [Yiz']~1.

It is easy to show that the differential equatlons (20) .and (23) follow from Fig. 1.
Thus the circuit shown in Fig. 1 is the equivalent circuit for a bundle of underground
\conductors in absence of the impressed external field on the assumption that the potential
\of all the conductors is the same.
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LS 5 i

V) Y Yix Vixed)= VeV

Fig. 1. Equivaleht circuit for-a bundle of 'underground
conductors

Consider a bundle of underground conductors of the length / energized by the voltage
U, and loaded by the impedance Zj.. Obviously, Up is the potential of the station earth
electrode and is impressed by the short-circuit current. The current and potential along
the bundle can be derived as the solutions of eqns. (20) and (23) with boundary con
ditions _
V() = U, V() = ZI(D.
As a result, we obtain ' '
shT(I—x)+ —gichro(z—x) o
V() = Uo Z° , (262)
shlol+ =% chl!
Zy

Zy
UO Chpo(l—‘x)'*" 'Z_OStho(l""x)

Z,

I(x) = , ~ (26b)

shT'yI+ 25 ch T,
Z,

Zo = l/% Re(Z,) > 0,

Iy =VZY, Relo)>0"
are the characteristic impedance and propagation coefficient of the bundle.
The input impedance of the bundle is given by
V) _ ., Zet ZothIl @7
I0) ~ 7% Zy+ZythTol *
Eqns. (20) and (23) can be also applied to systems including various segments of dif-
ferent parameters.

where

Zin =

4. VOLTAGE BETWEEN SHEATH AND CABLE CONDUCTOR

The current I,(x) flowing through a cable sheath produces the voltage between sheath
and each cable conductor, which is given: by [5]

U(x’)'--v= Rs.f o L(de (28)
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where R, is the unit-length d.c. resistance of the cable sheath. It is.assumed that U(x) = 0

at x = x,. :
Consider a bundle of cables 1, 2, ..., n. The current flowing in the sheath of the cable

k can be derived from eqn. (17), giving,

I(x) = Z .sz

and substitution of eqn. (20) yields
L) = Z D) yul() | (29)
i=1

where I(x) is the total current flowing in the bundle and Z is taken from eqn. (22). The
relationships presented concern a bundle which is assumed to be homogeneous along
its length. The voltage between sheath and cable conductor & can be computed by eqn. (28)
with I; replaced by I, from eqn. (29).

5. EXAMPLE

In a system including a pair of cables, which is shown in Fig. 2, a short-circuit occurs
on the high voltage side of the station. The potentials of the cable line have been measured
in excavations shown in Fig. 2.

A scheme of the system from Fig. 2 is presented in Fig. 3. The umt-length d.c. resistance
and leakage conductance of insulation of the cable sheath are R, = 0.737:10~% Q/m
and G;'!' = 0, respectively. The radius of the cable and depth at which that is buried are
r = 0.057 m and 4 = 0.8 m, respectively. The horizontal distance between both cables
a = 0.35 m, whereas the frequency is of 50 Hz. The remaining data are presented in Fig. 3.

7 ~aom 0 ~pom I ~sm 4
e

\__Zcables HAKFta 3x95 5 | i

- ~40m

~20m i
T
lﬁgg

Station 10kV/15kV

Fig. 2. Cable line 15 kV led out from a station 110 kV/15 kv

The places of excavations for measuring purposes are -denoted by 1,2,...,7
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The measurements and calculations by computer ODRA-1305 ‘were carried out in
Biuro Studiéw i Projektéw Energetycznych ,,Energoprojekt” in Poznan. The results of
calculations and measurements presented in Fig. 4 are in a rather good agreement. -

3lgry=2666A

op 0m g fom o 2190m 3

9=1952m ¢=2342m ¢=2308m
R st R uk
00398 108

Fig. 3. Scheme of the system shown in Fig. 2
" .
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Fig. 4. Potential distribution along the cable line from Fig. 2
The values obtained from experimental data are denoted by crosses

6. CONCLUSIONS

A method of computing of the currents and potentials as well as the voltages between
sheath and cable conductor along a bundle of the underground conductors connected
to a station earth electrode is presented. The results derived permit also to compute the
input impedance of the bundle. The method considered can be also applied to the system
including various segments of different parameters. The calculations can be carried out
by digital computers. ‘

The considerations are based on idealized assumption that the ground is uniformly
conducting. The result of calculation can be improved if the earth conductivity is taken
from experimental data.

It is shown that the result of calculations and measurements are in a good agreement.
Thus the method presented can be used in many technical problems dealing with the
currents and potentials in underground conductors. ‘
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M. KRAKOWSKI, G. SZYMANSKI, A. ZIETKOWIAK

ROZKEAD POTENCJALU WZDLUZ PRZEWODOW PODZIEMNYCH
DOLACZONYCH DO UZIOMU STACYJNEGO

Streszczenie

Przedstawiono metode obliczania pradéw, potencjaloéw i napie¢ miedzy powloka i zyla kabla wzdluz
wiazki przewodéw podziemnych dofaczonych do uziomu stacyjnego. Podano ogdlne réwnanie macierzo-
we dla pradow i potencjatow wzdtuz réwnoleglych przewodéw podziemnych oraz schemat zastepczy
i robwnanie rézniczkowe, Wyniki obliczeri poréwnano z danymi eksperymentalnymi.

M. KRAKOWSKI, G. SZYMANSKI, A. ZIETKOWIAK

REPARTITION DU POTENTIEL LE LONG DES CONDUCTEURS
ENTERRES RACCORDES A LA PRISE DE TERRE DE LA STATION

Résumé

On a présenté la méthode de calcul des courants, des potentiels et des tensions, se produisant entre
la gaine et le fil du cable, le long du faisceau des conducteurs enterrés, raccordés a la prise de terre de la
station. On a donné 1’équation matricielle générale pour les courants et les potentiels le long des con-
ducteurs paralleles enterrés et le schéma de remplacement ainsi que I’équation différentielle. On a com-
paré les résultats de calcul avec les données experimentales.

M. KRAKOWSKI, G. SZYMANSKI, A. ZIETKOWIAK

POTENTIALVERTEILUNG IN ERDVERLEGTEN, AN STATIONSERDER
ANGESCHALTETEN LEITUNGEN

Zusammenfassung

In der Arbeit wurde eine Methode fiir die Berechnung von Stromen, Potentialen und Spannungen
zwischen Kabeladern in einem erdverlegten, an Stationserder angeschalteten Leitungsbiindel dargestelit.
Es wurde die allgemeine Matrixgleichung fiir Stréme und Potentiale in erdverlegten Leitungen angegeben,
auch ein Ersatzbild und Differentialgleichungen wurden gebracht. Die Berechnungsergebnisse wurden
mit experimentellen Daten verglichen.
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M. KPAKOBCKHY, I'. IUMAHLCKH, A. 3EHTKOBAK

PACIIPEOEJIEHUE ITOTEHILIMAJIA B ITOO3EMHBIX ITPOBOJAX
TIPUCOEIUHEHHLIX K 3A3EMJIEHUIO CTAHUMH

Peswme

PaccMOTpPEH MeTON BEIUMCIIEHHSA TOKOB, IIOTCHIMANOB ¥ HAIPSIKEHUNA MEXTY YKANaMH I 000Ioq-
Kamu KaGesell B NMOZISEMHOM IIYUKE MPOBOJOB NIPUCOCHAUHEHHOM K 333eMJIEHIIO CTaHIMH. IlpuBemeHo
o6I{eé MaTPHUHOE YPABHEHHE JUIA TOKOB K IIOTCHOWAJIOB B NIAPaILICNbHbIX OJ3EMHBIX IPOBOAX, 4 TAK~
>Ke SKBUBAJICHTHAasg cxema ¥ OuddepeHiuanbHble ypaBHeHWA. PesynsTaTel BBIUNCICHHH CPaBHEHEBI
¢ SKCIICPUMEHTATLHLIMA AAHHBEIMH.
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Analiza i realizacja aktywnych obwodow
z okresowo zmiennymi parametrami

MACIEJ SIWCZYNSKI (OPOLE), LESLAW TOPOR-KAMINSKI (GLIWICE)

Instytut Podstawowych Probleméw Elektrotechniki Politechniki Slaskiej

Otrzymano 17.7.1979

W pracy przedstawwno sposéb interpolacji operatora catkowego obwodu.z okresowo
zmiennymi parametrami, ciagiem operatoréw dyskretnych. Opisano metode numeryczng
okrelania jadra operatora dyskretnego za pomoca zamknigtego rezystancyjnego obwodu
drabinkowego. Procz tego rozpatrzono zagadnienie realizacji dwéjnikoéw czasowo zmiennych
w klasie aktywnych sterowanych elementow.

1. WSTEP

Artykut ten dotyczy analizy liniowych obwodéw elektrycznych o okresowo zmiennych
parametrach. Ograniczono si¢ do dwéjnikéw, ale podana metode mozna atwo uogélnié
na obwody wielowejsciowe.

Jak wiadomo, odpowiedz napigciowa u dWO_]nlka na pobudzeme pradowe i okresla
operator z:

[ee]

u(t) =25y = [ 2(¢, Di(dr, )
gdzie z(¢, r) = 0 dla ¢ < r jest odpowiedzia napigciowa dwéjnika na pobudzenie pradowe
0(t—r) € 2. [16]. Ilustruje to rysunek la.

Wezmy pod uwage dwdjnik o okresowo zmiennych parametrach, pobudzany pradem

o wspdlnym okresie T i zalézmy, Ze istnieje ustalona odpowiedz napieciowa o okresie 7.
Woéwczas

T
u(t) = 2i(t) = [ Z'(t, Digr)dr, , O ©
0 .
a) 2(47) b Z(tz)

.

6lt-1)e 5, ’ ifet)e %
Rys. 1. Schematy do okreslenia jader z(z,r) i Z'(¢,r) operatoréw impedancji
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gdzie Z'(t, r) jest odpowiedzia napigciowa dwojnika na pobudzenia pradowe II(t—r) € 27
[16], ptzy czym

Z(t+T,r+T) = Z'(t, 7).

Ilustruje to rys. 1b. Nietrudno pokazac, ze jadro Z'(¢, r) operatora z jest zwiazane z jg-
drem z(z, r) operatora Z wyrazeniem

Zz(t, r—nT), gdy —-T<t—-r<0,
Z'(t,r) =!

3)

Nt,r—nT). gy 0<t-r<T
n=0

" Analiza stanu ustalonego dwojnika pobudzonego okresowo polega na okresleniu
jadra Z'(t, r) na podstawie réwnania

>

= ui, @

AR e L re e . .
gd21e i, ¥ sg operatorami rozmczkowyml o posta01

A

N N

ix = Ef,,x"'),
n=0
Ny

A
ux = Zgn‘xfn),

n=0

(%

a f, i g, sa funkcjami czasu o okresie T.

Na ogél jadro Z'(z, r) nie da si¢ przedstawié za pomoca formut elementarnych, dlatego
metoda przedstawiona w tym artykule polega na poszukiwaniu wartosci funkcji Z'(z, r)
na pewnej przeliczalnej siatce plaszezyzny (7, r). '

2. INTERPOLACJA OPERATORA CALKOWEGO

Przez IT$N oznaczmy przestrzen funkcji rzeczywistych o okresie T, N-krotnie rézniczko-
walnych o skoficzonej energii za okres. Podzielmy okres 7' na M réwnych odcinkéw o diu-
goéci A (rys. 2).

Przez Py oznaczmy przestrzenn wszystkich funkcji rzeczywistych, ograniczonych,
okreslonych na zbiorze liczb catkowitych A", z okresem M. W przestrzeniach II9 i Py,
okreslmy iloczyny skalarne; dla x, y eII$ oraz X, Y € P;, mamy

T

(6 gy = [ x(Dp(dt, ©6)
0 .

M-1

&, Vrwe = D) X(n) Y(r). , (7)
n=0
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OkreSlmy teraz ciag {p,} funkcji N-krotnie rézniczkowalnych. Kilka elementéw
tego ciggu pokazano na rys. 2. Poszczegdlne funkcje @, utworzone sg z wielomianéw
argumentu ¢ w nastgpujacy sposob

(P,,(t) = ‘P( t_hnh ), ®)
gdzie | |
L4+eyl@+ ey [0V 4+ L ey 19287, de[~1,1],
"0 =40, “per1 ®

Pnt Pn Ynst

0 p - (-2)h  (n-th  nh (ne)h (ne2)h o MhsT 4

Rys. 2. Kilka elementow ciagu {@,}

Z warunku N-krotnej rézniczkowalnosci funkeji ¢ wynika uktad réwnan liniowych [12]:

1 1 1 e b -1
N N+1 2N —1 Crei 0
N(N-1) (N+1N (2N-1)(2N -2) Cyial=|01], @0

N(N-1)(N-2) (N+DNN-1) ... 2N~1)2N-2)(2N~3) :
. AlCan-e]| |0

z ktérego mozna okre$lié poszczegélne wspdlczynniki ¢ wystepujace w réwnosci (9).
Na przyktad dla N réwnego kolejno 1, 2, 3 otrzymuje si¢

1—]9, gdy ©@He[-1,1],
v ={0, gdy 9¢[-1,1],
1-392429%, gdy dell—,1],
#(#) = {0, edy  #¢[-1,1],
1-10[93]+150*—6[9°|, gdy de[-1,1],
"’(")={o, edy O¢[-1,1].

Nietrudno zauwazyé, ze funkcje @, spetiaja warunek
o0
A\ [ eFo()e(1)dt =0, gdy  |n—m| > 1. an
Ni,N2<N _ &

Niech P{ bedzie podprzestrzenia przestrzeni I7{", utworzona ze wszystkich elementéw
postaci

x= D X(ng, = (12)

neA
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gdzie X € Py. Ze wzgledu na wlasnosci funkeji ¢,,. hczby X (n) sa wartosciami’ funkcp x
w wezlach -aproksymacji, to znaczy ‘

X(n) = x(nh) . E P .(13)
Wldac ze dla ustalonego N pomigdzy elementami przestrzeni P, i P istnieje od-

pow1edmosc wzajemnie jednoznaczna. Tym samym zostaje okreslone wzajemne jedno-

znaczne odwzorowanie

Ax: PM >—) P%{N).A

A e A
W rozdziale 1 wspomniano, Ze okreslenie operatora Z’ wymaga odwrdcenie operatora i.
Dokonamy tego z zastosowaniem metody Ritza.
Utwérzmy funkcjonal F nieujemnie okre$lony na IT¢" taki, ze

F(x) = (zx ai, ix— ui) @ = (z'flx x)H<N>—2(zTuz ) + (i, ) ¢ <N> (14)

gdzie 7 jest ustalonym elementem przestrzeni H%” YN =NV, a it oznacza oﬁ)erator sprze-
zony wzgledem 1.

Funkcjonat ten ma minimum réwne zeru dla elementu u e IIM spel‘majqcego row-
nanie . S :

Yo —ithi = 0,
ktére jest réwnowazne réwnaniu (4), gdyz operac_]a zT jest odwracalpa.

Utwérzmmy' dale_] ciag {P{} (N ustalone) podprzestrzeni przestrzeni H}N’ 1zomorflcz-
ny z ciagiem {PM} (1zomorflzm 1) W kazdej z przestrzeni Py, znajdujemy punkt Uy,
w ktorym funkCJonal Foy: PM — ?/Z przyjmuje wartosé mlnxmalnq, przy czym

 Fog(Uy) > 0.

Jezeli 01an {Fo UM)} wartosc1 funkcjonalu Foy w punktach UM dqzy do zera to ciag
Y4 X

{x~1(Uip)} jest zbiezny do rozwigzania u € II{¥ réwnania (4) Funkqonal Fo ¢z Py —

— %, jest dany wyraZeniem

Foy(X) = ) a(m, m)X(n)X(m) 2 2 b(n, m)X(n)I(m)+F,,, (15)
n,m=0 n,m=0
gdzie: ‘ :
a.m) = Mg, (6
b(n m) - ((pn’ lT“‘Pm)P‘N) i (17)

a F, jest stalg Iichq :

Z wyrazen (11), (16) i (17) wynika, Ze macierz a(n, m) jest symetryczna i tréjdiagonalna
(a(n, m) = 0)dla [n—m| > 1, natomiast macierz b(n, m) jest tréjdiagonalna. FunkCJonai
Fo X jest dodatnio okreslony na Py, a jego mmlmum przypada w punkCIe U e Py spet-
niajacym réwnanie

M

ZMMWHZWWMFMJW*”VW

m=0

L Nalezy zalozyé, 7ze Nf > Np, w przec1wnym razie z(t, r) nie jest funkcja, lecz dystrybucja niere-
gularnq .
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Funkcje U, I sg okresowe, zachodza wigc réwnosci U(O) = U(M), I(O) = I(M), dzieki
ktérym uklad réwnan (18) mozna ,,zwingé”’, czyli dodaé ostatnie réwnanie do pierwszego.
Po zwinigciu uktadu réwnan (18) otrzymamy réwnanie operatorowe w Py,

| v =Ur=r; (19)
operatory I: U: Py — Py maja postaé ’ '

M-1 ; : B .
Xy = > a'(n,mX(m), (o)
SR |
0xX(n) = D b'(n,mX(my, 1)
m=0

a ich jadra sg nastgpujacymi macierzami :
: [a(0,0)+a(M, M), a(0,1), 0, ... 0, aM,M~1) ]
a(n,m)=|an,m dla 2<n<M-2, 0<m< M-I (22)
Na@M—-1,M), 0, ..., a(M~1,M~-2), a(M—1,M~-1)

[b(0,0)+b(M, M), b(0,1), 0, ..., 0, b(M,M~1)

b'(n, m) = bm,m) dla 2<n<M-2, 0<Sm< M-l . (23)
bM-1,M), O, ..., b(M—l,M‘—2),-b(M—l,gM—l)_

Réwnania (18) i (19) maja prosta interpretacje elektryczng. Uktad (18) jest analogiczny
do réwnan drabinki rezystancyjnej pokazanej na rys. 3 Potencjaly weztéw tej drabinki
réwne sg odpowiednio U(0), U(1), ..., U(M), a zrédla pradowe J(0), J(1), ..., J(M).
Jezeli ,,skleimy”” poczatek z koficem drabinki widocznej na rys. 3, to otrzymamy dra-
- binke zwinieta opisang réwnaniem (19) (rys. 4 i 5).
Zrédta pradowe drabinki zwinietej okreéla element J' € Py :
JOY+J(M), gdy n=0,
J'(n) = { '
J(n), gdy I<n<g M-1.
Oznaczajac przez R operator rozwigzujacy drabinki zwinigtej, zapiszemy rozwiazanie
‘réwnania (19) w postaci

@49

M-1
U(n) = I-0(n) = RI'(n) = D) #(n, m)J"(m). 25)
m=0
Macierz r(n, m) bedaca jadrem operatora R mozna latwo wyznaczy¢ poprzez przylacze-
nie do drabinki zwinietej jednostkowych zZrédet prébnych. Poszczegdlne potencjaty dra-
binki bgda wéwczas réwne elementom macierzy r(n, m) (rys. 6).
| Z réwnosci (19) i (25) okreéla si¢ operator impedanciji dwéjnika

‘ A ~ A M-l
o Un) = I-101(n) = ZI(n) = ) Z(n, m)I(m), - (©6)
| | m=0 ' .
ktérego jadro jest okreslone wyrazeniem '
| M-t ‘
Z(n,m) = D r(n, k)b'(k, m). 27
k=0 '

Funkcja Z okreslona wzorem (27) jest okresowa wzgledem 7 i m. Pozwala ona obli-
czy¢ przyblizone wartoscijadra Z'(z, r) na przeliczalnej siatce plaszcezyzny (¢, r).




W vy ) ut-1) u()

-a(01) -a(17) ) -al33) -aft-2M-1) -aM-1M)
L | IS X —_— """"‘——: —J
w0y Lp L
+a(q +a(01)+ +q(12)+ )
f T a(z) | a2 T T
a0 | J) J(2) V(& I

Rys. 3. Drabinka rezystancyjna odpowiadajaca ukladowi réwnani (18)

oy _ Ur) Um-1
-a(g1) / -8112) ~a(n-1M)
1 N B [

- Qo)+
M)+ dunt - _ ap-1,m-1 +
, qp1)* afo,1)* ar-2,11-1) +
am-1,1) ae1,2) apm-1,m)
Jw Jaw Jm-1)

Rys. 4. Drabinka zwinieta odpowiadajaca réwnaniu (19)

Us) — Uz
| S

Yoy

&

Rys. 5. Przyklad drabinki zwinigtej odpowiadajacej
réwnaniu (19)

fo,m) r(ym) I(mm) ramy r-4,m)

Rys. 6. Schqmat drabinki do wyznaczania macierzy r(n, m)

[648]
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L
3. ZBIEZNOSC I DOKEADNOSC METODY

Do celéw badania zbieznosci procedury, bez utraty ogblnosci mozna przyjaé, ze ope-

' rator # w réwnaniu (4) jest tozsamosciowy. Wowczas réwnanie (4) przyjmie postaé

ix = 1. (28)
W tym przypadku funkcjonal (14) bedzie miat postaé
F(x) = (zx—z zx—z)um = (szx X (N>-—2(1Tz X))+ (i, D). 29
Funkcjonat Foy okres’lony na Py przyjmuje postaé
M M
Fog(X)= D a(n, mX(m)X(m)—2 5’ b(n, mX(m)I(m)+ D c(n,m)I(n)I(m), (30)
e nm=0 nm=0 nm=0
c(n, m) = (@, Pues) . - @D
Funkcjonat (30) mozna zapisaé w postaci
Fog(X) = (X, X)py—~2(X, JVpy+ (€1, Disr, (32)

gdz1e J' jest elementem przestrzeni Py zdefiniowanym réwnoscig (19) (zob. tez (24)),
o jest operatorem o jadrze okre$§lonym macierzg c¢'(n, m)

c(0,0)+c(M, M), ¢(0,1),.0, ..., 0, ¢(M,M-1)
c(n,m)=|cn,m) dla 2<n<M-2, 0<m<M-1
cM~1,M), 0, ..., c(M—=1,M~2), c((M—1,M~-1)

“a I jest ustalonym elementem przestrzeni Pa.

Zwigkszajac wymiar M tworzymy ciag przestrzeni Py, W kazdej przestrzeni Py, tego
ciagu istnieje element U, minimalizujacy funkcjonat (32). Zbiezno$¢ procedury wymaga,
aby cigg liczbowy {Foy(Uy)} dazyt do zera.

Jak wiadomo, element Uy € Py minimalizujacy funkcjonat (32) jest rozwigzaniem
drabinki rezystancyjnej ze zrédtami J’ € P, pokazanej na rys. 4. Bilans mocy tej drabinki
wymaga, aby

Su = Uner JVpw = (U1, U (33)
Liczba Sy jest moca dyssypacji drabinki pokazanej na rys. 4. Z wyrazen (32) i (33) wy-
nika, Ze

Foy(Un) = (CI, Dpw—Su = S ~Sur. (34)

Liczba S§; réwna jest mocy dyssypacii drabinki zZwinigtej o macierzy ¢’(n, m) i potencja-
lach Ie P,,.

Z wyraZenia (34) wynika wigc, ze zbieznoéé procedury wymaga, aby
S5~ Sy = 0. (33)
Warunek (35) ma nast@pujch 1nterpretaCJg Zwigkszajac M tworzymy dwa ciagi drabinek

o operatorach odpowiednio I C oraz potencjatach Uy, I. Kazdej drabince wchodzacej
w skiad tych ciggéw odpowiada moc dyssypacji Sy oraz S§r. Procedura interpolacji ope-

3 Rozprawy Elektrotechmczne
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ratora impedancji dwojnika jest zbiezna, gdy ciag {S% — Sy } réznic mocy dyssypacji jest
zbiezny do zera.

Wartos¢ funkcjonalu F °x w punkcie Uy € Py okreslona wzorem (34) moze by¢
wskaznikiem dokladnosci interpolacji i sluzyc do oceny biedu. ‘

4. ALGORYTM ANALIZY DRABINKI ZWINIETEJ

W rozdziale 2 pokazano, ze analiza stanu ustalonego dwéjnika z okresowo zmiennymi
parametrami sprowadza si¢ do anahzy zwinigtej drabinki rezystancyjnej. Drabinke taka
mozna traktowaé jak zamknigty taficuch czwérnikéw aktywnych ztozonych z rezystoréw
i Zrédet nlesterowanych Ladcuch taki pokazano na rys. 7. Mimo, Ze znanych jest wiele
algorytméw analizy aktywnych obwoddéw drabinkowych, podamy tutaj jeszcze jeden,
szczegblnie przydatny do analizy drabinek zwinigtych.

Kazdy czwornik widoczny na rys 8, zawierajacy zrédla niesterowane, mozna opisac

rownamem
[u1] — [011 a12] [uz] + [1:’10]. (36)
51 Gzy G22)L12 3 - Ll1old |

Macierz [t105 i10]" Obserwujemy na wejéciu czwérnika wowcezas, gdy do wyjécia zostanie
dotaczony nulator (rys. 9). Oznaczajac macierze kolumnowe w réwnosci (36) odpowied-
nio przez x; , X, s, a macierz kwadratowg przez 4, mozna napisac

Xy = Ax+s. : ‘ 37D

Rys. 7. Zamknigty lafcuch czwornikéw shuzacy do
analizy drabinki zwinietej

g

Zrédlo (S Tum‘ » ' NUL

v

Rys. 8. Schemat czwornika Rys. 9. Schemat do wyznaczenia wektora (410, i10)
aktywnego opisanego row- czwoérnika aktywnego
naniem (36) ' ‘ :
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- Réwnos¢ (37) mozna traktowaé jako odwzorowanie przeksztalcajace dwuwymiarowy
- wektor kolumnowy x w inny: wektor kolumnowy x; . Odwzorowanie takie jest scharakte-
ryzowane parg (4, s). Fakt ten zanotujemy nastepujaco

(4, 5)x = Ax+s. - (3%)

Element 4 p_afy ‘ﬁazw‘i.emy :macierzq, a element s — Zrodlem. ' ,
Zbior takich par staje sig¢ przestrzenig liniowa, jezeli zdefiniowaé dodawanie par i mno-
Zenie ich przez liczbe o:
(A1, 8+ (43, 52) = (Ai+ 4y, 51 +55), i,
(4, s) = (¢4, as). =~ - (39)
Ztozenie odwzorowan (d4y,s;) i (4., s,) daje
(42, 52) [(41, 51)x] = (A2, 82) [Ayx+5,] = Ay Ay x+ Ay, +5,. (40)
Z wyrazenia (40) wynika Sposéb okre§lenia mnozenia w zbiorze par
(42, 52)(44, s;) = (A24y, 435, +5,). (41)
Nietrudno sprawdzié, ze mnozZenie par jest taczne i ze istnieje element neutralny (E, 0).
- gdzie E jest macierza jednostkowa, a 0 jest zerowym dwuwymiarowym wektorem kolumno-

wym. Zatem zbi6r par tworzy péigrupe. Jezeli ponadto macierz kazdej z par zbioru jest
nieosobliwa, to zbidr par: tworzy grupe z elementem odwrotnym

(4,51 = (471, 47%5).
Mozna tez przekonaéisig, Ze mnozenié par nie jest rozdzielne z dodawaniem, co oznacza,
Ze zbidr par nie jest pierscieniem. _

Mnozenie par mozemy wykorzystaé do okreélenia napigeia i pradu w dowolnym
miejscu zamknigtego taficucha czwérnikdw widocznego na rys. 7. Przypusémy, Ze chcemy
obliczy¢ wektor x; = [u;,i;]* na wejéciu czwdrnika 1. Dokonujac rozciecia laicicha
zamknigtego miedzy czwoérnikami z i 1, obliczamy parg laficucha otwartego ze wzoru

(4, 5)' = (4%, s1) = ‘(A, i ... (4,9), = n A, ), (42)
L k=1 .

gdzie (A, s), oznacza parg k-tego czwérnika. :

Dla laficucha zamknigtego wektor x; jest punktem stalym odwzorowania (4%, sY)
(rys. 10), czyli :
‘ (Al, sl)xl = X1,
skad

%y = (E—AY)~1st. (43)

Postgpujac analogicznie mozna okreslié wektor x, w dowolnym miejscu laticucha.
Wektor ten jest punktem stalym odwzorowania
» : o o ' K m—1

(4, 9" = (4, Dl Dmas o (A, g = [ ] (4, sk 44

k=m

3%
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Przyjmujac n = M—1 mozna za pomoca powyzszego algorytmu obliczyé napiecie ¥(m)
oraz prad i, w dowolnym miejscu drabinki zwinigtej i tym samym znalezé rozklad na-
pigcia i pradu w drabince.
Algorytm taki wymaga wielokrotnego uzycia wzoru (44) dla kolejnych wartosci m,
co jest bardzo pracochtonne. W celu uproszczenia procedury proponuje sig, aby wzdr (44)
zastosowaé jednokrotnie do okre§lenia dwoch wybranych wartosci ¥(m) i in, a pozostale
napiecia i prady drabinki wyznaczy¢ ze wzoréw rekurencyjnych
1,
V(m—1) = V(m)+ E;lm’ @5)
imei = im+Ym—r V(m—D =T (m—1).

Wzory te wynikaja bezpoérednio z rys. 11.
' Yim-1) im V(m)

im-1

1 of
— s ’
T
Vezd
Rys. 10. Schemat do wyzna- Rys. 11. Ogniwo drabinki zwi-
czenia punktu stalego od- nigtej

wzorowania (4%, s')
5. REALIZACJA ELEKTRONICZNA OBWODOW O ZMIENNYCH PARAMETRACH -

Z réwnania (4) wynika, ze kazdy dwdjnik jest scharakteryzowany para operatorow
{u z} W zbiorze takich operatoréw mozna w zwykly sposob okresli¢ dzialania dodawa-
nia i mnoZenia

i\ll +ilz: /\ (ﬁ1+i\l2)i = a1i+fl2i,
u1u2 /\ Uy i = iy (1y0).

Z powyzszych okresleri wynikajg nastepujace wlasnosci zbioru operatoréw.

Wiasnos$é 1. Zbiér operatoréw tworzy grupe abelowa ze wzgledu na dzialanie doda-
wania oraz co najmniej polgrupe ze wzgledu na dzialanie mnozenia, zatem zbiér opera-
tor6w tworzy pierscien. ’

Wlasnosc 2. Dodawanie operatoréw wiaze si¢ z laczeniem dwo_lmkow Dwdjnik
{"1 +u2, z} Jest réwnowazny szeregowemu polaczeniu dwéjnikéw {u,, z} {uz, z}, a dwoj-
nil {u, zl—l-zz}Jest réwnowazny réwnoleglemu polaczeniu dwdjnikéw {u, zl} {u, 12}

Z wlasnoéci 2 wynika metoda modelowania dwdéjnika poprzez rozklad na szeregowo-
réwnolegle polaczenie dwdjnikéw prostszych. Rozklad taki przeprowadza si¢ w celu
otrzymania sieci (zwanej dalej podstawowa) w ksztalcie kratownicy (rys. 12) zawierajacej
(N3 +1)x (N3 +1) dwojnikéw elementarnych. Elementarnym nazywamy dwdjnik opisany
operatoram1 jednomianowymi, to znaczy
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Kazde przeksztalcenie sieci podstawowej nie zmieniajace pary {u, ?} operatoréw
dwdjnika nazywamy dopuszczalnym. Z wlasnosci 1 i 2 wynikaja nastepujace przeksztalce-
nia dopuszczalne:

a) zamiana miejscami dwéch dowolnych wierszy sieci podstawowej,

b) zamiana miejscami dwoch dowolnych kolumn sieci podstawowe;j,

¢) usuniecie dowolnego wewnetrznego polaczenia miedzy dwoma wierszami sieci pod-
stawowej.

A A A N [ A A
{ Uy Lﬂ[} {U1 , l/v[} {Uo ) [N[}

A A A /\} A A
{Uﬂu,lo} {l/, . Lg {Un,lo}

Rys. 12. Schemat sieci podstawowej

~ Okreslony w ten sposéb zbidr przeksztalcen sieci podstawowe; pozwala tworzyé¢ sieci
pochodne, wygodniejsze do praktycznej realizacji. Czesto w praktyce tylko niektére
v‘s'/-s'péiczynniki operatoréw (5) zaleza od czasu. Umozliwia to rozdzielenie dwéjnika na
czgsci czasowo niezmienng i czasowo zmienna.

Rozpatrzymy dwdjnik opisany réwnaniem typu (4), w ktérym tylko dwa wspoiczynniki
Si(2) 1 gi(2) sa czasowo zmienne. Zatem w sieci podstawowej wspGlozynniki zalezne od

~czasu zawiera¢ beda dwdjniki w k-tej kolumnie i I-tym wierszu.

Stosujqc wyzej podane przeksztalcenia dopuszczalne mozna dokonaé podziatu sieci
podstawoweJ na cztery dwéjniki (rys. 13). Jeden z nich jest czasowo niezmienny (D), dwa
jednostronnie czasowo zmienne (P, i Pp), a jeden dwustronnie czasowo zmienny. W dwoj-
niku jednostronnie czasowo zmiennym wspdtczynniki tylko jednego z operatoréw % lub i

Zaleza od czasu.
(o 7 Cr )
-«

Rys. 13. Sposob podziatu sieci podstawowej na czesci czasowo niezmienna i czasowo zmienna

Ostateczne realizacje elektroniczne dwdjnikéw jednostronnie i dwustronnie czasowo
‘zmiennych pokazano na rysunkach 14 i 15. Blok (I) moze byé mutatorem [4] lub uogél-
nionym konwetorem impedancyjnym [2], [3], natomiast blok (II) mozna zrealizowaé
'w postaci konwertora impedancyjnego sterowanego [14] lub inwertora impedancyjnego
sterowanego [15].
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| i > wo W
) X y(} . .XT
3
£‘T ¢ 0 : AT 10 ”
o— ! . o—— )
p 4L 0 X - 0 L 0 X u=l
% 0 at! = (;7_>-(U ar ¥
yu=xi : u=t u=xi — . |
j it & s
Rys. 14, Realizacja elektroniczna dwdjnika jedno- Rys. 15. Réalizacja elektroniczna dwdjnika dwu-
stronnie czasowo zmiennego stronnie czasowo zmiennego
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M. SIWCZYNSKI, L. TOPOR-KAMINSKI

ANALYSIS AND REALIZATION
OF LINEAR PERIODICALLY TIME-VARYING NETWORKS

Summary

The paper contains an analysis of linear periodically time-varying nétworks by digital interpolation
of integral network’s operator, using a ring chain resistive model. Moreover, the problem of time-varying
networks realization in class of active electronics elements is described.
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M. SIWCZYNSKI, L. TOPGR-KAMINSKI

ANALYSE ET SIMULATION DES CIRCUITS ACTIFS
A PARAMETRES PERIODIQUEMENT VARIABLES

Résumé

Dans Particle est présentée une méthode d’analyse des circuits actifs périodiquement variables, par
I'interpolation de I'opérateur de circuit avec I'usage de circuit résistif en echelle. En outre est décrit le
probléme de simulation des circuits 4 I'aide des éléments électroniques actifs.

M. SIWCZYNSKI, L. TOPOR-KAMINSKI

ANALYSE UND REALISATION LINEARER KREISE
MIT ZAITVERANDERLICHEN PARAMETERN

Zusammenfassung

In der Arbeit wird die Methode der Interpolation des integralen Operators des Kreises mit periodisch
verdnderlichen Parametern dargelegt. Diese Interpolation wird mittels entsprechender Folge der digitalen
Operatoren umschrieben. Eine numerische Methode fiir die Kernbestimmung des digitalen Operators
wird angegeben. Auflerdem betrachtet man das Problem eines parametrischen Zweipols auf Basis aktiver
gesteuerter Elemente,

M. CHBYLIHBCKH, JI. TOIIYP-KAMUHbLCKIA
AHAIN3 U PEATIUSAIIVS JIUHEMHBIX ITETIEN
C IIEPIOINYECKH HU3MEHAIOMUMUCS ITAPAMETPAMU

Pesmome

HnrerpaibHeiii ONEpaTOp JIMHEHHOrO MEPHOUUECKH ~— IAPAMETPHUECKOr0 ABYXIIOMIOCHUKA HHTEp-
IOSIMPOBaH IIOCIENOBATE/IBHOCTEIO MMITYIIBCHBIX ONEPATOPOB. IIPEHCTABNICH UMCIIEHHELIL METOR Ompe-
JieTieHusi AOpa UMITYJIBCHOTO OMEPATOpa C HOMOIIBI0 3aMKHYTON pesHCTHBHO JlecTHMuHON memm. Kpome
TOTO PACCMATPHBAECTCA 3a/1a4Ya DPEeIHSAlUF LIapAMETPHUYECKHX ABYXIOJIOCHAKOB B KJI4CCE AKTHBHBIX
VIIPABIISAEMBIX SJIEMEHTORE. i
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Odwrotne zagadnienia brzegowe typu Dirichleta

dla réwnania Laplace’a

KAZIMIERZ ADAMIAK (KIELCE)

Instytut Elektrotechniki Politechniki Swigtokrzyskiej

Otrzymano 10,1,1980

517.942.9

W pracy podano metode syntezy pdl potencjalnych. Zadany rozklad pola w pewnym
obszarze uzyskuje sie dobierajac w odpowiedni sposdb wartosci potencjalu pola na zalozo-
nej powierzchni. Zagadnienie sprowadza sie do rozwigzania catkowego réwnania Fredholma I
rodzaju lub ukladu roéwnai catkowych. Zaprezentowano wyniki obliczeri numerycznych
kilku przykladéw w ukladzie plaskoréwnolegtym. Obliczenia wykonano metodg regularyza-

cji oraz metodami iteracyjnymi.

1. WSTEP

Najozeéeiej rozpatrywanymi w teorii pola wewnetrznymi zagadnieniami brzegowymi
dla réwnania Laplace’a sa zagadnienia proste, nazywane réwniez zagadnieniami analizy.

Polegaja one na poszukiwaniu w obszarze D rozwigzania réwnania Laplace’a

ViV =0

M

spetniajacego na brzegu I” obszaru D okreslone warunki. Sg to warunki brzegowe:

— I rodzaju (Dirichleta)
Vir=f(x), xel,
— II rodzaju (Neumanna)

ov
6—np= gx), xel,

— IIT rodzaju
ov
T +pX)Virp=h(x), =xel.
Niekiedy rozpatruje si¢ tez mieszane warunki brzegowe

V,I"l =f(x)3 XGPL,

av
'a—n =g(x)3 xepz,

2

I'=rwul;.

Istnieje szereg metod pozwalajacych rozwiazywaé zagadnienie proste [1].

(22)

(2b)

29

2d)
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Mozna réwniez rozpatrywaé zagadnienie odwrotne dla réwnania Laplace’a. Zadaé
mianowicie w obszarze D, rozwiazanie, a poszukiwaé warunkéw brzegowych (I, II lub
IIT rodzaju) na brzegu obszaru D, D, < D. Zagadnienie takie jest tez nazywane synteza.
Odmiana zagadnienia odwrotnego jest poszukiwanie brzegu obszaru D, na ktérym za-
dane zostaly warunki brzegowe, tak aby rozwigzanie bylo réwne zatozonemu. Zagadnienia
odwrotne byly tematem nielicznych prac [2]. Czeéciej rozwiazywano problemy pokrewne,
a mianowicie zadania syntezy pdol magnetycznych [3, 4]. Polegaja one na wyznaczeniu,
dla zadanego rozwiazania, prawej strony réwnania Poissona.

Praktyczne znaczenie zagadnief odwrotnych jest bardzo duze. Konstrukeji wytwa-
rzajacych pola o zadanym rozkladzie poszukuJe si¢ w szeregu dziedzin techniki [5, 6]
i fizyki stosowanej [2].

Van der Merve [2] zastosowal do rozwiazania zagadnienia odwrotnego dla réwnania
Laplace’a w ukladzie cylindrycznym szeregi Fouriera-Bessela. Metoda taka pozwolila
dla zadanego rozwiazania na osi znaleZé rozwiazanie w jej otoczeniu. Uzyskane wyniki
maja duze znaczenie w optyce elektronowej. Metoda Fouriera-Bessela posiada istotna
wade. Mianowicie pozwala przeprowadzaé syntezg za pomocg warunkoéw brzegowych
w obszarach nieograniczonych. W praktyce czeéciej przeprowadza si¢ syntezg pola w ob-
szarach ograniczonych. Metoda opisana w pracy pozwoli rozwiazaé zagadnienie odwrotne
przy zalozeniu, Zze brzeg I" obszaru D, na ktérym zadaje si¢ warunki brzegowe, jest ogra-
niczony.

2. ODWROTNE ZAGADNIENIE DIRICHLETA DLA ROWNANIA LAPLACE’A

Nféch dany bedzie obszar D, < R", oraz obszar D < R", D, = D, ograniczony brze-
giem X. Rozwigzaniem réwnania (1) w D, jest potencjal warstwy pojedynczej [7]

e = | w(Q)E(P,Q)dS, PeDy, QeX, ©)
edzie [8]: ,
E(P,Q)=7P15—2— da n>2,
E(P, Q) = 7'11’0 dla n=2.

Jedli znana jest gesto§é powierzchniowa w(Q), rownanie (3) pozwala rozwigzaé za-
gadnienie proste dla réwnania Laplace’a w obszarze D,. Traktujac natomiast V(P) jako
dana, a poszukujac u(Q) rozwiazuje si¢ zagadnienie odwrotne. Po znalezieniu u(Q) znalezé
mozna rozklad potencjalu na powierzchni X, W tym celu nalezy powtdrnie wykorzystac
wzér (3), lecz biorac P e Z. Otrzymuje si¢ wige, dla zadanego rozwigzania réwnania
Laplace’a, warunek brzegowy na powierzchni X. A wigc w ten sposéb rozwigzane zostato
odwrotne zagadnienie Dirichleta.

W szczegdlnosei dla ukladu plaskoréwnolegltego, gdy obszar D, lezy na plaszczyZnie
y=20

= {(xay); y =0/\xe(—a,a)},
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a brzeg X obszaru D jest dany zaleznoScia .
={yy= f(x) xe( a, a)}

wzér (3) mozna sprowadzi¢ do

- 1
W@f}£M®m = @
Potegcjal na krzywej y = f(x), po Wyznaczeniu 1(s), okresla¢ bedzie wzér
a. . 1 - :
V(x) = 1 - ds. o 5
(x) _[aM(S) n e TS S, ®)

W sposéb analogiczny jak synteze rozwiazania przeprowadza sig synteze jego pocho-

- dnych. Sytuacje ulatwia fakt, iz pochodna potencjatu (3) mozZna. obhczyc przez rézniczko-~

wanie pod znakiem caiki [8].
W praktyce zagadnienia odwrotne rozwigzuje sig¢ bardzo czesto w ukladach symetrycz-
nych. Np. dla przypadku plaskoréwnoleglego ;
. . 2 = ’leu 22: .
Zi={y=fx), xe(-a,a)}, ©
Z,={y;y=—=fx), xe(-a,a)}.
W takim przypadku dopuscié mozna symetrie lub antysymetri¢ rozwiazania. Jeli roz-
wigzanie jest symetryczne, wowczas ‘
#1(8) = pa(s) = p(s),
gdzie u,(s) — gestodé na powierzchni X, a u,(s) —na powierzchni 2.
Na powierzchni y = 0, przy takim zaloZeniu, pochodna normalna rozwiazania jest
réwna zeru. Mozna wigc przeprowadzaé synteze potencjatu lub jego pochodnej wzgledem

osi x

) = [ e L g
) f”mnyaiﬁiﬁﬁi“’ - (72)

aV(x) f
. ,u(s) 7265 +(x— s)z (7b)
Podobnie zakladajac rozwiazanie antysymetryczne
() = —pa(s) = p(s),
otrzymuje sig réwnanie‘ dla pochodnej normalnej
_ 8V(x) f p(s)ds
) = PO+G—F ©

PotenCJal oraz jego pochodna styczna sa w ukladzie antysymetrycznym réwne zeru dla
=0, .
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Réwnania (3), (4), (5), (7) i (8) sa calkowymi réwnaniami Fredholma I rodzaju. Réw-
nania takie s zagadnieniami Zle uwarunkowanymi w sensie Hadamarda, dlatego do ich
rozwigzania nalezy zastosowaé metodg regularyzacji [9, 10, 3, 5.

3. POSZUKIWANIE POWIERZCHNI PRZY ZADANYCH WARUNKACH BRZEGOWYCH

Przy syntezie pol elektromagnetycznych metoda podana w p. 2 jest niewygodna,
poniewaZ powierzchnie, na ktérych zadaje si¢ warunki brzegowe, sa najczeéciej powierzch-
niami ekwipotencjalnymi. W polach elektrostatycznych i przeplywowych pradéw stalych
sg to powloki przewodzace, a w magnetostatyce — ferromagnetyczne. Realizowanie
zmiennej wartosci potencjatu na takiej powierzchni powoduje koniecznoéé jej dzielenia
i oddzielnego zasilania. Dlatego duze znaczenie moze mie¢ rozwigzanie nastgpujacego
problemu odwrotnego.

Znalezé brzeg X obszaru D, na ktérym zadany zostal warunek brzegowy

V(P) = V, =const, Pel, 9

aby w obszarze D, = D rozwigzanie réwnania Laplace’a bylo réwne zadanemu.

Problem ten mozZna rozwiazaé¢ wykorzystujac rozwigzanie zadania poprzedniego.
Znajgc rozklad gestosei u(Q) na brzegu X obszaru D okre$lié mozna w otoczeniu obszaru
D, rozkiad linii ekwipotencjalnych. Dowolna z nich spelnia postawione wymagania.
Szybciej jednak prowadzi do celu metoda bezposrednia. Polega ona na wyznaczeniu X
z vkladu réwnan

V(P) = [ W(QEP, Q)dS, PeD,, Qe
- (10)
Vo= [ MQER, 0)dS, ReZ. ‘

pH

Przypadki szczeg6lne w ukiadzie plaskoréwnoleglym wyprowadza sig¢ podobnie jak w p. 2.
Dla przykladu, przy syntezie pochodnej normalnej rozwigzania na odcinku (—a, @)
plaszczyzny y = 0 w ukladzie antysymetrycznym uklad réwnafi (10) sprowadza sie do:

_ aV(x) w(s)f(s)

e(x) = f )1 (5 —5) ds, (11a)
T =5+ )G

s _faﬂ(s)ln G2+ IO —fOF (11e)

Rozpatrywany problem odwrotny sprowadza si¢ wigc do rozwiazania ukladu réwnan
catkowych I rodzaju z niewiadomymi f{(s) i #(8); e(x) oraz V, sa wielkosciami znanymi.
Otrzymane réwnania sa réwnaniami liniowymi ze wzgledu na u(s) oraz nieliniowymi
ze wzgledu na f(s). Ich rozwiazanie jest mozliwe badZ to metoda iteracyjna oparta na
linearyzacji i regularyzacji [11], badz modyfikacja klasycznej metody iteracyjnej [12].
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4. PRZYKEAD ROZWIAZANIA ODWROTNEGO ZAGADNIENIA DIRICHLETA

Réwnanie (8) rozwigzane zostato, metoda réznic skoniczonych, dla nastepujacych da-
nych: f(s) = 1,0, e(x) = 1,0, a = 1,0. Ze wzgledu na parzystos¢ e(x), u(s) bedzie réwniez
funkcja parzysta, wobec czego réwnanie (8) mozna zapisa¢ w postaci

T 1
e(x) = ofl 1+(x—s)? + 14+ (x+5)? ],u(s)ds. (8a)

Z powodu zlego uwarunkowania konieczna jest regularyzacja réwnania (8a). Stosujac
" metode podang przez Lawrentiewa [9] oraz dokonujac catkowania przyblizonego wediug
' wzoru Simpsona, otrzymuje si¢ uklad réwnan liniowych

N

- 1 1 )
2 | T * TG | Mo = 10 (42
j=1,...,N,
gdzie: .
s; = (i—0,5)h,
x; = (j—0,5)h,
h =alN.
Jesli natomiast wykorzysta¢ metode Tichonowa [10], otrzymuje sig
N
s —2u(s;)+ p(s;—
_a[ #(8+1) /2(21) #(sj-1) —y(s,)]+ZLu,u(si)h =b,, (13)
=1
; N N
Lij = ZKuszh, bj = ZKijh,
=1 i=1
X 1 1

B T4 (e —s0)? + T+ (x;+5)
Parametr « wystepujacy w obu rownaniach jest tzw. parametrem regularyzacji. Jego war-
to§é wyznacza si¢ metodg iteracyjna [10, 4].

Rozwigzania réwnan (12) i (13) dla N = 50 zestawiono w tabl. 1. W wielu punktach
wartosci u(s;) sa réwne zeru. Dla metody Tichonowa rézne od zera sa jedynie u(s,) oraz
u(ss0). Rozwigzania zerowe w tabl. 1 pominigto.

Warto$¢é parametru regularyzacji przy zastosowaniu metody Tichonowa moze by¢
réwna zeru. Dla metody Eawrentiewa najwigksza dokladno$é uzyskuje si¢ dla « = 102,
Zmniejszanie « ponizej tej wartosci prowadzi do niestabilnoéci obliczen. Zwigkszanie —
powoduJe pogorszenie dokladnosci wynikéw (rys. 1).

Otrzymane wyniki, w celu ich sprawdzenia, podstawiono do réwnania (8a). Procento-
w3 odchytke uzyskanych w ten sposéb funkcji e(x) od zadanej wartosci e,(x) = 1,0

b(x) =i(f)—(—e)°-@ 100%, (14




. Tablica 1
Wyniki rozwigzania réwnania (8a)

Metoda Metoda
XLawrentiewa . . Tichonowa
i s s
1 8,400 7,735
14 —6,460 —_—
157 —5497 —_
16 —2,227 —
17 —3,024 —
18 —4,892 —
19 —-3,100 —
20 7,593 —
21 6,132 —
2 7,208 —
29 39,162 —_
35 17,574 —
36 8,859 —
37 11,624 —_
40 —91,562 JR—
41 —29,136 —
43 —6,380 —_
44 —18,646 - —
50 108,827 33,939
10
?0 | 7 2| a=1g2 ><~= 701:=10"
. B=max b{x) + min b (x) / 0 0 / -

d N
L xe(o) x<(gq) w =G 0,5‘/\<3 10
a=107% /

> - S
O
<
I
~
.
—_—
1 t
Do <
S S
/ — s
]

20
‘ 7 o T
0 \_/ .

. ] _ .

8 7 6 . 4 3 2 60 _ - :
Rys. 1. Maksymalna procentowa odchylka Rys. 2. Odchylka rozwigzafi zagadnienia
rozwigzafh uzyskanych metodami Eawrentie- odwrotnego uzyskanych metoda Eawrentie-
wa (L) i Tichonowa (7) od rozwigzania wa. od rozwigzania zaloZonego

zalozonego '

[662]
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dla wynikéw przedstawionych w tabl. 1 i innych (dla réznych wartosci &) pokazano na

Tys. 2113 Biorac pod uwage dokladno$¢ uzyskanych wynikéw, zdecydowana przewage
' ma metoda Lawrentiewa. Daje ona dokladnos¢ wynikéw rzedu 0,29, podczas gdy me-
* toda Tichonowa ok. 3,5%.

Znajomos¢ gestosci u(x) pozwala na wyznaczenie potencjalu ¥(x) na rozpatrywanej
powierzchni. Nalezy si¢ w tym celu postuzyé wzorem

Ve = f uom ]/ L= S)2+S‘)‘1£§ffs§)f+4] ds. a3
”
% a=7oj{ —X\

0 e~

T‘Z" ' \\ \7\0

b(x)~20 \
-30 : \ \

I

—50

i

~70

)A( e
Rys. 3. Odchylka rozwigzahn zagadnienia odwrotnego
od rozwigzania zalozonego dla metody Tichonowa

Funkcja podcatkowa we wzorze (15) zawiera osobliwo$¢ dla x = s. Dlatego catkowanie
we wzorze (15) wedlug metody Simpsona odbywa si¢ zgodnie z zalezno$cia

N
V(x) = 2 u(si){ln]/ [(x—s) ?xﬂg“j-s‘) +4] +A}h, (16)
i=1
gdzie:
h = a|N,
4o In xisi gdy x # sy,

1—1n0,5h gdy x=s.
Dla rozwiazan podanych w tabl. 1 rozklady potencjatu na plaszczyznie y = 1,0 po-
kazane zostaly na rys. 4.
Roéwnanie (12) rozwiazane zostalo réwniez dla innych wartosci N. Maksymalna pro-
centowa odchytke :

B = max b(x)— min b(x) ' | . an
xe(0, b) xe(0,d) - :

~ dla kilku wartoéci N zaprezentowano na rys. 5. Zwigkszanie N powyZej 10 jest niecelowe,

| poniewaZz nie przynosi to poprawy wynikow.
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a) b)
10 50
, \
40
¢ -4

a1
b

|
107 (N
y o= A /
: / a=12 v =1

eI G = ) A 0=,
e ez

Vix) \~3\/
T s s W 4
2 i/
i/ 0 7 4 g6 18 W
- I Y —
|
% /

X ——

Rys. 4. Wykresy potencjaléw na powierzchni y = 1,0
a — metoda Lawrentiewa, b — metoda Tichonowa

w ¢

o - =

| \fj\(l |
0 35 10 B W 30 0 70

N ——

Rys. 5. Wartoéci maksymalnej procentowej odchyiki dla réznych N

5. PRZYKEAD ZAGADNIENIA ODWROTNEGO Z NIEWIADOMYM ROWNANIEM
POWIERZCHNI, NA KTOREJ ZADANY ZOSTAL ROZKEAD POTENCJALU

Uklad réwnan (11) réwniez rozwiazany zostanie metoda réznic skoficzonych. Ze wzglg-
du na pu(s) oba réwnania sa liniowe; wobec tego zastosowaé mozna metode podang
w p. 4. Ze wzglgdu na f(s) réwnania (11) sq réwnaniami nieliniowymi. Do rozwigzania
nieliniowego réwnania I rodzaju

gx)=0 : (18)
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zastosowa¢ mozna odmiang klasycznej metody iteracyjnej [12]

Xnt1 = xn+ﬁg(xn)' (19)
Metoda ta r6zni si¢ od tradycyjnie stosowanej wartoécia parametru S. 'Jego warto$¢ nie
moze by¢ zbyt duza, ze wzgledu na mozliwosé niestabilnosci obliczen. Dla calkowego
réwnania Fredholma I rodzaju maksymalnq warto$é B oszacowano w zaleznosci od war-
tosci wlasnych jadra catkowego [12]. Dla réwnan nieliniowych znalezienie takiego osza-

# /

18 : V )
16 //3 \\ ' '3
= =N

Mf;)@ ,—\_:V\M
Nl AN
‘ \

0 I 7 96 08 7 :
X —— —
Rys. 6. ROwnania powierzchni bedace roz- .. Rys. 7. Procentowa odchytka rozwiazan
wiagzaniem odwrotnego zagadnienia Laplace’a : . Z'rys. 6

przy zalozeniu V(x) = V, = const
krzywa I: § = 1,0, L = 20, K = 50, F = 2,5; krzywa
2: =05 L=30, K=30, F=50; krzywa 3:
8=05,L=20,K=50,F=2,5; krzywa 4: § = 0,5,
L =20, K = 50, F = 5,0; krzywa 5: § = 0,5, L = 20,
K =40, F = 5,0

22

20— 5 ,

18 \\Eo =08 ' « /\
4

N
f(X)72 \\ X/ T

3 /
=" NN 8
o — AN
g AN 2 S
) NN /
=12 1"
4 = 1
5 ]
0 02 09 76 08 10 0 g2 04 96 08 10 2
N— . & — =
Rys. 8. Réwnania powierzchni dla réznych ¢, Rys 9. Wartosci maksymalnej procentowej odchylki

dla rozwiazah z rys. 7

4 Rozprawy Elektrotechniczne
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cowania jest problemem bardzo trudnym, dlatego wartos¢ B znajdowano metoda
prob.

" Uktad réwnan (11) rozwigzano metodq 1tera031 Zakladajqc znajomosc n-tego przy-
blizenia funkcji f;(s), n+1 przyblizenie w,.,(s) wyznacza si¢ z (11b), a nastepnie
For1(® z_,(lila). Jako zerowe przybliZzenie f,,(s) przyjmowano funkcje stala

f.(s) = F = const.

Wyniki obhczen dla e,(x) = 1,0 = const, ¥, = 10, N = 10i a = 1,0 oraz dla roznych K
(ilosci iteracji przy rozwigzywaniu réwnania (19)), L (iloci iteracji przy rozwigzywanin
ukladu réwnan (11)), Fi § zestawiono na rys 6. Rozwiazania dla réznych L, Ki F réznia
si¢ znacznie migdzy soba. Wszystkie spelniaja jednak uklad réwnan (11) z podobna
dokfadnoscia (rys. 7).

Wiyniki dla innych wartosci e,(x) oraz maksymalna procentowa odchytke uzyskanych
wynikéw od rozwiazania zalozonego pokazano na rys. 8 1 9.

6. 0 PEWNYM PROBLEMIE ODWROTNYM Z NIEWIADOMYM ROWNANIEM POWIERZCHNI

W wielu dziedzinach techniki duze znaczenie ma rozwigzanie problemu nastgpujacego:
znale?é réwnanie powierzchni, na ktérej potencjat V(x) i gestosé u(x) sa funkcjami zada-
nymi. Zadanie to w antysymetrycznym ukifadzie plaskoréwnoleglym sprowadza si¢g do
rozwiazania réwnania

(x—s)2+[f<x)+f(s)12" N
Ve = f tn — U —fer MO% @

z niewiadomag f(x).

g5
04
o =00}
03
) /
i 0,2 /=08 /
: : o 2725
=/5

0 G2 g4 @b 08 0

X —

. Rys. 10 Rownama powierzchni, na ktorych dla V(») =
: =V,=10,0 pux) =
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Problem taki wystepuje migdzy innymi w technice wysokich napigé, przy konstrukeji
elektrod do badania diélektrykéw [13]. Aby natezenie pola elektrycznego na powierzchni
elektrod byto mozliwie jednakowe, stosuje sie elektrody o odpowiednim ksztalcie tzw.
profil Rogowskiego Iub elektrody Bruce’a [14]. Jednorodnos$¢ natezenia pola mozna
zapewni¢ przez jednorodno$é- gestosci powierzchniowej ladunku, a wiec rozwiazujac
rownanie (20) profil Rogowskiego wyznaczyé mozna w spos6b $cisty. Wyniki rozwiazania
réwnania (20)dla a = 1,0, N = 20, ¥, = 10,0 = const oraz réznych u(s) = u, = const,
uzyskane metodag iteracyjna (19) pokazano na rys. 10. Rozwigzania te spelniaja réwnanie
(20) z bardzo duza dokladnoscia (wyzsza od 10-3 %)),

7. ZAKONCZENIE

Opisana metoda rozwigzywania zagadnief odwrotnych moze znalezé zastosowanie
wszedzie tam, gdzie zjawiska sa opisywane réwnaniami Laplace’a. W teorii pola elektro-
magnetycznego mozna ja zastosowaé do syntezy pol elektrostatycznych, przeptywowych
i magnetostatycznych. W analogiczny sposéb rozwigzuje si¢ problemy bardziej ogdlne
niz przyktady podane w pracy, a wigc przy .dowolnych powierzchniach X i w obszarach
tréjwymiarowych. » :

W pracy nie poruszano zagadnienia istnienia rozwiazania zagadnienia odwrotnego
dla réwnania Laplace’a. Z technicznego punktu widzenia nie ma to istotnego znaczenia.
Jesli bowiem nawet rozwiazanie w sensie $cistym. nie istnieje, poszukuje si¢ quasi-rozwia-
zania, tzn. clementu spehliajacego réwnanie z mozliwie najwigksza dokladnoscia. Po-
szukiwanie quasi-roZWiqzaniai' moze byé problemem‘ wieloznacznym. Wyniki obliczeri
uzyskane réznymi metodami, lub nawet ta samq metoda, ale dla odmiennych zalozeri np.
co do dokladnoéci obliczefi, moga sie znacznie réznié miedzy soba. W zastosowaniach
wystarcza znalezienie jednego, dowolnego, z wielu istniejacych quasi-rozwigzan.
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K. ADAMIAK

REVERSE EDGE PROBLEMS OF DIRICHLET TYPE FOR LAPLACE
EQUATION

Summray

The paper presents a method of potential field synthesis. The necessary field distribution is obtained
by appropriately selecting the values of field in the area assumed. The problem can be reduced to solving
a Fredholm integral equation of the first type or a set of intégral equations. The results of numerical
calculations of several examples in a plano-parallel arrangement are presented. The calculations were
performed by means of the regularization and iterative methods. :

K. ADAMIAK

. PROBLEMES DES LIMITES INVERSES DU TYPE DE DIRICHLET
POUR L’EQUATION DE LAPLACE

Résumé

Dans le travail on a donné la méthode de synthése des champs potentiels. On obtient la répartition
du champ demandée en choisissant de la maniére adéquate les valeurs du potentiel du champ sur la surface
admise. Le probléme se réduit 4 la résolution de I’équation intégrale de Fredholm du premier genre ou
a celle du systéme des équations intégrales. On a présenté les réseltats des calculs numériques de quelques
exemples du systéme plat-paralléle. Les calculs ont été faits par méthode de régularisation et méthodes
itératives. : ) B ) ’ :

. , K. ADAMIAK o
REZIPROKES RANDPROBLEM DIRICHLET-TYPS FUR LAPLACE-GLEICHUNGEN

Zusammenfassung

Es wurde die Synthesenmethode fiir Potentialfelder dargestellt. Die gewiinschte Feldverteilung auf
einer bestimmten Fliche wird dadurch errichtet, daB in, einer: entsprechenden Weise die Potentialwerte
des Feldes auf der gegebenen Fliche zusammengestellt werden. Das Problem.reduziert -sich zur Losung
der Fremdholm I-Differentialrechnung der Art bzw. des Differentialrechungssystems. Die Ergebnisse
numerischer Berechnungen einiger Beispiele in flach-paralleler Anordnung wurden gebracht. Die Berech-
nungen wurden mittels der Regularisationsmethode und den Tterationsmethoden durchgefiihrt. |
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K. ATAMSK
OBPATHAS KPAEBASI SATAYA THIIA OUPUXIIE OJII YPABHEHUWA JIATIJIACCA

Pesmome

IlpuBenen MeTOR CHHTEsa IOTCHHUATBHBLIX MoJlelt. 3afaHHOE pacipefeleHue HOJs B HEKOTOPOI
001aCTH HOJIyJIAETCA IYTEM COOTBETCTBYIOIIEro MOAGOpa 3HAUYEHWH HOTEHLMATOB IIOMA Ha TIPHHATOM
TIOBEpPXHOCTH. BONpOC CBOIMTCA K PEICHMIO MHTErPATIBHOTO YPaBHEHHA (DPEeArobTa IEpBOTO IOPAIKA

' WM CHCTEMBI MHTETrPajBHBLIX YpaBHEHHIE, IIpencraBnenr! pesynbTaThI WMCIOBLIX PACYETOB HECKOJBKHX
TIpUMEPOB B ILIOCKOIRPAJJIENBHOH cHCTeMe. PacueTs! NpoBeAeHB! PeryJIIpH3alUHHLIMA H HTEPAI[MOH-

HbBIMA METOOaMH.
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Algorytm sterowania dyskretnego uktadem Leonarda

KRZYSZTOF MIACZYNSKI (KRAKOW)

Akademia Gérniczo-Hutnicza

Otrzymano 19.7,1979

W artykule przedstawiono koncepcje bezposredniego sterowania cyfrowego rozruchem
i nawrotem ukladu Leonarda ze wzbudzeniem przeksztattnikowym. Stwierdzono, ze dla na-
pedu tego typu moze okazaé si¢ wystarczajacy linowy algorytm dzialania regulatora pred-
koéci. Zaproponowany algorytm nalezy do klasy dajacych przebiegi przejéciowe o skof-
czonym czasie trwania i zerowym bledzie ustalonym zadanej predkosci. Pokazano, Ze za-
‘réwno maksymalna pochodna jak i pulsacja pradu rozruchowego mieszcza si¢ w dopusz-
czalnych granicach. Przedyskutowano ogélnie stosowane metody realizacji dyskretnej
transmitancji regulatora. . '

1. WSTEP

i Zagadnienie sterowania dyskretnego s11n1klem pradu stalego nie jest zagadnlemem

nowym, lecz w wigkszosci przypadkéw rozwazano serwomechanizmy lub napedy bardzo

\malej mocy, co w istotny sposdb rzutowalo na wybdr algorytmu regulatora. W rozwa-

\zanym przypadku przyjeto naped o cechach charakterystycznych ukladu Leonarda srednlej -

mocy.

~ Rozwazania przeprowadzono przy nast@pumcych zalozenlach (

1) przyjeto liniowy model ukladu napgdowego o rzeczywistych wartosciach wlasnych,

2) wzbudzenie generatora zasila nawrotny uklad przeksztaltnikowy, sterowany poprzez
czton liniaryzujacy charakterystyke przeksztaltnika w przedziale- stosowanych napieé

 wzbudzenia,

3) pomlnlgto _opdznienie przeksztattnika, traktujac go jako czlon proporCJonalny,

4) na wyjsciu regulatora cyfrowego znajduje si¢ ekstrapolator rzedu ZErowego.

Pozostale zatozenia, celem skupienia uwagi, zamieszezono w dalszym tekicie. Zadanlem

jest wyznaczenie regulatora cyfrowego zapewniajacego mozliwie szybkle os1qgn1Q01e

zadanej predkoséci od stanu zerowego, badz nawrdt od predkosci ustalonej. Uwzglednione

przy tym winny by¢é ograniczenia zwigzane z predkoscia narastania oraz maksymalna

%wartos’ciac pradu twornika. Ponadto przyjeto, ze rozruch (lub nawrét) odbywa si¢ bez

obciazenia. Obliczenia przeprowadzono -dla” modelu W ukladzié jednostek wzglednych.
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2. UKELAD JEDNOSTEK I WIELKOSCI WZGLEDNYCH

Przyjety uklad jednostek: '
jednostka napiecia Uy — napigcie znamionowe silnika,

jednostka pradu Iy — prad znamionowy silnika,
jednostka predkosci woy — predkosé biegu luzem silnika przy napigciu znamionowym,
jednostka czasu B —elektromechaniczna stala czasu ukladu Leonarda, okre§lona
) : R
jako B =1J =z

s

Wielkosci wzgledne:

Y= — predkosé silnika,
WonN
I -
i = — —prad silnika,
Iy
e, = 5‘; — sita elektromotoryczna . generatora,
X, = j2i i — sygnal przetwornika pradu (H jest wspblczynnikiem wzmocnienia
N .
przetwornika),’
p=- — moment mechaniczny (cs jest stala silnika),
s*N
RI>, . . . . .
= UN — uogdlniona rezystancja obwodu twornika (R jest rzeczywista re-
N
zystancja uogdlniona),
t
T = 5 —ozas wzgledny,
Xy = C—Ow—;—‘-’— = y — sygnal przetwornika predkosci (kr, jest wspotczynnikiem wzmocnie-
ON™Tg
nia przetwornika predkosci).
U, = F:— — napigcie wzbudzenia generatora,
. L,r .
i, = {JNW — prad wzbudzenia generatora,
Ug = U_:, — napiecie sterujace ukladu zasilajacego wzbudzenia generatora,
k, = " ;N — wspolczynnik wzmocnienia napigciowego generatora,
wiwN .
k, — wspélezynnik wzmocnienia ukladu zasilajacego wzbudzenie gene-

ratora,

B . . . .
p=p odwrotno$¢ wzglednej stalej czasowej generatoera,
g
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— odwrotno$¢ wzglednej elektromagnetycznej stalej czasévs}cj obwodu

q= T,
gléwnego, _
r, — rezystancja rzeczywista obwodu wzbudzenia generatora.

3. DYSKRETNY MODEL UKEADU

Przy tak przyjetym ukladzie wielkosci wzglednych otrzymamy nastepujacy zespot
réwnan stanu czgsci ciaglej rozwazanego systemu dynamicznego:

i -p, 0O, 0 T iw p, O Uy
561 = _g—kwv _q9 - % | X1 +- 03 0 s (1)
v 0, o 0 y 0, —p U

y=7,

lub w postaci zwartej:
x=Fx+G-u,

y=C-x. @

W réwnaniach tych nie uwzgledniono wzmocnienia przeksztattnika, co wobec zaloze-
nia 3 jest bez znaczenia, bowiem uzyskane napigcie wzbudzenia nalezy tylko podzielié
przez k, dla uzyskania napigé sterujacych. '

W dalszym ciggu zrezygnowano z prowadzenia obliczefi na liczbach ogdlnych, wpro-
wadzajac dane liczbowe rzeczywistego ukladu napedowego. Na podstawie danych zna-
mionowych napedu, ktérych tutaj nie zamieszczono, mamy:

p=1009;, g=45; p=0048; k,=6,1385.
Wartodci wlasne wynosza: ‘
8 = —i; = =1,5; s, = —A,=-30; s3=—-p= ~0,09.

Uklad réwnan (1) poddano dyskretyzacji wyznaczajac macierz fundamentalng roz-
wiazaf ef?, skad

T
x(k+1) = ETx(k)+ Of AeF(T-@GdEu(k), &

y(&) = C- x(k).

Nalezy jednak zwréceié uwage na pewien znamienny fakt. O ile oczywiste jest zastoso-
wanie ekstrapolacji rzgdu zerowego odnosnie sygnalu sterujacego u,,, o tyle wyznaczenie
modelu dyskretnego przy zerowej ekstrapolacji momentu obcigzajgcego ma sens tylko dla
momentow statych lub o bardzo malej pochodnej. Przy zmiennym momencie popelniony
blad moze by¢ zbyt duzy, a wyniki obliczen moga znacznie rézni¢ si¢ od przebiegdw rze-
czywistych.

Nalezatloby wyznaczy¢ model stosujac dla momentéw interpolacje (jezeli przbieg mo-
mentu jest znany a priori) lub ekstrapolacje rzedu pierwszego. W rozwazanym przypadku
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rozpatruje si¢ jednak uklad nieobcigzony (lub z bardzo niewielkim momentem statym,
praktycznie rdwnym zeru). Okres prébkowania ustalono droga préb, przyjmujac 7 = 1
(czyli w czasie rzeczywistym = B). :

Uzasadnienie tego wyboru zostanie podane dale_] Nie wyklucza sig przy tym krotszego
okresu prébkowania, np. T = 0,5, jednak dla tego rodzaju uktadu wydaje si¢ to niecelowe,
prowadzi bowiem do znacznych napigé forsujacych wzbudzenie, za$ zysk czasowy na
caloéci przebiegu jest niewielki. Przy powyZzszych zaloZeniach uzyskano:

i, (k+1) 0,91393, 0,0, 0,0 i, ()

x,(k+1) | = [ 59,84078, —0,12356, —10,83394 || x,(R) |+

v(k+1) 3,55367,  0,00555,  0,39647 | | »(k)
0,08607, 0,0 1 (K)

+]6,66289, - 0,60353 . ' @)
0 15106 —0,03452 | | (k) ‘ ’

co w postaci ogolneJ zaplszemy v

x(k+1) = Ax(k)+ [by, by]Ju(k) ; ®)
pomijajac kolumne b, zgodnie z zalozeniem o u = 0 i transformujac réwnanie (5) otrzy-
mamy réwnanie T
| x(z) = (ZI—A)"'bu,(2), ©) |
z ktérego uzyskamy transmitancje wspétrzednych stanu, ze wzgledu na sterowanie u,(2)- |
W badanym przypadku otrzymamy:
z71(141,40290z71) (1+0,07316z1)

- Gnl®) = 015106 5 51305,70) (10,0204 ) (1 —0,00097-) ©
z71(1—z71) (140,21698271) '
= 2 2
Genl®) = 686289 75573031y (1=0.22294 1) (1 ~0,049972°7) ’ ®)
z71 '

Giwu(Z) = 0,08607 T‘:W . (9)

4. OGOLNE ZASADY SYNTEZY REGULATORA

. Transmitancje (7), (8) i (9) stanowia punkt wyjéciowy dla syntezy dyskretnego regula-
tora predkosci D(z). Jako rozwigzanie zadania proponuje si¢ nieco zmodyfikowana wersje
algorytmu, z klasy dajacych przebiegi przejéciowe o skoficzonym czasie trwania [1, 2, 3].
Transmitancja ukladu zamkm@tego jest wowcezas wielomianem [1, 2, 3] '

K() = Zakz — o

za$
N-1

yInTl= D' aol(n—k) T, - | (11)

k=0
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gdzie:
y[nT]— wielko$¢ wyjsciowa,
o[(n—k)T] — wielkosé sterujaca, ‘
N—1—Iliczba ,,przesztych’” wartoéci sygnalu sterujacego v[kT], od ktorych,
jak i od aktualnych sygnatéw o[nT], zalezy wielko$é wyjsciowa.
Jezeli przy tym '

2

-1
ak = 1, (12)

e
Il
=]

‘ to otrzymamy zerowy uchyb ustalony odpowiedzi skokowej. Innymi stowy, uklady o takich
transmitancjach posiadaja tzw. ,,skoficzong pamig¢” [3]. Sa one stabilne ze wzgledu na
“brak biegunéw, lub raczej ze wzgledu na wszystkie bieguny réwne zeru, jezeli przyjmiemy

K@) = XO7

Algorytmy -tego typu.sa niewygodne w realizacji przy duzej liczbie. okreséw: probko-
wania w czasie przebiegu przejéciowego, tj. dla ukladéw wysokiego rzedu. Natomiast
w przypadku uktadow tak niskiego rzgdu, jak omawiany, algorytm nie obcigza nadmiernie
cyfrowego urzadzenia liczacego.- )

Zaleta takiej koncepcji sterowania jest mozliwo$é uzyskania pozadanych standw
uktadu po m okresach probkowania, gdzie m jest rzedem ukladu. Wymagane jest przy tym
dysponowanie dokladnym, dobrze zidentyfikowanym modelem. sterowanego ukladu dy-
-namicznego. Wydaje si¢ jednak, ze w przypadku ukladu Leonarda, postulat ten moze
byc spelniony z dostateczng dokladnoscia.

Przyjeto, ze wzgledu na duzy stosunek %’, 7ze sygnal zadajacy genérowany przez

EMC winien by¢ dyskretnym odpowiednikiem kombinacji funkcji liniowych i skokowych,
przy czym te ostatnie stanowig tylko niezbedne uzupelnienia o niewielkiej amplitudzie.
W odréznieniu od rozpowszechnionej .dla ukladéw ciaglych metody sterowania za po-
moca regulatoréw pradu i predkosei, zaklada si¢ jedynie sprzgzenie predkosciowe. Sprze-
zeniu pradowemu moznaby przeznaczyé role zabezpieczenia. lub korekcji co j_ednak nie
jest przedmiotem rozwazan w niniejszym artykule.

W wyniku takich zatozeni otrzymamy strukture ukladu, jak na rys. 1 lub Tys. 2 gdzie
pokazano uklad po dyskretyzacji. Na rysunkach tych oznaczono:

E°(s) — sktrapolator rzedu zerowego,

G,(s). — transmitancja predkos$é/napiecie wzbudzenia generatora ukladu ciaglego,

pozostale oznaczenia podano uprzednio..

Rys. 1. Schemat blokowy sterowanego dyskretnie ukiadu Leonarda
D(z) — dyskretny regulator predkosci, E°(.g) — ekstrapolator rzedu zerowego
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Rys. 2. Schemat blokowy sterowanego dyskretnie ukladu Leonarda w postaci zdyskretyzowanej

Na podstawie schematu z rys. 2 napiszemy

D(2) G,u(2)

KO = 5066, a

gdzie transmitancja G,,(z) wyznaczona jest z uwzglednieniém ekstrapolatora rzedu zero-
wego. Stad

1 K(z)

PO 6@ Tk “

Pozwala to wyznaczyé D(z), jezeli zalozy sie K(z). Wybér K(z) nie moze byé zupeinie

dowolny [1, 3], lecz musi spetnia¢ pewne warunki, pominigcie ktérych mogloby dopro-

wadzi¢ do fizycznie nierealizowalnej transmitancji D[z], tj. takiej, w ktorej przy dodatnich

potegach z stopien licznika przewyzsza stopieri mianownika. Warunki te wedtug [1, 3]

sa nastepujace: .

1) jezZeli obiekt zawiera opdznienie z~%, to musi ono wystapié¢ w transmitancji K(z) ukladu
zamknigtego (nie moze byé skompensowane przez fizycznie realizowalna transmitan-
cje D(2)),

2) jezeli G,,(z) zawiera zera lezace na zewnatrz kola jednostkowego, to musza one wy-
stapi¢ jako zera w K(z2),

3) bieguny G,,(2) lezace na zewnatrz kota jednostkowego muszg wystapié jako zera w tran-
smitancji 1—K(z),

4) jezeli uklad zamkniety ma mie¢ zerowy uchyb ustalony na wymuszenie v(f) = t9
(gdzie ¢ — liczba calkowita), to transmitancja 1—K(z) musi zawiera¢ czynnik
(1 — Z—l)q+ 1.

Niespetnienie punktéw 2 i 3 moze prowadzié do niestabilnosci ukladu. Projektowa-
nie ukladu ze wzgledu na przebieg przejéciowy o skonczonym czasie trwania wymaga
zaloZenia transmitancji zgodnie z zaleznoscia (10).

Na to, aby efekt skoficzonego czasu przebiegu przejsciowego uzyska¢ nie tylko dla
dyskretnych chwil czasu, lecz dla catego przebiegu [1, 3] trzeba, aby:

5) wielomian K(z) zawieral wszystkie zera transmitancji G,,(2).

Jest to tzw. silna wersja syntezy na skofniczony czas przebiegu przejsciowego. Warunek

ten jest jednak niewystarczajacy. Aby mozna go bylo spelni¢ w naszym przypadku dla

sygnaiu o(t) = at, musialby w transmitancji ukladu ciaglego G,(s) istnie¢ przynajmniej
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jeden integrator. Sygnatl u,(f) jest bowiem sygnalem schodkowym, zatem przy braku
integratora musza migdzy chwilami prébkowania wystapi¢ réznice pomigdzy o(¢) a »(¢).

Z napedowego punktu widzenia pulsacje pradu i predkosci pomigdzy chwilami prébko-
wania sg bardzo niepozadane, stad wyda¢ si¢ moze watpliwe zastosowanie zapropono-
wanego algorytmu. Nalezy Jednak zwréci¢ uwage na duZa stala czasu generatora (o rzad
wieksza od okresu prébkowania), dzigki ktérej w poszczegdlnych - okresach prébkowania
uzyskamy efekt zblizony do takiego, jaki dalby integrator. Zatem naleZzy oczekiwaé, Ze
pulsacje beda niewielkie. ‘

Postgpujac wedtug wskazanych wyzej zasad, przy réwnoczesnym zalozeniu, ze pred-
ko$¢ powinna narastaé liniowo, przyjmiemy

K(z) =z Y1 +kiz i +k52z72) (ao+alz‘1), ' ‘ (15)
gdzie :
7 k2 . r k3
k2 - ?17 k3 = k_ly
zas

Loy() = 274 (kg + Koz~ ks z~2) (16)

 jest licznikiem transmitancji G,.(2).

Réwnoczesnie zalozymy i D .
1-K(z) = 1 —z7)?(1+b, 27 +by27%). 17

Wspdtezynniki ao, ay, by, by, nie znane z géry, nalezy wyznaczyé poréwnujac wspét-

- czynniki przy jednakowych potggach z transmitancji K(z), wyznaczonej w zaleznosci (15)
1 (17), a nastgpnie z zaleznosci (14) wyznaczyé transmitancje D(z).

tancja (18) zawiera czynnik:

W rozwazanym przypadku uzyskamy transmitancje typu

do+d,z7 ' +dsz7%+dsz73 +dyz™*

D(z) =
@) l4c,z7 4e,z724c3z 34 z7*

(18)

Transmitancja ta jest fizycznie realizowalna i niezbyt ztozona. Nie wprowadza ona zbyt
wielkiego obcigzenia cyfrowego urzadzenia liczacego, a wiekszo$¢ operacji zostaje doko-
nana na wartodciach ,,przeszlych® w poczatku okresu prébkowania.

Jedyna operacja, ktéra musi byé wykonana w przedZIale czasu (kT— 8, kT) pomljal-
nym w stosunku do okresu prébkowania, jest operacja dodawania aktualnej wartosci
bledu &,(k) do zawczasu wyznaczonej wartosci [u,(k)— &,(k)]. Jest to zreszta niedogod-

nos¢ wszystkich algorytméw, w ktérych wykorzystuje sie biezaca warto$é bledu. Transmi-

1-0,91393z7¢
(1—z7%)?
biegunem generatora. Przyjecie mniejszego okresu prébkowania, tj. zblizenie bieguna
do jedynki, mogloby pozwoli¢ na pewne przyblizenie upraszczajace transmitancje. Jednak-
e transmitancja (18) jest nie do przyjecia z napedowego punktu widzenia. Daje ona
mianowicie silne przeregulowanie wartoéci pradu silnika w pierwszej fazie przebiegu
przejsciowego. Jest to zrozumiate, gdyz pochodna predkosci w tej fazie musi byé wyzsza
niz pochodna sygnalu zadajacego, za ktérym silnik winien nadazaé bez bledu statycznego.

> W ktéorym z = 0,91393 jest dyskretnym.
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5. SYNTEZA ALGORYTMU STEROWANIA

Zdecydowano sig zatem na uproszczenie algorytmu sterowania, zakladajac jedynie
brak bledu ustalonego po osiagnigciu zadanej prgdkosci. Natomiast nie zrobiono zadnych
zalozefh odnoénie bledu statycznego w trakcie nadazania za liniowo narastajacym prze-
biegiem sygnalu zadajacego. Modyfikujac zatem poprzednia koncepcj¢ sterowania za-
lozymy |

K(z) = ao(z"  +kyz72+ksz73), (19)
1—-K(z) = 1=z (1 +b, z7 1+ b, z72). . (20)

Wobec rzeczywistych pierwiastkéw licznika transmitancji G,,(z) moZzemy potozyé
z2,+2, = k3, 2,2, = ks, skad otrzymamy

1, 1, 0 do 1
z,+z,, =1, 1 b, | =104. 1
z:25, 0, —=1]1b, 0
=TI
Zatem
DETI = 1+2z;+2,+2;2, # 0 U - (22)

jest warunkiem istnienia rozwiazania uktadu (21).
‘W badanym przypadku

K(z) = ao(z‘1+1,479212‘2+0_,_10287z‘3), N (23)
v DETI" = 2,58208,
w wyniku czego otrzymano

a, = 0,38728,
b, = 0,57288,
b, = 0,03983. ,

Transmitancja ukladu zamknigtego bedzie zatem
K(2) = 0,38728z71(1+1,4792127140,10287z"2) =

= 0,38728z71(1+1,40290z~*) (1+0,07316z71). 4
Na podstawie schematu (rys. 2) wyznaczamy ‘ '
(@) =g (2, o @9)
M@=M@?8un | 26)
Leu(2) L. (2)

Biorac pod uwag@ G,y(2) = otrzymamy transmltanc_lg ukla-~

Ok v..() M()

du zamknlqtego, ze wzgledu na prad

Gu@ =KD @)
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Wobec tego, ze K(z) zawiera wszystkie zera transmltanCJl G,4(2), transmltanCJa Gy deZIe
réwniez transmitancja o ,,skoniczonej pamigci”. Zatem

Gy = 17,08218271(1 —2z71) (14+0,21698z71). (28)
Mozna teraz ustali¢ wspolczynnik nachylenla «-sygnatu zadajacego, generowanego
przez cyfrowe urzadzenia liczace

z71

ftdt]=m§'

29

stad .
14+0,21698z~*

1—z-1 ?

X1 (z) = o0+ 17,082182~2 30

co ostatecznie daje ‘
%1 (2) = o« 17,08218(z724+1,2169823 +1,21698z"*+ ...). - - (30a)
Zaktadajac, Ze ,,dyskretny putap’ pradu winien. wynosw 2Iy, otrzymamy o = 0 09621
-~ skad _ L
| x,(2) = 1,64341z‘5+1,99999z‘3+1,99999z-’4+ s (30b)

wowczas
1

»(z) = (0,03726z14+0,05512z"2 +0,00383z" %)~ (1 _1)2 @D
Napigcie wzbudzenia generatora wyznaczymy z zaleznosci

0@ = (), (32)

skad

_F

(1—z74*"
Bioragc pod uwage, ze w jednostkach Wzglgdnych uey = 0,16291 (gdzie u,y napiecie

dajace Uy silnika), otrzymamy

u,(z) = 2,56375(1 —1,18684z71+0,26056z2 —0,01018z3)0,09621 (33)

Z—-l

Uy (2) = Uy * 1,51408(1 —1,86842‘1+O,260562‘2—1,010182“3)m. (33a)
Podobnie jak w pr zypadku pradu silnika wyznacza si¢
K(z
b(2) = Giu(2) (()) o(2). (34)
‘ Ostatecznie ‘
| , ﬁ : ‘ -1
iy (z) = 0,22066(z~1 —0,272912z~240,01114z~3)0,09621 (l—fz“ﬁz— (35)

-1
Sygnal sterujacy o(z) = 0,09621 z obowiazuje w przedziale k, (1, 10).

‘W dziesigtym okresie probkowania v = 0,96210, za§ w jedenastym v =-1,05831. Aby
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uniknaé niepozadanych. przeregulowan, cyfrowe urzadzenie liczace winno wygenerowaé
dla przedziatu k, (10, o) funkcje zadajaca o postaci
51 Z—1,-10. F—11
o(z) =0, 09621(——7)2 —-0,09621 —— <5 = +0,0379—1—_-ZT. (36)
Ostatni skladmk stanowi uzupelnienie v(z) do wartosci zadanej.

W ogdlnosci przyjeto, ze gdy v(k+1)—v(k) > d(k), gdzie (k) = v, ——7)(k), powinno
nastapi¢ sterowanie wedlug zaleznosci (36) (v, — warto$¢ zadana predkosci). Zalozenie
to pozwala unikna¢ znacznych dyskretnych przeregulowan predkoéei, za§ w omawianym
* przypadku daje dyskretny przebieg aperiodyczny. Uwaga ta dotyczy wylacznie transmi-
tancji przyjetego w pracy typu.

Dyskretny przebieg v(k), v(k), x,(k) przedstawia rysunek 3, zas oraz

wN Lwn rY'
sunek 4. Linie przerywane laczace dyskretne punkty przebiegu nie odtwarzaja tego co
sie dzieje w ukladzie ciaglym miedzy chwﬂaml probkowania; stuzg one Jedynle do na-
dania rysunkom przejrzystosci. '
Prad wzbudzenia generatora wygodnie wyznacza si¢ na podstaw1e ciggu sterowan
u,,(k), wprost z réwnania 1éZnicowego :

i, (k+1) = 0,913931, (k)+0,08607u,, (K); iw(0)=0.. YD)

Sita elektromotoryczna generatora przekracza warto$¢ Uy silnika o 1,19%, co stanowi
sprawdzian, ze przebiegi mieszcza si¢ w zatozonym przedziale liniowoséci uktadu.

xt) | i) ' _
307 5y . .

81 //’K:}
wr R e

~ . Ve

24 127 . //

2t y

4 v-ustalone } k) v(k) A
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. .Rys. 3. Dyskretne przebiegi sygnatu zadajacego v, pradu x i predkoéci v
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Rys. 4. Dyskretne przebiegi wzglednego napiecia wzbudzenia — - oraz wzglednej sily elektromotorycznej
Uwn

‘ e,
generatora —
Un
Transmitancj¢ regulatora wyznaczymy z zaleznosci (14)
_ (1-0,91393z71) (1 ~0,22294z1) (1 —0,04997z-1)
b(z) = 2’56378 (1-z"1)(1+0,49189z~1) (140,08099z~1)
Po wymnozeniu wyrazen w naw1asach otrzymamy posta¢ dogodna do realizacji meto-
lg bezposrednia lub kanonlcznq
—1,18684z71+0,26082z2 —0,01018z~3
1 —0,42712z~* -0,533042z72 ~0,03984z~3

)°olna postaé otrzymanej transmitancji jest znacznie prostsza, niz opisana zaleznoscia (18)

(38)

D(z) = 2,56378 (382)

| (2) 1+d;z7 +dy z=2+d, 273

| =22 39
PE) = ) TN T e e (9)

‘%dzie: &(z) = v(2)~v(2), d;, = i

| A

} Rozprawy Elektrotechniczne
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6. PROGRAMOWANIE TRANSMITANCII REGULATORA

Programowanie transmitancji (39) najdogodniej jest przeprowadzi¢ metoda bezpo-
§rednia lub kanoniczna [3). Pierwsza z nich wymaga wiecej komorek pamigei oraz wigcej
operacji przesunigé, lecz mniej operacji po wprowadzeniu aktualnej wartosci bledu
e(k), za$ druga odwrotnie, mniej obciaza pamigé, lecz wymaga wigcej operacji po wpro-
wadzeniu &(k).

Metoda bezposrednia
w( )

Przyjmujac u,,(2) = otrzymamy
up(z) 1 +c 27t +c2 27243273 = (1+diz7 +dy 272 +d3 27 %) e(2); (40)
stad
3 3
u,,(z) = &(2)+ Z diz7le(z)— 2 ¢;z70u,, (2), (402)
i=1 =1
zatem
3 3
F1 [y ()] = 1y (k) = 80+ D diele—i)— D) cstin (k—), (41)
i=1 j=1
przy czym

e(—1) = &(~2) = &(—3) = u,(=1) = up(=2) = uu(-3) = 0.

Operacj¢ mnozenia u, (k) = dyu,, (k) mozna przeprowadzi¢ w programie, lecz takze
celem oszczednoéci czasu mozna ja wykona¢ hardware’owo przy konwersji cyfra-analog..
Réznice drugiego i trzeciego skladnika mozna wyliczy¢ podczas przerwy miedzy chwilami
probkowania.

Ostatnia operacja jest dodanie e(k), ktore musi byé wykonane w bardzo krotkim
przedziale czasu [kT— 6, kT] (przy czym 8 < T). Schemat blokowy realizacji regulatora
metoda bezposrednia, pozwalajacy napisa¢ program maszynowy przedstawia rys. 5.

Metoda kanoniczna

Podobnie jak poprzednio, przyjmiemy u,, (2) = MWT(Zl \
(0] \
’ |
uw z e(z |
( ) = 3( ) = F(Z)a (42)‘
1+ Zd' ~i 1+ ¢z |
=
gdzie F(z) jest wielko$cia pomocnicza.
Z zaleznodci (42) otrzymamy
3 : :
F@) = &(2)— ), ¢z F(@), (43)
j=1

3
U, (2) = F)+ ), diz'F(2). (44)
i=1
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® - komdrka pamieci
@ -sumowanie

- apdznienie o jeden okres probkowania
- mnozenie przez stalg

Rys. 5. Schemat blokowy regulatora zaprogramowanego metoda bezposrednia

efk) N _{FQr) Uy k) twlk)

S

Rys. 6. Schemat blokowy regulatora zaprogramowanego metoda kanoniczng

Wykonujgc transformacje 2~ réwnan (43), (44) otrzymamy

3
F(b) = e()~ ) ¢;F(k—j), (45)
| j=1
| 3
| uy (k) = F()+ . d; F(ke—i) (46)
| i=1

oraz

() = dot’y (K),

edzie F(—1) = F(—2) = F(—3) = 0.

\
)
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W tym przypadku, po pobraniu e(k), wykonac¢ nalezy dwie operacje sumowania.
Zaleznosci (45) i (46) nie mozna polaczy¢ w jedna, poniewaz nalezy zapamigta¢ oddziel-
nie warto$é F(k), a po wygenerowaniu sterowania przesunac ja do komérki pamigei od-
powiadajacej indeksowi (k—1). Uwaga odno$nie mnozenia przez d, z opisu poprzedniej
metody zachowuje swojg moc.

Schemat blokowy realizacji regulatora, pozwalajacy napisaé program maszynowy
przedstawia rysunek 6. Wydaje sig, ze metoda kanoniczna jest w omawianym przypadku
mniej korzystna niz metoda bezposrednia. Scisly analize poréwnawcza metod nalezatoby
przeprowadzi¢ w oparciu o dane konkretnego cyfrowego urzadzenia sterujacego, przy
czym uwzglednié nalezy metody: kaskadowa, réwnolegly oraz rozwazyé rozwiazania
kombinowane.

7. POCHODNE I PULSACIJE PRZEBIEGU PRADU UKEADU

W wyniku generacji przez cyfrowe urzadzenie liczace funkcji o(z) okreslonej przez
zalezno$é (36) powstanie ,,martwy’’ okres probkowania na poczatku przebiegu sterowania
u, (k). W zwiazku z tym nalezy generowac funkcje zadajaca v,(z) = zv(z). Uklad nape-
dowy z silnikiem pradu stalego winien spetniaé postulat odnoénie maksymalnej pochodnej
pradu mniejszej od dopuszczalnej oraz pulsacji pradu ustalonego, mniejszych od dopusz-
czalnych. Maksymalna pochodna pradu pojawi sie¢ w pierwszym okresie prébkowania.
Otrzymamy zatem

‘;"; — 12,75540[ —0,02193 ¢~ 0:097+0:70922,=1:57_() 68730 ¢~ 207]. 47

Stad przechodzac na jednostki bezwzgledne wyznaczymy

dI Iy

Al s <1008
dt max

[s] [s]”

Pulsacje pradu (amplitudg) ustalonego mozna oszacowaé na podstawie e(k), »(k),
x,(k), 0, dla k > 3. Amplituda ich jest mniejsza niz 1,62% Iy czyli 0,81% I,, gdzie I, jest
pradem rozruchowym. Mozna zatem przyjaé, ze przebiegi pradu speiniaja warunki sta-
wiane napedom pradu stafego.

Rzeczywisty okres probkowania wynosi 0,18 [s], wydaje sig¢ wiec, Ze osiggniecie zada-
nego pradu rozruchu w czasie 0,36 [s] (2 okresy prébkowania) nie jest zbyt dobrym wy-
nikiem. Nalezy jednak pamigtaé, ze czas ten wynosi tylko okolo 147 catego czasu roz-
ruchu oraz Ze po pierwszym okresie prébkowania prad osiaga 82 wartosci pradu roz-
ruchowego.

Istnieje mozliwo$é skrécenia czasu narastania pradu poprzez zmniejszenie okresu
prébkowania, jednakze bedzie to wymagalo znacznie wyzszych napieé¢ forsujacych. Autor
sadzi, ze postgpowanie takie jest niecelowe, a ponadto utrudnia dostosowanie propono-‘
wanych algorytméw do wolniejszych cyfrowych urzadzen sterujacych.
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8. PODSUMOWANIE I WNIOSKI

Przedstawiony algorytm sterowania nalezy do klasy algorytméw suboptymalnych,

o minimalnej liczbie okreséw prébkowania, w ktérych osiaga si¢ pozadany stan uktadu.
W omawianym przypadku liczba tych okreséw wynosi 3 (to jest tyle, ile rzad uktadu).
Zwraca uwagg fakt, Ze prad ustalony zostaje osiagnigty po dwéch okresach prébkowania.
Uzyskano to poprzez brak zalozen odnosnie bledu statycznego uktadu w chwili przejécia
do ustalonej fazy rozruchu, uznajac, ze btad ten nie bedzie miat istotnego wplywu na
czas osiagania predkosci ustalone;j. , .
. Okazuje si¢, ze dla omawianej klasy ukladéw i zadan stawianych przed nimi, tj. dla
lukladéw napgdowych o dominujacej statej czasowej, mozna znalezé rozwiazanie z propo-
'nowanej klasy algorytméw w obszarze liniowej teorii ukladéw dyskretnych, bez ucieka-
nia si¢ do metod uwzgledniajacych nasycenie sygnatu sterujacego [2].

Wyb6r okresu prébkowania pozostaje nadal sprawg otwarta, ale mozna wnioskowad,
ze jezeli nie pojawia si¢ ograniczenia zwiazane ze zbyt mala szybkoscia cyfrowego urza-
dzenia liczacego, to z napgdowego punktu widzenia mozna dobieraé okres probkowania
rzgdu elektromechanicznej stalej czasowej. Wydtuzenie go moze spowodowaé nadmierne
pulsacje pradu w czasie ustalonej fazy rozruchu, za$§ skrécenie moze doprowadzié do
nadmiernej pochodnej pradu. _

Nie rozwazano problemu stabilizacji predkosci przy obcigzeniu momentem. Badaniu
takiemu nalezy algorytm podda¢, wszelako negatywny wynik nie dewaluuje przedstawio-

nej koncepcji sterowania. Rozwiazanie bowiem pomyslane bylo dla uktadéw, w ktérych -

rozruch odbywa si¢ na biegu luzem, za$ obciaZenie pojawia si¢ po osiagnigciu predkosci
ustalonej lub praktycznie nie wystepuje, jak w wielu przypadkach napedéw hutniczych.
W przypadku negatywnym, mozna przej$¢ na uprzednio zaprogramowany inny algorytm
sterowania, lepiej realizujacy stabilizacje ukladu ze wzgledu na moment obciazajacy.
W technice analogowej moglo to powodowaé istotne trudnosci, lecz w technice cyfrowej
adaptacj¢ przeprowadza sig software’owo, co zupelnie zmienia postaé rzeczy.

Kontynuujac te problematyke nalezatoby rozwazy¢ mozliwo$é adaptacji przedstawio-
nej koncepcji na uklady przeksztaltnikowe. Zdaniem autora mozliwo$é taka istnieje,
jednakze zadanie jest znacznie trudniejsze. Sugeruje sig, ze nalezy jako lacznika pomigdzy
czgécia cyfrowa i analogows uzy¢ ekstrapolatora rzedu pierwszego, mimo niekorzystnego
przesunigcia fazowego jakie taki ekstrapolator wprowadza do uktadu, powodujsc zmniej-
szenie zapasu stabilnosci.
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K. MIACZYNSKI
SAMPLE DATA ALGORITHM FOR LEONHARD DRIVE SYSTEM

Summary
t

This paper presents the conception of the direct digital control for the starting and the reverse of
Leonhard drive system with SCR excitation circuit. It was found that for this type of drive system the,
linear algorithm of controller action may prove sufficient. The proposed algortihm belongs to the class‘
giving a finite time of transient process and null fixed error of reference speed. It is shown that both the
maximum derivative and the pulsation of the starting current are within allowable limits. Convenlent
methodes of realisation of the controller transmittance were discussed generally.

K. MIACZYNSKI

ALGORITHME DE LA COMMANDE NUMERIQUE DIRECTE
DU SYSTEME DE LEONARD

Résumé

Dans Iarticle on a présenté la conception de la commande numérique directe du démarrage et du
détour du systéme de Loenard avec excitation & P'aide d’un convertisseur statique. On a constaté que,
pour la transmission de ce type, I'algorithme linéaire d’action du régulateur de vitesse peut se montrer!
suffisant. L’algorithme proposé appartient & la catégorie qui donne les régimes transitoires de la duree‘
finie et Perreur zéro fixée pour la vitesse donnée. On a montré que la dérivée maximale ainsi que les pul-!
sations du courant de démarrage se renferment dans les limites admissibles. On a discuté les méthodes,.
généralement appliquées, de la réalisation discrdte de la transmittance du régulateur. |

K. MIACZYNSKI
ALGORITHMUS DER ABTASTSTEUERUNG EINES LEONARD-ANTRIEBES

Zusammenfassung

Ein Leonard-Antireb mittlerer Leistung mit Gleichrichtererregung des Generators und einem digitalen
Drehzahlregler wurde untersucht. Unter Voraussetzung, da die Geschwindigkeit des Stromanstiegs und
der Stromamplitude beim Anlauf und Reversieren eines leerlaufenden Motors begrenzt werden, und der
Annahme, daB ein Halteglied 0.Ordnung ist, wurde der Steueralgoritmus gewonnen. Es wurde eben-
falls angenommen, daB die Abtastzeit der mechanischen Zeitkonstante B gleicht. Der gewonnene und
rechnerisch nachgepriifte Algorithmus gehdrt der suboptimalen Klasse mit einer minimalen Zahl der
Abtastperioden an. Die interessanten Schlufifolgerungen konnen beim Entwerfen digitaler Regler fiir
Antriebsregelkreise behilflich sein.

K. MEHYLIHbCKU
AJITOPUTM IVICKPETHOI'O VIIPABJIEHUA CUCTEMOY I'EHEPATOP-IBUTATEJIB

Pesome

IIpe/cTaBiIeHA KOHIENLHS HEHOCPECTBEHHOro NU(POBOTo YIPaBJICHHS IyCKOM B XOI H PeBEPCON
CHCTEMBI TeHepaTOp~IBHUIATeNb C TepeofpasoBatelsHBM Bo3Oy:xaenneM. KoOHCIaTHpOBaHO, HTO AN
TIPHBOJA BTOrO THIIA MOMKET OKA3aThCH JOCTATOYHBIM JIMHeHmHBIH airopuT™ ACHCTBHA DETYIATOPA CK.:
pocru. TIpencraBieHHnIi aNTOPHTM MPMHANJISKAT K KIACCY AAIOUIMX KOHEUHOE BPEMSA IEPEXO/IHBL
HPOLIECCOB M HYJIEBYIO OIIMOKY 3afaHHOM cropoctu. IJoxasaHo, Uro MaKCHMaJbHAST CKOPOCTE POCTS
IIyCKOBOTO TOKA W €r0 IYJIbCAIUM HAaXofATCs B FONYCTHMBIX Tpamuliax. IIpofucKyTMpOBaHO mpHMe-
HAEMBIE METONBI PeaNH3allud [UCKPETHOH mepegaTouHoll QyHKIMA peryiaropa.
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Analysis of Transformer Tank Shielding Effectiveness

JAN SYKULSKI (LODZ)
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Politechniki Eddzkiej
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The electromagnetic and magnetic transformer tank shielding effectiveness is investigat-
ed on the basis of two- and three-dimensional leakage field analyses. The shielding effect
_coefficients are defined for the leakage flux and eddy-current losses. The influence on these
coefficients of geometric and matter parameters is also discussed.

1. INTRODUCTION

The preceding papers [2], [3] and [4] describe the vector potential method of two-
and three-dimensional analyses of electromagnetic field due to currents in parallel con-
ductors with two-sided solid metallic structures. Although the configuration of the problem
is simple, actually the simplest possible, its analysis is not. However, numerical methods
were found helpful to reach the systematic and flexible solutions which can be adapted
easily to practical problems, examples of which were also given. Particularly, the system
mentioned above may be considered as a basic element of transformer winding.

In this paper the shielding effectiveness of electromagnetic and magnetic shields of
transformer tank is investigated theoretically on the basis of electromagnetic field analyses
given in [3] and [4]. The results obtained from two- and three-dimensional approach
were checked against experiments conducted on the physical models and both the methods
were found helpful in the leakage field analysis in transformer. The goal of this paper
is the extension of calculations to such practical arrangements for which experimental
results are not available or difficult to obtain. Once verified the methods are hoped to be
efficient in any case. Results presented in this paper may be treated as an auxilary tool
in the design of large transformers.

b
RI 2. SHIELDING EFFECT COEFFICIENTS

..0 ’

*  Much useful information on leakage field distribution and eddy-current losses may
be presented in a very convenient form by using the coefficients expressing the shielding
effect for magnetic flux and power losses in transformer tank ([6], [7], [8], [9], [10]).
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Consider the system presented in Fig. 1 as a basic model of transformer winding.
It can be casily seen that the electromagnetic field is symmetrical to the y = 0 plane,
if the co-ordinate system is employed as in the Fig. 1. The solution for the field in all
regions examined, due to currents in bar conductors, has been given in [3] and [4] (two-
and three-dimensional solutions respectively). It is convenient here to enter the synthetic
treatment of shielding effectiveness not only by making a comparison of leakage field
distributions in various arrangements but using the shielding effect coefficients based
upon the foregoing field analyses.

The following coefficients were found helpful in the shielding problem investigation.

1. Magnetic flux shielding effect coefficient

- Di(y = Owitn shiera 1)
? D (y = O)without shietd

which is seen to describe the decreased value of magnetic flux in tank due to the applica-

tion of the shield. In a 3-dimensional field pg is a function of z.

2. Magnetic flux local shielding effect coefficient
{¢k(y » Z)masx } with shield @)
{Qk(y: Z)max}without shield ’

which expresses the ratio of the maximum value of unitary magnetic flux in a tank with
shield to the one without shield. In a general case the points of maximum values of unitary
flux may be different for both configurations. |

Po1ocal =

3. Power loss shielding effect coefficient

Pk(z)with shield (3)’

m ’

P(2)witnout shieia

which shows the variation of unitary power loss in tank after any shield has been used.
In a 3-dimensional field p,, is a function of z. |

{AP(Y ; Z)max }with shiela
{APk(J"> Z)max}without shield
which shows that the maximum value of power density in tank changes after one has
used a shield. The maximum of power density need not occur in the same place in various
configurations.

DPmiocal = »

4. Power loss local shielding effect coefficient

|
. |
5. Total power loss change coefficient i

{Ptotal}with shield ’ (5)

2

Pintotal =

{Ptotal}without shield |

which expresses the change of power losses in the whole system (tank and shield) after‘
employment of a shield.

The set of coefficients defined by eqns (1)< (5) enables to compare the effectlveness\
of various shields in very synthetic and convenient form. The application of this treat-
ment to practical arrangements is given in the next chapter. '
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3. NUMERICAL RESULTS

In the following discussion the influence of matter and geometric parameters on the
shielding effect coefficients is presened. Consider the basic configuration and background
data of the system as shown in Fig. 1.

The calculations were made by using the field solutions and computer programs
described in [3] and [4]. The effect of a number of parameters was examined separetely.
The numerical results are presented in Fig. 2, 3, 4, 5, 6 and 7 (for Wthh we assume:

A~ Vement = 2,27 10° S/m, b—Yemene = 0).

First it is to be said, that both two-dimensional ([3]).and three-dimensional ([4])
analyses give approximate results. The comparison between two- and three-dimensional
approaches given in [4] led to the conclusion, that in the analysis of leakage field in the
cylindrical part of transformer tank (but not in the flat part), appropriate resluts may be

_obtained from any of these methods. The maximum values of magnetic field quantities

occur in this region of tank, thus the values of shielding effect coefficients calculated from
both methods should be and are equal.

We note now the following properties of results. It follows from {3] that if the laminat-
ed magnetic shield of infinite extent in y and z directions is assumed in calculations, the
normal component of magnetic field strength H on the shield surface and magnetic flux
in the shield are in good agreement with measurements, while the tangential component
of H and power losses in the shield are not correct. The results obtained in this paper
confirm the latter conclusion. Fig. 3 shows the strong effect of the assumed conductivity
of the shunt on the total power loss change coefficient (eqn. 5) and neither y, = 2,2+ 10° S/m
(since py o1 > 1) nOr ¥, = 0 (8inCe€ Prrorar * 0) gives correct power loss in the magnetic
shield. Now, it can only be said, that the effective conductivity of magnetic shield should
be selected for calculations between these two limit values. As far as we do not know

¥
i . b, SN
I /i mlw V\\\\
i 92 a1 \
sl s L | H sello ﬂk§
I = i Ye4r=O0R ¥
SO NN
X
| =y k] )
core T o2 tank_:
a | a s \\§
p _

d|p

Fig. 1. The basic model of transformer windings for leakage field evaluation [3] (or the three-dimensional
plane model — see [2] and [4]) :
Background data for calculations: /= 2m,g; = 0,15m,g, =0,2m,7 =0,3m, C = 0,8m, ax = 0,45m, ar = 0,35 m, yre =
7-105S/m, ¥r = Yemgnt = 2,2 105S/mor yr = Yément = 0, ycu = 56+ 106 S/m, ya1 = 35+ 105S/m, s = 3000 - 47 - 10-7H/m,
#emgnt= 4000 47 10-7 Hfm, pg = 200-4m10-7 Hfm, Imy; = Imz; for electromagnetic shield d = 3-10-3 m, p = 0, for
magnetic shield d = 2,1-10-3 m (6 plates), p = 0 '
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Fig. 2. The variation of shielding effect coefficients with the thickness of shield

how to estimate this effective conductivity, the coefficient p,, o101 for magnetic shield must
not be used and is not presented in other figures.

Several additional comments and detailed suggestions follow from these results, which
may be summarized in a following conclusions.

1. The shielding effectiveness increases with the growing value of thickness of the
shield which mainly affects the power loss and magnetic flux in transformer tank.
2. The local shielding effect coefficients ppioca; a0d Piocar assume the values not much
lower than coefficients ps and p,,, respectively (divergences less than 5 percent). There-
fore no relatively increasing power density or unitary magnetic flux occur in the tank
after employment of a full shield (of infinite extent in y and z directions).
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Fig. 5. The variation of shielding effect coefficients with the thickness of insulation gap between shield
and tank

3. The magnetic shield functions more effectively than electromagnetic ones (Cu or Al),
if the same shield thickness is assumed, except very small values of 4. The larger shield
thickness, the better magnetic shield as against Cu or Al ones.

4. To compare Cu shield to Al one, assume the same value of d. The Cu shield ensures
about 1,6-fold reduction of power loss and 2,5-fold reduction of power density in tank.
Then, the variation of shield thickness influences the efficiency of both shields in the same
extent.

5. The shielding effect coefficients decrease with increasing permeability of magnetic
shield. Therefore the shielding effectiveness varies over a very wide range due to the sa-
turation of magnetic shield.

6. The effect of the insulation gap between shield and tank on the power losses and
magnetic flux in tank is very slight and may be neglected. ‘

7. The shielding effectiveness varies both with the distance between tank and core
as well as with the height of exciting windings. However this decreasing (for magnetic
shield) or increasing (for Cu shield) tendency can be observed only if the tank is relatively
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Fig. 6. The variation of shielding effect coefficients with the distance between tank and core

‘close to windings i.e. the C or 4 dimensions are small enough, which is beyond the limits

of practical interest.

8. The effects of many additional parameters were also investigated. It was found
however, that they were negligible. Nevertheless in any practical é.pplication the effects
of all system variables may be examined by using ths numerical methods presented in
this and preceding papers. These methods were used here to obtain the large number
of data for the comparisons. The relationships shown in this paper are to hint to the
designer, which parameters mainly affect the power loss in transformer tank and how
to estimate the effectiveness of magnetic and electromagnetic shielding.




694 J. Sykulski =~ Rozpr. Elekirot.

Lh

10.

Ps, Potocat, Fn ) Fniocal ; P total

3
1 N N
5 In__ —_]
S by hq const ]
£
>m>-'<- . Putotat (1)
g '. Ps (Cu) Potocar (Cu) =
i [ [
L Pp=Pgiocat (mgntﬂ N ——— ——_——____ —————
-
B = Plocat (mgnt)
a1 - |
7
7 : —
\/,/‘ P Prtocat (CU) |
/ _ et
e
— J:’——
/’/”
goo1
0 % 0 w 2 Z om 3
' h—

Fig. 7. The variation of shielding effect coefficients with the height of exciting windings
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J. SYKULSKI
ANALIZA SKUTECZNOSCI EKRANOWANIA KADZI TRANSFORMATOROW

Streszczenie

W pracy zbadano skuteczno$¢ ekranowania elektromagnetycznego i magnetycznego kadzi transfor-
matoréw wykorzystujac analiz¢ dwu- i tréjwymiarowa pola rozproszenia. Zdefiniowano wspolczynniki
zaekranowania strumienia magnetycznego i strat mocy oraz przedstawiono ich zalezno$¢ od parametrow
fizycznych i geometrycznych ukladu.

J. SYKULSKI

ANALYSE DE L’EFFICACITE DU BLINDAGE DE LA CUVE
DES TRANSFORMATEURS

Résumé

On a présenté Iefficacité du blindage électromagnétique de la cuve des transformateurs, en se servant
de P’analyse bi- et tridimensionnelle du champ de fuite, On a défini les coefficients du blindage du flux
magnétique et des pertes, en démontrant leur dépendance des paramétres physiques et géométriques du
‘systéme. )

J. SYKULSKI

ZUR ANALYSE DER EFFEKTIVITAT DER ABSCHIRMUNG
EINES TRANSFORMATOR-KESSELS

Zusammenfassung

Es wurde die Effektivitit einer elektromagnetischen und magnetischen Abschirmung gepriift unter
Anwendung einer zwei- bzw. dreidimensionalen Analyse des Streufeldes. Die Abschirmungskoeffizienten
des magnetischen Flusses und der Leistungsverluste in der Funktion der physikalischen und geometrischen
System-Parameter werden beschrieben.

. CBIKYJILCKA
AHAJIN3 3PPEKTHUBHOCTY SKPAHHUPOBAHNS BAKOB TPAHC®OPMATOPOB

Pezswome

O6cyxpaercsa ahheKTUBHOCT: MAaCHUTHOTO ¥ 3JEKTPOMATHHTHOTO 9KPAHMPOBaHUA OaKOB TpaHC~
(OpMaTOpOB TPH HCHONB3OBAHMM IBYX- WM TPEXMEPHOrO aHammsa HONSA paccesumsa, OmpemeNeHbI
KOo(hPUINEHTE] SKPAHUPOBAMMS AJIsi MATHATHOBO IOTOKA H TIOTEPh MOLIHOCTH. KlCCiIeZ[oBaHA 3aBYCH-
MOCTh 3THX Ko3(pduiueHToB oT GUSHUECKNX NapaMeTpoB M I'eOMETPHUECKOH KOH(UTYDAIH CHCTEMEL.
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Sktadowe aktywne i zerowe _prado’w w obwodach elektromégnetycznych

KRZYSZTOF KLUSZCZYNSKI (GLIWICE)

Instytut Maszyn i Urzqdzeti Elektrycznych Politechniki Slgskiej ‘

Otrzymano 8.11,1979

Na podstawie teorii przeksztalcen liniowych w przestrzeniach wektorowych wykazano,
ze w liniowych obwodach elektromagnetycznych mozna wyodrebnié skladowe aktywne
i zerowe pradow o istotnym znaczeniu z punktu widzenia przemian energetycznych (prze-
miany energii elektrycznej, magnetycznej i mechaniczne;j). Przedstawiono SposOb wyznacza-
nia skladowych zerowych w obwodach elektromagnetycznych o dowolnie zlozonej struk-
turze topologicznej. a w szczeg6lnoéci w maszynach asynchronicznych. Sformulowano wa-
runki eliminacji, badZ minimalizacji skladowej zerowej pradéw. Wprowadzono nowy, k-
osiowy uktad wspotrzednych, w ktérym réwnania rdzniczkowe stanu nieustalonego obwo-
doéw elektromagnetycznych znacznie sie upraszczaja.

1. WSTEP

Rdzen liniowego obwodu elektromagnetycznego, ktdrego stan magnetyczny zwigzany
ze strumieniem gléwnym analizowaé mozna w oparciu o I'i IT prawo Kirchhoffa, nazywaé
bedziemy siecia magnetyczng. Uzwojenia elektryczne, znajdujace si¢ na rdzeniu obwodu
magnetycznego, moga by¢ galwanicznie niezalezne lub tez polaczone, tworzac sieé elek-
tryczna. W ogdlnym przypadku obwdd elektromagnetyczny stanowi wiec uklad dwéch
wzajemnie powiazanych sieci: elektrycznej, odpowiedzialnej za wywolywanie strumienia
magnetycznego oraz magnetycznej, przewodzacej strumien magnetyczny (rys. 1). Stan
nieustalony obwodu elektromagnetycznego, ktorego rdzen stanowi sp6jna sie¢ magnetycz-
ng, a n uzwojen rozmieszczonych jest pojedynczo na dowolnych galeziach, opisuje w na-
turalnym ukladzie wspétrzednych uklad réwnafi rézniczkowych:

Uy ~R1
Us | _ R,
u, 0

Py
P2

Yn

6 Rozprawy Elektrotechniczne

o} i, L, 0
i, d L,
+ ai .
R,l Iy 0 Lsn
1‘4’11 ......... Mln
_ My, «oveveens M,,
Mnl""""-'Mnn

iy v,
i G
Uy Yn

iy

AN ©

in
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gdzie:
u;, i;, w; — napiecie, prad i strumied gléwny skojarzony z i-tym uzwojeniem,
R;, L,; — rezystancja i indukeyjnosé rozproszenia i-tego uzwojenia,
M;; — indukcyjno$¢ wzajemna i-tego i jtego uzwojenia.

Obliczajac rzad macierzy indukcyjnosci gléwnych [M] w réwnaniu (2) dla réznych
obwod6éw elektromagnetycznych mozna stwierdzié, ze 1z[M] < n. Nieréwno$¢ ta ma
fundamentalne znaczenie dla zapewnienia optymalnych warunkéw przetwarzania energii
w obwodach elektromagnetycznych oraz w przetwornikach elektromechanicznych i okresla
warunki wzajemnego dopasowania sieci elektrycznej i magnetycznej, a w szczegdlnosci —
doboru struktury topologicznej obu sieci, rozkladu uzwojen na galeziach sieci magne-
tycznej oraz liczby zwojoéw poszczegdlnych uzwojen. OdpowiedZ na to, od czego zalezy
rzad macierzy indukcyjnosci gléwnych obwodu elektromagnetycznego oraz jaka role
odgrywa w przemianach energetycznych, mozna sformutowa¢ na gruncie teorii przeksztai-
cefi liniowych w przestrzeniach wektorowych.

2. WYMIAR PRZESTRZENI STRUMIENI SKOJARZONYCH ¥ SIECI MAGNETYCZNEJ

n-wierszowe macierze jednokolumnowe wartosci chwilowych przebiegdw elektrycznych
lub magnetycznych n-uzwojeniowego obwodu elektromagnetycznego o postaci [2] =
= [0,(2) ... 0a(O) (v:(¢) — wartos¢ chwilowa przebiegu zwiazana z i-tym uzwojeniem)
traktowaé mozemy jako wektory v rzeczywistej przestrzeni liniowej V. Fizykalnie, wektory
przestrzeni V¥ reprezentowaC moga napiecia na zaciskach uzwojen, prady w uzwojeniach
lub tez strumienie skojarzone z poszczegolnymi uzwojeniami, wyznaczajac odpowiednio
przestrzenie wektorowe: napig¢ U, pradéw I oraz strumieni skojarzonych ¥. W przestrzeni
wektorowej ¥ wprowadzmy iloczyn skalarny wektoréw v 0P eV

n

oD .2 = 27)%11)‘0%23 = [.v(l)]T[.v(Z)] (3)

i=1

oraz norme ||7|] wektora veV
n
liell = Yoo = [or"[oi- @
i=1

Sens fizykalny iloczynu skalarnego jest oczywisty, gdy jednym z elementéw jest wektor
napigcia [#] a drugim — wektor pradu [i]. Warto$¢ iloczynu skalarnego p(t) =

= 2 u;(1)1:(1) = [u]¥ [{] jest wéwczas rOwna mocy chwilowej, pobieranej przez n uzwojen

i=1
obwodu elektromagnetycznego.

Wymiary przestrzeni wektorowych: napigé U i pradéw I sa okreSlone przez graf sieci
elektrycznej. Wykazemy, ze podobnie wymiar przestrzeni strumieni skojarzonych ¥ wy-
znaczony jest przez graf sieci magnetycznej i dodatkowo — przez rozltozenie uzwojen.
Rozwazmy plaska i sp6jng sie¢ magnetyczna 0 gm galeziach, w, wezlachin uzwojeniach,
rozmieszczonych pojedynczo na- dowolnych galeziach sieci. Strumienie magnetyczne
w gateziach rdzenia z nawinigtymi uzwojeniami nie moga by¢ dowolne: przyjmowac muszg
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wartosci zgodne z réwnaniami ulozonymi na podstawie I prawa Kirchhoffa dla wszystkich
dajacych si¢ wyodrebnié czeéci sieci magnetycznej, taczacych sie z reszta obwodu magne-
tycznego wylgcznie poprzez galezie z nawinigtymi uzwojeniami. Oznaczajac przez z;
liczbe zwojéw i-tego uzwojenia otrzymujemy dla wyodrebnionej czeéci sieci magnetycz-
nej z rys. 1 réwnanie

11 1 11 1 r
; [7 1 A U k-ty KONTUR

| R s l| N & 71— WYODREBNIAJACY
o ]
] 3 T
.| o
P4 | [
| 31 | ;‘:r |

l
!
)

' ) ' ! %2, [;3
] ; IR
i e? | b
! i
i ———e
R

Rys. 1. Fragment obwodu elektromagnetycznego
Z k-tym konturem wyodrebniajacym

Réwnanie (5) wyznacza hiperplaszczyzne w przestrzeni V", ktéra jest zbiorem wszy-

. i - . 1 1

stkich wektoréw strumieni skojarzonych ortogonalnych do wektora [ziz_o—z—o_
. 1 2 4

111 T o . A :
—Z—Z—OZ—O ... 0f . Jesli liczba niezaleznych liniowo réwna, ulozonych dla kolej-
' 6 7 9 .
1ych, dajacych si¢ wyodrebnié czesei sieci magnetycznej wynosi n—k, to wymiar przestrze-
1i ¥, bedacej przecigciem wszystkich n—k hiperptaszczyzn, odpowiadajacych n—k réw-
1aniom wynosi k :

dimT:n—(n;k) = k. ©6)

Zasadniczg role odgrywa liczba uzwojefi w stosunku do liczby strun sieci magnetycznej
'm. MoZna wykazaé, ze jeli:

n < Sp dim¥? < n,
n=s, dim¥ < n, 7
gn>n>s, dimV<s,.

Nymiar przestrzeni ¥ nigdy nie przewyzsza liczby strun s,,. Nieréwnosci (7) przechodza
v réwnosci tylko wéwczas, gdy istnieje drzewo sieci magnetycznej, na ktérego strunach
eza wszystkie uzwojenia sieci elektrycznej. ‘

¥
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3. RZAD MACIERZY INDUKCYJNOSCI GEOWNYCH

Macierz indukcyjnosci gtéwnych [M]w ukladzie réwnaf algebraicznych (2) traktowad
mozna jako macierz pewnego przeksztalcenia liniowego M, przeprowadzajacego wektory
przestrzeni pradéw I w wektory przestrzeni ¥

M@ =v, iel, wye¥. ®)

Wymiar przestrzeni ¥, bedacej obrazem przeksztalcenia M, nazywamy rzedem przeksztal-

cenia M (rz M), a wigc dim¥ = rzM. Mozna wykazaé, ze rzad przeksztalcenia liniowego
M réwny jest rzedowi macierzy przeksztalcenia [M], czyli

dim¥ = rz[M]. 9)

Réwnosé (9) ma wazne znaczenie w teorii liniowych obwoddéw elektromagnetycznych.
Wynika z niej, ze rzad macierzy indukeyjnoéci gtéwnych [M] jest cecha topologiczna
sieci magnetycznej, a wigc cecha zalezng od grafu sieci magnetycznej i rozloZenia uzwo-
jefi, a niezalezna od reluktancji magnetycznych galezi sieci magnetycznej i liczby ZWOjOW
poszczegSlnych uzwojen. Rzad macierzy [M] jest okre§lony nieréwnos$ciami (7). Zbiéq
wektordw, ktérych obrazem w przeksztaltceniu M jest wektor zerowy, a wigc takich wekto-
réw iy, dla ktérych M(i,) = 0, nosi nazwe przestrzeni zerowej I, przeksztalcenia M.
. Elementy przestrzeni zerowej I, nazywamy wektorami zerowymi. Wymiar przestrzen
zerowej I,, zwany zerowoscia, oznaczamy przez. def M. Z twierdzenia, obowiazujacego
dla przestrzeni liniowej o skoficzonym wymiarze n: def M +1zM = n wynika, ze: dim/p, =
= n—rz[M] = n—k. Stad za$ juz bezposrednio uzyskujemy warunek istnienia przestrzeni
zerowej I3=*: rz[M] < n. ' 1

4 ROZKELAD ORTOGONALNY WEKTORA PRADU NA SKEADOWE: AKTYWNAI ZEROWA’

Nieréwnosci (7) sa podstawa do podziatu liniowych obwodow elektromagnetycznyclj
na dwie rozlgczne klasy o odmiennych wlasnosciach energetycznych. Do pierwszej klas)
zaliczamy obwody, w ktérych rz[M] = n, do drugiej za$ te, w ktérych rz[M] < n. W obwo:
dach klasy drugiej przestrzen pradéw I" mozna przedstawi¢ w postaci sumy prostej dwoct
ortogonalnych podprzestrzeni: k-wymiarowej przestrzeni aktywnej If oraz (n—k)-wymia:
rowej przestrzeni zerowej Ig~* ' |

I =ren-y, 1Lk (10

Przestrzen aktywna I¥ jest ortogonalnym dopelnieniem przestrzeni zerowej I~ do I"

Co wigcej, z wlasnodci symetrii macierzy indukcyjnosci gtéwnych wynika, 2ze przestrzer

aktywna It jest toZzsama z przestrzeniag strumieni skojarzonych ¥ ‘

I¥ = Pk (1n

Relacja (10) oznacza, ze kazdy wektor i € I" mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postac
sumy dwéch wzajemnie ortogonalnych sktadowych — aktywnej i, i zerowej io:

i=14ip, i €lf, o eIt~k (12

Zachodzi: |}i]|? = [|i||*+{io][> Stad: lli;|* < |{i]|*. Ponadto z wlasnos$ci przestrzen

zerowych wynika, ze: w = M(i) = M +io) = M(@i)+M(o) = M@). W $wietl
tych relacji oczywisty staje si¢ sens fizykalny skladowej aktywnej i, . ,
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Skladowa aktywna i, wektora i jest to wektor pradu o najmniejszej normie, wywotu-
jacy w obwodzie elektromagnetycznym identyczny rozklad strumieni skojarzonych gtéw-
nych jak rzeczywisty wektor pradu i. Skladowa zerowa i, pradu i jest to wektor pradu,
ktorego przeplyw w n uzwojeniach obwodu elektromagnetycznego nie wytwarza wektora
strumienia skojarzonego. » _

Tak wigc dany rozklad strumieni skojarzonych wywoluje w obwodach elektromagne-
tycznych pierwszej klasy jeden i tylko jeden wektor pradu, za$ w obwodach drugiej klasy —
istnieje ich nieskonczenie wiele. Wytwarzanie jednak wektora ¥ nie za pomoca wektora
pradu 0 najmniejszej normie i, , lecz wektorem pradu i = i+, (A€ R, 2 # 0), wy-
wotuje dodatkowo straty mocy czynnej na rezystancjach uzwojeni i dodatkowy strumiefi
rozproszenia na indukcyjno$ciach rozproszen. Z energetycznego punktu widzenia celowe
jest wigc wykorzystywanie do przetwarzania energii elektrycznej w magnetyczng i na od-
wrot obwoddw elektromagnetycznych klasy pierwszej. W obwodach elektromagnetycz-
1ych drugiej klasy skltadowa zerowg mozna eliminowa¢, badZ minimalizowag.

5. WYZNACZANIE SKEADOWYCH AKTYWNYCH 1 ZEROWYCH PRADU

Wyznaczenie sktadowych aktywnych i zerowych wektora pradu wymaga wpierw zna-
ezienia baz przestrzeni: aktywnej oraz zerowej. Bazy przestrzeni I} i I§~* mozna wy-
‘naczy¢ dwoma metodami, badZ to na podstawie znajomosci macierzy indukcyjnosci
townych [M], badZ tez — grafu sieci magnetycznej, rozkladu uzwojen i liczby zwojéw
yoszezegllnych uzwojen. . : '

- Jezeli znamy macierz indukcyjnosci gtéwnych [M] ,baze przestrzeni zerowej znajduje-
ny poprzez rozwigzanie jednorodnego ukladu réwnan

M11, ........ Mln Vil. 0
Moy o Man 1210 iy = ke L
My, eeen. w il {6

Aozna wykaza¢, ze bazg przestrzeni aktywnej stanowi k niezaleznych kolumn macierzy [M].
Druga metoda polega na ulozeniu wszystkich n—k niezaleznych liniowo réwnaf

/pu (5). Wowcezas wektor [i s O~—1— 0 1t 0—1— 0 ] wraz z pozostatymi nie-
. Zy 22 Za Ze Z7 Zo

aleznymi liniowo wektorami normalnymi do przestrzeni ¥* wyznaczaja baze przestrzeni
srowej I5=*, co wynika z relacji (10) i (11).

 Ortogonalng i unormowana baze przestrzeni aktywnej oznaczmy przez: [K;] =
“ [kis ko okl o [Ka] = Ky Ky . Kl & baze przestrzeni zerowej przez: [K,. (] =
* [k 11 Kksr2 oon Kr 1adT - [K] = [Kiuy ks ... kun].  Polaczone bazy przestrzeni I¥
raz I3~* stanowig ortonormalna baze przestrzeni I”. Uklad wspétrzednych zwiazany z po-
yZszg baza bedziemy nazywaé k-osiowym, a wspélrzedne wektoréw w tym ukladzie —
yréznia¢ gérnym indeksem (k). Macierz transformacji z naturalnego do k-osiowego
kladu wspdrzednych ma postaé
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kg =weoveee kin
Foyy wvreenes kan ,

Kl=| ... ... 1. (14)
Kyy +voteece Kom

Ortogonalno$é osi k-osiowego ukladu wsp6trzednych zapewnia niezmienniczo$¢ mocy)
chwilowej oraz pozwala w prosty sposob obliczaé macierz odwrotng transformacji, a mia-
nowicie: [K]"! = [KI'. Rozklad ortogonalny (10) przyjmuje w k-osiowym uktadzie
wsp6lrzednych postaé

i e 0
-(.k) . '(.k) 0 |
s lk . «(k lk
[i9] = @ | = [lfL")]+ [i$] = 0 oo |- (15)
. it et
i L0 | |

Widaé, ze pierwsze k wspdtrzednych wyznacza skladowa aktywna wektora pradu i,
za$ pozostate n—k wspolrzednych — skladowa zerowa fo. W wyniku transformacji od;

wrotnej otrzymujemy sktadowe aktywne i zerowe w naturalnym ukladzie wspdirzednych
i.1= [KIF[i%1],
[.l] [ T[.(k)] 16
[io] = [K] [i5°].

6. ZASTOSOWANIE TRANSFORMACII k-OSIOWEJ DO ANALIZY
OBWODOW ELEKTROMAGNETYCZNYCH

Analize obwoddéw elektromagnetycznych, spetniajacych nieréwno$¢ rz[M] < n wy,
godnie jest prowadzi¢ w k-osiowym ukladzie wspotrzednych, w ktorym formalny mate
matyczny zapis ukiadu réwnan rézmiczkowych stanu nieustalonego znacznie uUpraszcz.
sie. Mozna wykazaé, Ze na skutek niezmienniczo$ci przestrzeni If oraz I2-* réwnani
macierzowe (2) przyjmuje w k-osiowym ukladzie wspdlrzednych postaé

[p®] = [MP][i®], -7
gdzie: |
MY, ... MY ]
........... ! [0]
k
|

kw-k) |
CRERECE
| =Rk 1=k (=)

Jesli k-osiowy uklad wspéirzednych jest zgodny z ukladem wspolrzednych o bazie zk
zonej z wektoréw wlasnych, wéwczas macierz [M ] ylega dalszemu uproszczeniu, a mi
nowicie jej petna podmacierz w lewym gérnym rogu przyjmuje postaé diagonalng. W wiels
fazowych symetrycznych obwodach elektromagnetycznych, w ktérych rezystancje 1 i
dukcyjnosci rozproszefi poszczegdlnych uzwojei sa réwne, takie uproszczenie struktu
macierzy indukcyjnoéci gtéwnych prowadzi do rozsprzezenia ukladu réwnan rézniczk
wych stanu nieustalonego. ~ L
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7. METODY ELIMINACJI SKLADOWEJ ZEROWEJ WEKTORA PRADU

Uktad réwnan roznlczkowych (1) i (2) przyjmuje w k-osiowym ukladzie wspdlrzed-

nych postac: ‘
ut® ‘ i d i{o d [v®
o] = [l [+ 2 )+ [ a

wO _[MPoY
[ 0 = 0 '!0 igc) ) (19)

Warunki eliminacji sktadowej zerowej wektora i)rqdu wynikaja wprost z ukladu réwnan
(18) i (19). W symetrycznych n-fazowych obwodach elektromagnetycznych, w ktérych
macierze [R®] i [L¥] s diagonalne wystarcza, aby skladowa u, byla réwna zeru. W nie-
symetrycznych obwodach elektromagnetycznych warto$¢ sktadowej zerowej okreélona
jest zaréwno przéz skladowa zerowa u,, jak i aktywna u;, a wigc moze pojawié sig
i wowczas, gdy u, bedzie réwne zeru. Jej warto$é mozna wtenczas ograniczy¢ przez od-
powiedni dobdr parametréw obwodu.

A 2$°‘ i ‘
LIy 49 {7 ]

31 ' 3

Rys. 2. Obwod elektromagnetyczny i sposéb polaczenia jego uzwojen, zapewniajacy eliminacje pradow
zerowych

W szczegdlnie prosty sposéb mozna eliminowaé skladowa zerowa wektora pradu
z uwzojenn obwodéw elektromagnetycznych o jednakowej liczbie Zwojow, laczac nieza-
lezne galwanicznie uzwojenia w sie¢ elektryczna o grafie, identycznym z grafem sieci
magnetycznej. Przynalezno$é wektoréw pradéw do przestrzeni aktywnej I ¥ wymuszaja wow-
czas wezly sieci elektrycznej. W obwodzie elektromagnetycznym przedstawionym na rys. 2
wymiar przestrzeni strumieni skojarzonych wynosi 3, co oznacza, ze przestrzen aktywna
jest 3-wymiiarowa, za§ przestrzeri zerowa l-wymiarowa. Wektor bazowy przestrzeni

o , 1 r |
zerowe] ma postac: [O—WI/—EO} . Eliminacje skiadowej zerowej pradu zapewnia

przykiadowo polaczenie uzwojed w sie¢, przedstawiona na rys. 2, przy czym bez znacze-
nia jest to, jakie elementy wchodza w sklad poszczegolnych gatezi obwodu oraz jakimi
zrédlami napiecia obwéd Jest zasilany.

8. INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA SKEADOWYCH AKTYWNYCH I ZEROWYCH PRADU

Interpretacje geometryczna wprowadzonych pojeé przedstawimy na przykladzie sy-
metrycznego 3-fazowego obwodu elektromagnetycznego z rys. 3 w 3-wymiarowe; przestrze-
ni afinicznej. Zaktadamy jednakowa przewodnosé magnetyczng A wszystkich kolumn
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obwodu elektromagnetycznego oraz jednakowa liczbe Zwojow z poszczegolnych nzwojen.
Macierz indukcyjnoéci gléwnych jest symetryczna i cykliczna

1 1
b =2 77
=24l -+ 1 L (20)
' 2 2
1 1
2 7T
Rzad [M] wynosi 2. Baze przestrzeni aktywnej I? stanowig dwa dowolne wektory ko-
1 1 1 1]
lumny macierzy (20): [1 — —-—5] ) [—7 1—7] . Baze przestrzeni zerowej I§ wy-

znaczamy, rozwigzujac uktad réwnan algebraicznych (13). W wyniku otrzymujemy:

Rys. 3. 3-fazowy obwod elektromagnetyczny

[i] = [1 1 1]7. Potaczone, zortogonalizowane i unormowane bazy przestrzeni 12 oraz I§

3 2 2

. . -~ . T
[K,] = 'l/— [ ﬁ—ﬁ] , [K3]= l/—z— [—1:—1—_——1_—] . Interpretacj¢ geometrycz-
3 V2 V2 V2

nq przedstawia rys. 4. Wektory e;, €5, 3 stanowig baz¢ naturalnego, a wektory K, KZ,
'K, — k-osiowego uktadu wspélrzednych. Wektory K, i K, rozpmajq przestrzen (plasz—
czyzn@) I2, tozsama z. przestrzenia ¥'?, za$ wektor K3 — przestrzen (prosta) I3. Sk}adowa‘
aktywna i, jest rzutem wektora i na plaszczyzng I? i jest okreslona wspotrzednymi i,
i§0. Wspbirzedna i§® wyznacza skladowg zerowa. Taki sam strumien skojarzony @ wy-
twarzaja wszystkie wektory 7, ktérych hodografem jest prosta p o réwnaniu: = i+
+ 2o, A€R. _ _

Macierz transformacji [K] ma postac |

e T
wyznaczaja baze k-osiowego ukladu wspoirzednych: [K{] = ‘I/—Z— [1-L——1—] ,

mrél/%- 0 %%—e%; , | @n
. _
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/

Rys. 4. Interpretacja geometryczna skladowej aktywnej i zerowej

Macierz indukcyjnosci gléwnych jest w k-osiowym ukladzie wspdirzednych diagonalna

% 724 0 0
k) —
M=) 3 22)
0 0 0]

Skladows zerows pradu mozna wyeliminowaé poprzez polqcienie uzwojen w gwiazde
bez przewodu zerowego.-

9. SKEADOWE ZEROWE PRADU W NIESYMETRYCZNYCH MASZYNACH
ASYNCHRONICZNYCH

i m-fazowym wirniku przyjmijmy nastgpujace zalozenia upraszczajgce: liniowy obwéd
magnetyczny, sinusoidalny oklad pradowy uzwojei oraz réwnomierna szczeling po-
wietrzna. Zalozenie o sinusoidalnym okladzie pradowym, réwnoznaczne ograniczeniu
analizy do I harmonicznej przestrzennej indukcji magnetycznej w szozelinie maszyny,
uzasadnione jest w maszynach, w ktdrych niesymetria powtarza sig regularnie pod kaz-

i
|
Dla niesymetrycznej wewnetrznie maszyny asynchronicznej o n-fazowym  stojanie
dym biegunem. W szczegélnosci osie faz stojana moga byé poprzesuwane na obwodzie
|
\
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maszyny o kat rézny Od—nll odpowiednio osie faz wirnika — o kat rézny od %C— (nie-

symetria katowa maszyny). W réwnaniach stanu nieustalonego maszyny asynchronicznej
wystepuja 4 rézne macierze indukcyjnosci gléwnych: stojana [M,], wirnika [M,,,], stojana
- wzglgdem wirnika [M,] oraz wirnika wzgledem stojana [M,,s]. Wspélczynniki indukcyj-
nosci gléwnych macierzy [Ms,] i [Ms] zalezg od kata obrotu wirnika . Mozna wykazad,
ze: 1z[Mg] = 1z[M,,,] = 1z[M,] = 1z[M,] = diml, = k = 2 oraz Ze istnieje wspSlna
2-wymiarowa przestrzefi aktywna i wspdlna (r—2)-wymiarowa przestrzen zerowa dla
macierzy [Ms] i [M,,] oraz wspolna 2-wymiarowa przestrzen aktywna i wspé6lna (m— 2)-
wymiarowa przestrzef zerowa dla macierzy [M,,,] i [M,,]. Istnienie wspdlnych przestrzeni
I, i I, dla par macierzy indukcyjnosci gléwnych maszyny asynchronicznej ma prosta
interpretacje fizykalng: wektor zerowy pradu stojana, niewytwarzajacy pola magnetycz-
nego w szczelinie maszyny, nie wytwarza réwniez strumienia skojarzonego z uzwojenia-
mi wirnika. I odwrotnie. Skladowa zerowa pradu stojana istnieje wiec niezaleznie od
skladowej zerowej pradu wirnika.
Moment elektromagnetyczny maszyny asynchronicznej mozna wyrazi¢ jako forme
dwuliniowa wektora pradu stojana [i] i wektora pradu wirnika [i,]

M, = o IV 1] =

is]_‘ T Mswll ........ Mswlm iwl, (23) 3
o e i :
T | e : |
Ton Mswnl """" F f— Lym

Przestrzen zerowa stojana jest lewa przestrzenia zerowa, a przestrzef zerowa wirnika — |
prawa przestrzenig zerowa formy dwuliniowej (23). W przetwornikach elektromechanicz-
nych ulega wigc rozszerzeniu sens fizykalny skladowych zerowych. Skladowe zerowe
wektoréw pradoéw stojana i wirnika nie tylko nie wytwarzaja pola magnetycznego w szczeli-
nie maszyny, ale réwniez nie partycypuja w wytwarzaniu momentu elektromagnetycznego -
maszyny.

Staly, niezalezny od kata ¢ rzad wszystkich macierzy indukcyjnosei gtéwnych réwny 2
tlumaczy, dlaczego w teorii wirujacych maszyn elektrycznych, zamiast o k-osiowym
ukladzie wspoirzednych i k-osiowej transformacji, méwimy o 2-osiowym ukladzie wspot-
rzednych i 2-osiowej transformacji. Korzysci, wynikajace z zastosowania transformacji
2-osiowej sg juz znaczne przy analizie 3-fazowych maszyn asynchronicznych, a staja sig
jeszcze wyrazniejsze w przypadku maszyn o wyzszej liczbie faz. Ma to istotne znaczenie
przy analizie maszyn o budowie niesymetrycznej, badz tez stanéw awaryjnych maszyn |
symetrycznych, kiedy poszczegllne czesci uzwojen, a nawet poszczegdlne zezwoje lub
prety klatki wirnika traktuje si¢ jako odrgbne fazy.

.Istnienie réznych podprzestrzeni aktywnych i zerowych dla par macierzy indukcyjnosci ;
glownych wymaga wprowadzenia innego, 2-osiowego uktadu wspdirzednych dla wielkosci |
elektrycznych i magnetycznych stojana oraz innego — dla wirnika. Baze 2-osiowego uktadu
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- wspblrzednych dla stojana wyznacza macierz [M], a dla wirnika — macierz [M,,,].
W nowym ukladzie wspétrzednych dla szerokiej klasy niesymetrycznych maszyn asynchro-
nicznych, w ktdrych rezystancje i indukcyjnosci rozproszefi poszczegdlnych faz po spro-
wadzeniu na faze odniesienia sa rowne, uklad réwnan rézniczkowych stanu nieustalonego
ulega rozprzezeniu na: uklad 2 réwnan dla skladowych aktywnych stojana i wirnika, uktad
n—2 réwnan dla skladowej zerowej stojana oraz uklad m—2 réwnan dla skladowej zerowej
wirnika. Uklad réwnan rézniczkowych dla sktadowych aktywnych ma taka sama budowe
formalna, jak uklad réwnafd maszyny 2-fazowej, jednakze wspolczynniki indukeyjnosci
wzajemnej w nowym ukladzie wspotrzednych w ogdélnym przypadku nie speiniaja zasady
wzajemnosci. Zalezno$é wspolczynnikéw indukceyjnoéci gtéwnych od kata obrotu wirnika
dla maszyny niesymetrycznej katowo jest za$ tego rodzaju, Ze nie moze by¢ usunigta-
na drodze transformacji obrotu o kat ¢.

10. SKEADOWE ZEROWE W SYMETRYCZNYCH MASZYNACH ASYNCHRONICZNYCH

Pojecie sktadowej zerowej wywodzi si¢ od R. H. Parka, ktory na drodze rozwazan
intuicyjno-fizykalnych wprowadzil transformacj¢ 2-osiowa do analizy stanéw nieustalo-
nych symetrycznych maszyn synchronicznych. Skladowa zerowa w maszynach 3-fazowych
przyjeto ogdlnie wyréznia¢ dolnym indeksem 0. W nawiazaniu do tradycyjnego sposobu
notacji bedziemy kolejne wspolrzedne skladowej zerowej stojana oznacza¢ indeksami:
01,02, ..., 0n—2, za$ wirnika: 01, 02, ..., Om—2. Zachowamy réwniez tradycyjny sposdb
wyrézniania wspétrzednych aktywnych przez «, S na tzw. plaszczyZnie stojana i przez
 d, q na tzw. plaszczyZnie wirnika. Transformacje, prowadzace do takich ukladéw wspol-
rzednych z osiami wirujacymi w przestrzeni aktywnej, sa zlozeniem transformacji 2-
osiowej z odpowiednimi transformacjami obrotu. Podsumowujac, wektor pradu, zamiast
przez [i{Pi0iP i .17 bedziemy oznaczaé przez [iyigio; ioz ---1%> badZ [iaizio; fos ...T .

Dla symetrycznego n-fazowego stojana, w ktérym kat pomiedzy osiami kolejnych faz

Wynosi o, = 2TTC, sktadowa zerowa ma w naturalnym ukladzie wspdirzednych, zgodnie

z (16), postaé

—1—_— cos0 _b sin0
V2
1 .
—_ cos 20 sin2ag
V2 |
v , 2. —1—— ‘ . cosdog . sindo,
[io] = - (for | V2 |+io2 +ipa +
—1—_ cos 60 sin 6o
V2 |
1 .
ﬁ cos(n—1)2a, sin(n —1)2¢, |
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+io4

cos0

cos 3o,

cos 6o

cos 9

cos(n—1)3ug

gdy liczba faz n jest nieparzysta, lub

[io]

+igs

2 .
= ‘l/‘ﬁ‘ (ios

cos0

cos3u,

cos 60

cos e,

cos (n—1) 30,

gdy liczba faz n jest parzysta. -
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cos0 7 sin(Q 7
. n—1 o . n—1
08 —5— sin——a
cos2 n-2— 0l sin2—n—;1—°€s
+ ... +i0n—3 +i0n—-2 )(24)
- . n—1
cos3 o sin3 o
2
cos(n—1) n—1 o in(n—1 n—1
A 7 % _s n ) 5 ccs—
1—_ L_ cos0 sin0Q
V2 V2
1 1 .
— —_— cos2o sin 2o
V2 V2
1 1 .
- - - cosdo . sin4o
V2 |+ioz| V2 [+ios +ios +
L_ ..._1__ . cos 6ot sin 6o
V2 V2
1 1 | . _
—_ —— cos(n—1) 2, sin(n —1)20,
v2l Lova] L J L _
(25)
- cos0 - B sin0 -
n .
005(7—1)% sm(7—~1)as
0082(%—1)063 sin2 (—g——l)ocs
+ ... +io,,__3 +i0n—2 )’
3L —1)« sin3(~n——1 o
cos3 |- s > s
n : . n
»_cos(n ) (_Z__I)as_ _sm(n—l) (7 ——1) oes—

Wspodlczynnik ]/— wynika z unormowania wektoréw bazy. Podobnie mozna wyrazi¢
n

sktadowa zerowa pradu symetrycznego m-fazowego wirnika o kacie pomiedzy osiami faz

2 .. . .
oy = —nTi ,: podstawiajac we wzorach (24) i 25): n=m i o, = .
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Przykladowo, sktadowe zerowe S5-fazowego i 6-fazowego obwodu elektromagnetycz-
nego maszyny przedstawiono na rys. 51 6. Prady skladowej zerowej stojana mozna ogra-
niczaé przez pomniejszanie skladowej zerowej w napigciach fazowych maszyny. Jesli skia-
dowa zerowa napiecia fazowego jest rowna zeru, wéwczas prady skladowej zerowej nie
plyna. W zwartym wirniku prady zerowe moga powsta¢ jako wynik wigczenia niejedna-
kowej impedancji dedatkowej w poszczegblne fazy wirnika.. W wirniku zwartym bez-
posrednio, badz przez impedancje dodatkowa wlaczong symetrycznie, skladowa zerowa
pradu nie wystapi.

JZ-im %_ioz

1. 1 1. 1:
2 % o el 2 o o, O
L 1.
7'n 7'o2

1.
V5 o1
1. 1/—c05216|
FArT ]/—cos 141,. §51n216n sm1l.l.a

e T
Vg'im i
, {? o cos 72’ }/Tcos 253, sm72j \/_sm 288.

Rys. 6. Skladowe zerowe pradu 5-fazowego obwodu elektromagnetycznego maszyny

Inna metoda ograniczenia sktadowej zerowej — to polaczenie faz maszyny w gwiazde
bez przewodu zerowego, co uniemozliwia przeptyw pradu iy;. Przewdd zerowy nie ma
natomiast wplywu na pozostale prady zerowe: iy, o5, .... poniewaz ich suma algebraicz-
na jest zawsze réwna zeru.

W stanach ustalonych mozna dokonaé rozkladu wektoréw pradéw stojana i wirnika
na skladowe: wspdlbieing (wytwarzajaca moment napedzajacy), przeciwbiezng (wytwa-
rzajaca moment hamujacy) i zerowa (nie wytwarzajaca momentu elektromagnetycznego).
O ile w maszynach symetrycznych sktadowa zerowa jest niezalezna od skladowych: wspot-
bieznej i przeciwbieznej, to w maszynach niesymetrycznych parametry optymalnego ob-
wodu elektromagnetycznego sa wynikiem kompromisu pomiedzy wartosciami wszystkich
trzech sktadowych. Schematy zastepcze symetrycznej maszyny wielofazowej w 2-osiowym
ukladzie wspolrzednych sa szozegdlnie proste. ROownaniom skladowej aktywnej stojana
1 wirnika odpowiada 2-fazowa maszyna o osiach « i 8 wzajemnie ortogonalnych, réwno-
wazina cneérgetycznie maszynie rzeczywiste], za$ rownaniom skiadowej zerowej stojana
i wirnika — n—2 prostych obwodéw elektrycznych, zlozonych z rezystancji i indukeyj-
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nosci rozproszen stojana i m—2 obwodow elektrycznych, ztozonych z rezystancji i induk-
cyjnosci rozproszen wirnika (rys. 7). W symetrycznych maszynach asynchronicznych
celowe jest stosowanie transformacji k-osiowej i wtenczas, gdy w analizie uwzgledniamy
‘wyzsze harmoniczne przestrzenne pola magnetycznego w szczelinie maszyny. W réwna-
niach rézniczkowych stanu nieustalonego maszyny w miejsce macierzy indukcyjnosci
gltéwnych wystepuja woéwczas szeregi macierzy indukcyjnosci gtéwnych, odpowiadajace

W
4 1 LiOCS
T
Ugs
, ,
igns Rs Lss ot Rw Lsn
oYY oy
Ypis ”mwl
P o
loes  Re Lss ipaw Rw Usw
O Y Y
Yozs uozwt
—ee - S —
ign-2s Rs" bss .
Ol YV ) e ¢
Yom-2w Rw SW
Yon-2s
Lo U —

U0m-zwI

Rys. 7. Schematy zastepcze dla skladowych aktyWnych i zerowych symetrycznej maszyny wielofazowej
w 2-osiowym ukladzie wspolrzednych

kolejnym harmonicznym przestrzennym pola magnetycznego. Mozna wykazaé, ze W sy-
metrycznych maszynach 3-fazowych istnieje wspdlna 2-wymiarowa przestrzefi aktywna dla
macierzy indukeyjnosci gtéwnych, odpowiadajacych 1, 5,7 ... harmonicznej przestrzennej
i Ze jest ona identyczna z 2-wymiarowa przestrzenia zerowa.dla macierzy indukcyjnoéci
gtéwnych, - odpowiadajacych 3, 6,9 ... harmoniczne]j przestrzennej pola magnetycznego.
Odpowiednio tez 1-wymiarowa przestrzen aktywna macierzy indukcyjnosci gtownych,
zZwigzanych z 3, 6,9 ... harmoniczna przestrzenng jest taka sama, jak l-wymiarowa
przestrzen zerowa macierzy indukcyjnosci gtéwnych, odpowiadajacych 1, 5, 7 ... harmo-
nicznej przestrzennej pola magnetycznego. Fizykalnie oznacza to, ze kazdy wektor
pradu, ktdry wytwarza 1 — wytwarza takze 5,7, 11 ... harmoniczng przestrzenng pola
magnetycz nego w szczeli nie, a nie powoduje powstanla pol magnetycznych 3,6, 9
harmonicznej przestrzennej.

W wyniku transformacji k-osiowej uklad réwnani rézniczkowych stanu meustalonego
ulega formalnemu rozsprzezeniu na: uklad réwnan rézniczkowych dla 1,5,7,11 ...
harmonicznej przestrzennej oraz uktad réwnan dla 3, 6,9 ... harmonicznej przestrzennej
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pola magnetycznego w maszynie. Uzyskanie autonomicznych réwnan rézniczkowych dla
‘kolejnych harmonicznych przestrzennych pola magnetycznego jest niemozliwe. Znaczne
uproszczenie ukladu réwnani mozna jednak uzyskaé przez przyjecie zalozenia, ze kazda
harmoniczna pola magnetycznego w szczelinie wywoluje wylacznie sinusoidalna reakcje
J‘magnetycznac tego samego rzgdu w wirniku.

1
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K. KLUSZCZYNSKI

ACTIVE AND ZERO COMPONENTS IN ELECT RO-MAGNETIC CIRCUITS

Summary

The orthogonal decomposition of the winding currents in the electro-magnetic circuits into active
and zero components is presented. The method of calculating zero components in the electro-magnetic
circuits, particularly in asynchronous machines is described. The conditions for eliminating or minimizing
the zero components are discussed. The new k-axis coordinate system obtained simplifies the differential
equations of the electro-magnetic circuits. /

K. KLUSZCZYNSKI

COMPOSANTES ACTIVES ET NEUTRES DES COURANTS
DANS LES CIRCUITS ELECTROMAGNETIQUES

Résumé

|
1 En se basant sur la théorie des transformations linéaires dans les espaces vectoriels, on a montré que,

‘dans les circuits linéaires électromagnétiques, on peut isoler des composantes actives et neutres des courants,
ce qui a une importance effective du point de vue des conversions énergétiques (conversions d’énergie

1électrique, magnétique et mécanique). On a donné le mode de désignation des composantes neutres dans
‘]es circuits €lectromagnétiques a structure topologique composée aléatoirement et avant tout dans les
imachines asynchrones. On a formulé les conditions d’élimination ou de réduction au minimum de la com-
posante neutre des courants. On a introduit un nouveau k-axial systéme de coordonnées, dans lequel les

;équations différentielles de ’état instable des circuits électromagnétiques se simplifient considérablement.
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K. KLUSZCZYNSKI

AKTIV- UND NULLKOMPONENTEN DER ELEKTROMAGNETISCHEN
STROMKREISE

Zusammenfassung

Es wird nachgewiesen, daB die Theorie linearer Transformationen im Vektorraum, angewandt aul
lineare, elektromagnetisch gekoppelte Stromkreise, eine Aufteilung der Vektoren in Aktivkomponenten
und Nullkomponenten ermoglicht. Diese Komponenten haben eine wesentliche physikalische Bedeutung
in Bezug auf die Energieumwandlungsprozesse. Die Absonderung der Nullkomponenten bei elektro-
magnetisch gekoppelten Stromkreisen, insbesondere bei Asynchronmaschinen wird diskutiert. Bedingungen
werden formuliert, die zur Ausscheidung bzw. zur Minimalisierung der Stromkomponenten fithren.

K. KJIIOIUHbCKN

AKTI/IBHI)IE Y HVYJIEBBIE COCTABJIAIOIUE TOKOB
B DJIEKTPOMATHHUTHBIX LEIIAX

Peszmome

JToKasaHo UTO AJIA HMIMPOKOBO KJIACCA PA3BETBIEHHBIX SJIEKTPOMATHUTHBIX HETCH MOXKHA IIPOBECTH
OPTOTOHAIEHOE PasiIOyKeHne BEKTOPa TOKa B OOMOTKAX Ha aKTHBHYIO M HYJIEBYIO cocrapismomue. Ipen-
CTaBJIEH METOJ OMpEHeieHuss HyNEeBBIX COCTAB/IAIONINX B SJICKTPOMATHUTHBIX LENAX ¢ NPOM3BOJIHC
CIIOYKHOM TOMOJIOTMYECKOH CTPYKTYPOit, B 0coGeHHOCTH B aNeKTpruecknx maumHax. CdopmynuposaHb!
VYCHOBSA HCKITIOUCHHUA WIN MAHUMATNSALUY HYNEeBOH cocraBisiomleli TOKOB. Bmemena HoBas k-OceBas
KOOpAWHATHAST CHCTEMa, B KOTOpoil auddepennuansipie ypaBHEHMs HEYCTaHOBUBLUMXCA PEYKUMOE
SHAUUTENBHO ynpamarb'rc;x. : '
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Préba opisu charakterystyk napieciowo-pradowych
wyladowania tukowego stabilizowanego struga gazu
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Praca zawiera analizg procesu nagrzewania gazu przez tuk elektryczny, przy uwzgled-
nieniu réwnan magnetohydrodynamiki, W wyniku ustalono réwnanie podajace zwigzek
miedzy napigciem i pradem luku, wiasnoéciami fizycznymi przeplywajacego gazu oraz
geometria kanalu wyladowczego. Réwnania charakterystyk napieciowo-pradowych wyzna-
czono dla tuku palacego si¢ w gazach jednoatomowych przyjmujac, ze cieplo wlasciwe tych
gazéw jest wartoscia stala oraz dla gazéw dwuatomowych uwzgledniajac zaleznosé ciepta
wlasciwego od temperatury. Obliczenia wykonano dla tukéw palacych sie w argonie i azocie
a wyniki porébwnano z wynikami otrzymanymi eksperymentalnie,

1. WPROWADZENIE

Proces nagrzewania przez tuk elektryczny strumienia przeplywajacego gazu byt anali-
zowany w wielu pracach. W pracy [1] byla przeprowadzona analiza réwnania energii,
w ktérej gléwnym mankamentem bylo wprowadzenie do obliczeri rozkladu predkosci,
wyliczonego na podstawie przypuézczalnego rozkladu temperatury w tuku elektrycznym.
H. A. Stine i V. R. Watson w pracy [2] przeprowadzili analize procesu nagrzewania gazu
przy zaloZeniu, Ze predkosé masy w polu przepltywu jest stala i przy pominieciu réwnania
pedu. Inne opublikowane rozwigzania réwnania energii dotyczyly zjawisk w obszarze
przemian i w pelni rozwinigtych obszarach przeplywu. Na uwage Zastuguje praca
N. B. Murthy’a [3], ktéry przeprowadzit analize zjawisk zachodzacych w palniku plazmo-
wym dla catego obszaru wytadowania, dzielac go na obszar wlotu, obszar przejécia i catko-
wicie rozwinigty obszar przeptywu.

W niniejszej pracy rozpatrzono proces nagrzewania gazu przez tuk elektryczny, uwzgled-
niajac réwnania magnetohydrodynamiki i wezesniejsze badania nad modelem wymiany
ciepta migdzy tukiem a gazem stabilizujacym wyladowanie (gazem roboczym) [4]. W wy-
niku uzyskano réwnanie podajace zwiazek miedzy napieciem tuku, pradem huku, wia-
snosciami fizycznymi przeplywajacego gazu oraz geometrig kanahu wyladowcezego.

7 Rozprawy Elektrotechniczne
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2. CHARAKTERYSTYKA NAPIECIOWO-PRADOWA WYELADOWANIA LUKOWEGO
STABILIZOWANEGO STRUGA GAZU

W przestrzeni cylindrycznego przeptywu mozna wydzieli¢ dwa obszary: obszar we-
wnetrzny, czyli plazmy tuku i obszar zewnetrzny — obszar gazu w otoczeniu. Oddzielone
one s powierzchnig graniczng o promieniu r, = r(z), co przedstawiono na rys. 1.

W obszarze wewngtrznym,. czyli dla r(z) < r, konduktancja gazu ¢ > 0, natomiast
w obszarze zewnetrznym dla r(z) = ro, 0= 0. W pracy dokonano analizy obszaru we-

wnetrznego przepltywu, rozwazajac wyladowanie lukowe poddane wolnemu przeplywowi
* gazu, réwnolegle do osi tuku.

r

Z

Rys. 1. Model pola przeplywu

Proces wyladowania lukowego' rozpatrzono przy nastepujacych zalozeniach:

a) przeplyw gazu jest laminarny, a liczba Macha duzo mniejsza od jednosci,

b) przeplyw jest osiowo-symetryczny — nie ma sktadowej obwodowej predkoscei, a wige
nie ma takZe rotacji przepltywu,

¢) sktadowa promieniowa predkosei jest duzo mniejsza od skladowej osiowej, w wyniku
czego ciénienie jest jednakowe w plaszczyznie prostopadlej do osi tuku,

d) gaz znajduje si¢ w réwnowadze termodynamicznej,

e) zaleznosc wlasnodci termodynamicznych (oprécz masy whasciwej gazu) i wlasnosci
transportu od cinienia jest nieznaczna,

f) osiowe przenoszenie ciepla i energia promieniowania sa do pominiecia.

Procesy zachodzace w wewnetrznym obszarze przeptywu opisuja réwnania magneto-
hydrodynamiki, ktére z uwagi na symetrig osiowa przeplywu, rozpatrzono we wspolrze-
dnych cylindrycznych. . ‘

‘Réwnanie ciaglosci przeptywu przedstawia sig nastgpujaco

do 1 0 0
——— ————— —_— = 1
%t o (rod,)+ = (09,) = 0. | 1)

_Poniewaz dla stanu ustalonego %é;_ = 0, a na podstawie zaloZenia przyjetego modelu

wyladowania tukowego, ze ¢, < ¢, mozna pominaé drugi czlon réwnania (1), zatem
réwnanie ciagloéci przeptywu, w rozpatrywanym przypadku, przyjmie nastepujaca postac

d
——(e9) = 0. | @
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Réwnanie ruchu dla sktadowych wektoréw bedzie:

89, . 3, B, a0 _ 09, ﬂ;) v . o

(—_at “+ . ar +—r-—5¢—+’9;¥—7 +5 =j,H, JzHg, 3

a9, o9, 9, 09, a9, - 19,19,,,) op . ,

(Tt +h ST oy T L R =i E e @

39, 09, 9, 09, aﬁ;) op _ . :
9(W+ﬁ'aT+TE+ﬁZE oz = IrHo—ipH:. ®)

Na podstawie wcze$niej podanych wlasnoéci tuku elektrycznego stabilizowanego stru-
mieniem gazu, réwnanie (5) przyjmie prosta postaé

99,  dp _
0z + 9z 0. ©)

Réwnanie zachowania energii ma postaé
0 92 190 B2 ) &2
W[Q (Cﬂ T+ 7)] + Pare [VQ'l?r (Cp T+ 7)] + —az—[gﬁz (Cp T+ 5 )J +

19 oT o[, T , . .
_75(”‘[67)—0_2—(2¥) =JjrE,+joEptj, E,, ™

09,

gdzie
& =92 +d2102.

W réwnaniu (7) nie uwzgledniono energii traconej z tuku droga promieniowania,
gdyz jak wykazaly badania [5, 6] przy gestosciach mocy tuku rzgdu tysigcy kW /cm? energia
promieniowania nie przekracza 3%. Poniewaz w rozpatrywanych warunkach mozna
uwazac przeplyw za laminarny, nie uwzgledniono réwniez ciepta odprowadzonego z tuku
droga konwekcji [3]. W réwnaniu (7) pominigto pierwsze dwa czlony po lewej stronie,
Z uwagi na rozpatrywanie zjawisk w stanie ustalonym. :

Przyjmujac, ze 9. < 9, mozna takZe nie braé pod uwage ciepla przenoszonego w kie-
runku osi z drogg przewodnictwa cieplnego gazu, jako Ze jest ono do pominigcia, w po-
réwnaniu z cieplem przenoszonym w kierunku osi r.

Wykorzystujac powyzsze uproszezenia réwnanie (7) mozna zapisa¢ w nastgpujacej
postaci

0 92 10 T )
réwnanie stanu gazu
P =eR,T. ®

Dla peinego opisu zjawisk wykorzystano takZe réwnania elektromagnetyczne Maxwella
oraz prawo Ohma dla pola przeplywowego:

—-—=*t=j, (10

oz ar I (1)

rid
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10, . -

7'5;'(TH¢) =Jzs ) (12)
0E, _ 0H, '

el 3

OE, 0E, _ _ OH, )

oz o | M 14

10 J0H,

L0 By =~ 1s)
jr = 0(Br+ ubeH: —ut:Hy), | (16)
jp = 0(Ep+pud, H,—ud.Hy), an
jz = O'(Ez'*'ﬂﬁquz_ﬂﬁanr)- (18)

7 zalozefi b i ¢ wynika, ze réwnanie (4) przyjmie posta¢ j.H,—j-H. = 0. Poniewaz w kie-
runku osi z wystgpuje przeplyw pradu, wigc wektor gestosci pradu ma kierunek osi z

czyli j, # 0. Wynika stad wniosek, ze skladowe wektora pola magnetycznego H, i H,

muszg byé réwne zeru.

Rozpatrujac réwnania Maxwella w postaci (10)+(1’5) stwierdzamy, Ze j, = 0 i dalej

E, = E, = 0. Prawo Ohma, dla przyjetych warunkow wyladowania przyjmie postac
j z = oE,. (1 9)

Korzystajac z réwnania ruchu (6), po prostych przeksztalceniach otrzymano nastgpujaca
posta¢ réwnania zachowania energii, dotyczace jednostki objetosci

8 op 10 (, 0L\ .
E(QﬁszT)—ﬁz-‘b—z—— —(r}. ar )—-—JZEZ- | (20)

F or

W réwnaniu (20) wystepuje wsp6lczynnik wymiany ciepla 4, ktory dla wysokich tempe- '

ratur tuku jest nieznany i zalezny od temperatury i ci$nienia. Opierajac si¢ na przeprowa-
dzonych badaniach w [9], przyjeto, Ze ilos¢ ciepla odprowadzanego drogg przewodnictwa
cieplnego z obszaru wewngtrznego do obszaru zewnetrznego przeplywu jest proporcjo-
nalna do wartoéci pradu luku, a wigc

ro It
1 @ oT
__ofof7—a?(r).—a;—) 2wrdrdz = KI, 21

gdzie:

K — stala proporcjonalnosci,

I, — dlugo$¢ tuku.

Przeplyw gazu przez kanal cylindryczny odbywa si¢ pod wplyWem roéznicy ci$nienia
na wlocie do kanalu p, i cisnienia na wylocie kanatu p,. Zalozono, Ze rozklad ci$nienia
wzdluz kanatn wyladowczego jest liniowy i wyrazony zalezno$cia p(z) = Bz+p, gdzie

P1— Do

B = ]

(22)§
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Przeplywajacy gaz ogrzewa si¢ w obszarze wyladowania lukowego i po przebyciu
drogi w luku osiaga temperature uku T;. Przyjmujac, ze wzrost temperatury jest liniowy,
mozna zapisaé

= T,+4z, \ | (23)
gdzie:
T, —temperatura poczatkowa gazu,
—-T ]
A= ET—"——wspélczynmk wzrostu temperatury.
1
Poniewaz temperatura poczatkowa gazu T, < T;, moZna ostatecznic przyjaé, ze
T, = Az. ’ (24)

Wykorzystujac réwnanie cigglosci przeplywu w postaci (2) stw1erdzamy, Ze masa gazu
przeplywajaca w ciggu sekundy przez kolumne tukows jest stala i wynosi

e od, = G = const.

Zalezy ona od masy gazu stabilizujacego wyladowanie ukowe G* i moze by¢ opisana

zaleznoscia

SRg Ql n
F b

G = G* (25)

gdzie:
G* —ca1k0w1ty przeplyw gazu w kanale wy}adowczym
R, —stala gazowa J/g- deg,
S = nry — przekréj poprzeczny kolumny lukowe;j,
F = mR? — przekrdj poprzeczny kanalu wyladowczego.
W oparciu o powyzsze rozwazania réwnanie gestosci mocy w tuku mozna zapisaé
W nastgpujacej postaci ~

G*R,0, Ty _G*R,T, . 1 a( aT,)_,
F(Bz+p,) Crd F(Bz+p,) = r or rA or =J: B (26)

Rozwiazanie réwnania (26) jest mozliwe pod warunkiem, ze ciepto wladciwe C,, gestosé o
i konduktywno$¢ o gazu sa znanymi funkcjami temperatury i ci$nienia.

Korzystajac z aproksymowanego w odpowiednio matych przedziatach przebiegu
o(T), wyznaczono temperaturg tuku przy zalozeniu, ze jest ona zalezna od odlegloéci
rozpatrywanego przekroju od korca sworzmowe_] elektrody i nie zalezy od promienia
tuku. Stad otrzymano '
bz I
S U’
gdzie a i b — wspblczynniki liczbowe uzyskane z aproksymacji liniowej przebiegu o(7).

Zmiany gestosci gazu mozna opisaé réwnaniem

o = o+BT, (28)

gdzie « i f — wspSiczynniki liczbowe uzyskane z aproksymacji liniowej przebiegu o(T).
Réwnanie opisujace zaleznosé napiecia na tuku w funkcji pradu tuku, uwzgledniajace
wlasnodci fizyczne gazu oraz geometri¢ kanalu wyladowczego otrzymano, catkujac réw-

T, =a+ 27
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nanie gestosci mocy (26) po objgtosci tuku. Jako dlugo$é tuku /; przyjeto odlegtos¢ rowna
polowie dlugoéci kanalu wyladowczego. Okreflenie rzeczywiste] dtugosci tuku jest nie-
mozliwe, ze wzgledu na wystepujace w nim procesy gazo- i elektrodynamiczne. Natomiast
graniczng warto$¢ promienia tuku przyjmowano w zaleznosci od pradu tuku i ciénienia
wedtug [7]
kr
pm
Wspdtczynnik proporcjonalnosci k okreslano dla danych warunkow stabilizacji wylado-
wania. ‘

Stosujac gazy jednoatomowe, dla ktdérych cieplo wlasciwe jest wartoécia stala, nie-
zalezng od temperatury, réwnanie calkowe opisujace charakterystyke U-—I ma postaé

. o (29)

Fo =

- wk?

4

1 Iy
G l(c, Au—p) [ @,0.024C,4 [ #@abkr=vr, G0
] 0 )

gdzie ] .
_ 1 . B = 4bz I-20
LT By 2T mE T
Catki wchodzace w sklad réwnania (30) wyznaczono analitycznie 1 po prostych prze-
ksztalceniach algebraicznych otrzymano réwnanie stopnia czwartego ze wzgledu na U,
ktére rozwigzano metoda Newtona.

® (Bz+p,)"™

" 3. OPIS CHARAKTERYSTYKI NAPIECIOWO-PRADOWEJ
WYLADOWANIA LEUKOWEGO STABILIZOWANEGO ARGONEM

Przedstawiona w rozdziale 2 analiza mozZe postuzy¢ do opisu charakterystyk napigcio-
wo-pradowych tuku elektrycznego w plazmotronie, w ktérym catkowity przeplyw mozna
podzieli¢ na dwa obszary scharakteryzowane uprzednio. Obliczenia charakterystyk U -1
wykonano wykorzystujac réwnanie (30) dla tuku palacego si¢ w plazmotronie, przedsta-
wionym na rysunku 2. Luk palil si¢ w atmosferze argonu, tzn. gazu jednoatomowego.
Obliczenia wykonano dla czterech wartoéci wydatku gazu i rozkladéw ci$nient wzdluz
dyszy przedstawionych na rysunku 3. Do rozwazah przyjeto nastgpujace wartosci wspoli-
czynnikéw stalych: K =108 V; k= 4,14-10-3 N™/A™m?"-*; n = 0,4; m = 0,25;
R, = 0,21 J/g-deg; C, = 0,52 ] /g - deg. Otrzymane wyniki obliczen poréwnano z wyni-
kami pomiaréw zamieszczonymi w [8]. Wartoéci pomierzonych i obliczonych napigé
tuku zestawiono w tablicy 1, a na rysunku 4 przedstawiono obliczone charakterystyki
U—1I w postaci graficznej.

Z tablicy 1 wynika, Zze réznice migdzy wielko$ciami pomierzonymi i obliczonymi nie
przekraczaja + 8%, co stanowi juz blad znaczacy. Analizujac réwnanie opisujace charak-
terystyke napigciowo-pradowa tuku i zatozenia, ktore przyjeto dla jego otrzymania stwier-
dzono, Ze przyczyna znacznego biedu moze by¢ przyjecie liniowych zmian ci$nienia w dyszy.
Przyjeto wiec dokladniejsze przyblizenie rozkladu cisnien wzdtuz elektrody-dyszy po-
twierdzone réwniez badaniami w [9], a mianowicie

p = Cz*+Dz+p,, 31
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Rys. 3. Liniowy rozklad ci$nien wzdhuz elektrody-dyszy

Gaz roboczy argon
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Tablica 1

" Pomierzone i obliczone zgodnie z réwnaniem (30) napigcia luku

L = 18 mm, R = 3,5 mm, gaz roboczy — argon

Uo -, om
Lp. Upom Uont 1 G | p | Ugp= T 100%
N pom
— A% v A g/s MPa % .
1. 36,5 34,1 50,0 2,2 - 0,111 —6,57
2. 34,8 33,5 62,5 - —3,73
3, 33,0 33,0 74,0 - 0,00
4, 31,9 32,6 , 88,0 +2.19
5. 31,4 32,1 104,0 2,2 0,111 +2,23
1. 39,8 36,8 © 44,0 2,5 0,114 -1,54
2. 37,0 36,2 56,0 2,16
3. 35,5 35,3 75,0 -0,56
4, 35,3 35,1 88,0 —0,56
5. 34,3 34,5 . 100,0 2,5 0,114 +0,58
1. 45,0 42,4 45,0 3,25 0,129 —5,78
2. 42,6 41,3 63,0 —3,05
3. 42,0 40,9 70,0 —2,62
4, 41,5 40,6 78,0 -2,17
5. 41,3 40,1 89,0 —2,90
6. 41,1 39,8 99,0 3,25 0,129 —-3,16
1. 46,9 44,7 42,0 3,60 0,138 —4,69
. 2. 445 43,5 58,0 —2,25

3. 44,0 42,7 73,0 -295
4, 43,7 42,3 83,0 —3,20
S. 43,5 41,6 101,0 3,60 0,138 —4,37

5 A\

y o A\ 4

\\BA\A ~30005 2
— =325,
]\40- Y —
: U
351 = § =254/s
\\.,%
30p
o > . : y : 4
0 40 a0 60 70 80 50 00 A 10
] —>

Rys. 4. Obliczone zgodnie z réwnaniem (30) napigciowo-pradowe charakterystyki tuku elektrycznego

Gaz roboczy argon. Punktami oznaczono rezultaty pomiaréw
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Rys. 5. Rozktad cisnien wzdtuz elektrody-dyszy opisany réwnaniem (31)
Gaz roboczy argon
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Rys. 6. Obliczone zgodnie z rownaniem (32) napigciowo-pradowe charakterystyki luku elektrycznego
. Gaz roboczy argon. Punktami oznaczono rezultaty pomiaréw
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gdzie:

_pl_po, - — P1—Po

o D 2——1 .

W tym przypadku réwnanie opisujace charakterystyke napigciowo-pradowa tuku
elektrycznego przyjmie postaé

7:(;, G*R IZ"{f [C,Aa—(2Cz+ D)) D3 P,dz+ C, AB f @3¢2dz}+KI =UI, (32)
gdzie:
. o q
37 (Cz2+Dz+py )’ (33)
" 4bz 11 2n s
®, = a+—>———(Cz>+Dz+p,)*".

wk?

Obliczenia napigcia tuku wedtug réwnania (32) wykonano dla tych samych warunkow,
dla ktérych obliczono napigcia wedlug réwnania (30), dla rozkltadow ci$nien wzdluz dyszy
podanych na rysunku 5. Wyniki obliczen i pomiaréw zestawiono w tablicy 2, a na ry-

\

Tablica 2
Pomierzone i obliczone zgodnie z réwnaniem (32) napigcia luku
L = 18 mm, R = 3,5 mm, gaz roboczy — argon
Uobl - Upom
Lp. Upom Uat I G* D1 U% =" 100%
Upom
- A% v A g/s MPa , %
1. 36,5 34,4 50,0 2,2 0,111 —5,75
2. 34,8 33,8 62,5 ' —2,87
3. 33,0 334 74,0 +1,21
4, 31,9 32,9 88,0 43,13
5. 31,4 32,5 104,0 2,2 0,111 43,50
1. 39,8 37,5 44,0 2,5 0,114 —5,78
2. 37,0 36,5 56,0 -1,35
3. 35,5 35,8 75,0 ‘ +0,84
4, 35,3 35,4 88,0 +0,28
5. 34,3 35,0 100,0 2,5 0,114 +2,04
1. 450 43,6 45,0 3,25 0,129 —3,11
2. 42,6 42,5 63,0 —-0,23
3. 42,0 42,1 70,0 +0,24
4. 41,5 41,8 78,0 +0,72
5. 41,3 41,4 89,0 ' +0,24
6. 41,1 41,0 99,0 3,25 0,129 +0,24
1. 46,9 46,3 42,0 3,60 0,138 —1,28
2. 45,5 45,1 58,0 —0,88
3. 44,0 44,4 73,0 +0,91
4. 43,9 43,7 83,0 —-0,45
5. 43,5 43,3 101,0 1 3,60 0,138 ~0,46
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sunku 6 przedstawiono charakterystyki napigciowo-pradowe w postaci graficznej. Blad
maksymalny wzglgdem wielkodci pomierzonej nie przekracza +6%.

4. OPIS CHARAKTERYSTYKI NAPIECIOWO-PRADOWE]
WYLADOWANIA }UKOWEGO STABILIZOWANEGO AZOTEM

W réwnaniu (32) cieplo wlaéciwe gazu przyjmowano jako stale niezalezne od tempera-
tury, stad nie opisuje ono charakterystyk U—I tuku w gazach dwuatomowych. Cieplo wla-
$ciwe gazow dwuatomowych jest funkcja temperatury. Wedtug Sirotinskiego i Burck-
harda zalezno$¢ ta ma postaé [10]

7 T 1/2
Cp = —ERg (‘ﬁ-) . (34)

Roéwnanie opisujace charakterystyke napigciowo-pradows tuku palaccego si¢ w atmosferze
gazéw dwuatomowych mozna zapisaé w postaci

3 I 5
2
%kTG*RZIZ"A273 Zloc f @3@4dz+ﬂ f D, @4dz}
7:k2

— ORI f (2Cz+D)¢3d54dz+K1— UI, (35

gdzie: @5, D, okreslone sa zaleznoscia (33).
Calki wystepujace w réwnaniu (35) rozwigzano analitycznie i w wyniku prostych
przeksztalcen algebraicznych otrzymano réwnanie piatego stopina ze wzgledu na U, ktére

o

MPa

on3:

01

-

an

|
02 496 81 121 16 18202224 2%6mm 30
7

Rys. 7. Rozklad ciéniefi wzdluz elektrody-dyszy opisany réwnaniem (31)
Gaz roboczy azot
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rozwiazywano metoda przyblizeA Newtona. Obliczenia przeprowadzono dla tuku palg-
cego sig w azocie dla czterech wartoéci wydatku gazu i rozkladéw ciSnieri wzdluz dyszy
podanych na rysunku 7. Do obliczei przyjeto nastgpujace wartosci wspolczynnikow sta-
tych: K=10,3 V, k = 4,14-10~3 N"/A"m?"~%, n = 0,4, m = 0,25, R, = 0,21 J/g- deg.

Wyniki obliczefi podano. w tablicy 3, a w postaci graficznej na rysunku 8. W celu po-
réwnania obliczonych charakterystyk U-I z wynikami eksperymentalnymi wykonano
konstrukcje plazmotronu ze wzdluznym doprowadzeniem gazu i wykonano pomiary
napigcia tuku w zaleznosei od pradu tuku dla identycznych czterech wartosei wydatku
gazu. Wyniki pomiaréw przedstawiono na rysunku 8 i zamieszczono w tablicy 3. R6znice
miedzy wartosciami pomierzonymi i obliczonymi nie przekraczaja +77.

il &
B
V L
160+
150+
10t
1301
0 120}
110t
—I27005
wol o ——
g0} .
80t ' ° = 2127g/7
o ——————
70t -
e T Ho W0 7e0 206 20 40 20 A 70T

[ —

Rys. 8. Obliczone zgodnie z réwnaniem (35) napigciowo-pradowe charakterystyki tuku elektrycznego
Gaz roboczy azot. Punktami oznaczono rezultaty pomiaréw

5. PODSUMOWANIE

W pracy dokonano préby wyznaczenia charakterystyk napigciowo-pradowych luku
palacego si¢ w strumieniu przeplywajacego gazu w oparciu o réwnania magnetohydro-
dynamiki i przyjety model wymiany ciepla miedzy ukiem i przeptywajacym gazem. Row-
nania charakterystyk napigciowo-pradowych wyznaczono dla dwdéch roznych rozkla-
déw ciéniern wzdluz dyszy. Obliczenia wykazaly, ze przebieg charakterystyk jest za-
lezny nie tylko od ciénienia na wlocie i wylocie z dyszy, ale takze od profilu jego zmian
wzdtuz dtugosci dyszy. Przyjecie rozkladu cisnienia wzdhuz dyszy opisanego réwnaniem
(31) spowodowalo obniZenie maksymalnego bledu obliczen o okoto 2%, w stosunku do
obliczefi przy zalozeniu liniowych zmian ci$nienia. '

Gl6éwna przyczyng rozbieinosci migdzy wielkodciami pomierzonymi i obliczonymi
wydaje si¢ byé przyjecie stalej dlugosci tuku, niezalenej od wartosci natgZenia pradu
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Tablica 3

Pomierzone i obliczone zgodnie z réwnaniem (35) napiecia luku

L = 30 mm, R = 4 mm, gaz roboczy — azot
Lp. Upom Ut 7 G* Uy, = Yo = Upom 100%
Upom
- A% A" A g/s %
L. 101,4 9.4 88 2,27 —6,90
2. 93,5 89,3 112 —4,49
3. 82,2 84,1 144 2,26
4, 81,0 83,0 152 2,47
5. 75,2 75,9 220 0,93+
6. 72,1 74,0 240 2,63
7. 72,0 72,7 256 0,97
8. 70,4 71,0 280 2,27 0,85
1. 137,2 128,8 80 2,76 —6,12
2. 128,0 123,0 104 —3,91
3. 124,9 119,5 120 —8,04
4. 117,5 115,1 144 —1,31
5. 114,7 113,2 152 —1,30
6. 108,2 109,5 184 1,20
7. 104,9 106,0 216 1,05
8. 99,2 102,4 256 3,22
9, 96,5 100,5 280 2,76 4,14
1. 165,4 155,8 30 3,2 —~5,80
2. 144,2 142,4 128 —1,25
3. 136,0 134,0 176 —1,47
4, 132,9 131,8 192 —-0,83
5. 125,9 127,1 232 1,52
6. 122,0 125,5 248 2,87
7. 120,2 124,0 264 3,16
8. 117,5 122,6 280 3,2 4,34
1. 188,2 178,0 80 3,6 —5,42
2. 168,0 164,9 120 —1,84
3. 161,2 159,0 146 —1,36
4. 156,4 155,5 164 —-0,57
5. 150,7 152,2 184 0,99
6. 145,9 147,4 218 1,03
7. 138,0 141,1 276 3,6 2,25

1 wydatku gazu. Problem ten wymaga dalszych badad i analiz, ktére winny doprowadzié
do ustalenia modelu wytadowania tukowego ze zmienng dlugoscia tuku przy zmiennych
gazo- i elektrodynamicznych parametrach.
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C. KROLIKOWSKI, A. KAMINSKA-PRANKE, R. NIEWIEDZIAL

AN ATTEMPT TO DESCRIBE VOLTAGE-CURRENT CHARACTERISTICS OF AN ARC WITH
GAS JET STABILISATION WHEN UTILIZING EQUATIONS OF MAGNETOHYDRODYNAMICS

Summary

In this paper on the basis of magnetohydrodynamics equations and of the model of electrical arc
with gas jet stabilisation the authors propose the equation determining voltage-current characteristics of
the d.c. arc. The analytically calculated characteristics described by the proposed equation are presented .
and compared with the experimental ones.

C. KROLIKOWSKI, A. KAMINSKA-PRANKE, R. NIEWIEDZIAL

ESSAT POUR DETERMINER LES CARACTERISTIQUES TENSION-COURANT DE L’ARC
ELECTRIQUE STABILISE PAR LE GAZ DE TRAVAIL EN UTILISANT LES EQUATIONS
MAGNETOHYDRODYNAMIQUES

Résumé

En utilisant les équations magnétohydrodynamiques et le modele de I’arc électrique 4 courant continu
qui est stabilisé avec le gaz de travail, on a présenté ’équation pour déterminér les caractéristiques tension-
courant.

Les caractéristiques théoriques calculées, a partir de ’équation proposée, ont été présentées et com-
parées avec les caractéristiques déterminées expérimentalement.

C. KROLIKOWSKI, A. KAMINSKA-PRANKE, R. NIEWIEDZIAL

ANALYTISCHER BESTIMMUNGSVERSUCH VON STROM-SPANNUNGS-KENNLINIEN
DES MIT ARBEITSGAS STABILISIERTEN LICHTBOGENS
UNTER AUSNUTZUNG MAGNETOHYDRODYNAMISCHER GLEICHUNGEN

Zusammenfassung

In der Arbeit wurden Strom-Spannungs-Kennlinien aufgrund magnetohydrodynamischer Gleichun-
gen und eines Modells des elektrischen, mit Arbeitsgas stabilisierten Gleichstromlichtbogens dargestelit.
Auf der vorgeschlagenen Gleichung basierend, wurden die theoretischen Kennlinien berechnet, und mit
Versuchsergebnissen versehen.
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Y. KPYJIMKOBCKH, A. KAMHHBCKA-TIPAHKE, P HEBEI3SJI

TIOTIBITKA OIIMICAHUS BOJIBTAMIIEPHBIX XAPAKTEPUCTUK AYTH
CTABHUJIVI3NPOBAHHON ITOTOKOM T'A3A
HA OCHOBAHHM YPABHEHUI MATHUTOTUIPOIVHAMUKU

Pesmome

IlpoBeneH aHaIM3 HAarpeBa rasa BJICKTPUYECKON Ayroif HA OCHOBaHMM ypPaBHEHI MarHUTOTHULPO-
AupaMuKA. B pesyibrate MONYUEHO ypPaBHEHHE ONMCBHIBAIOINEE 3aBACHMOCTE MEIY HANDSIKEHHEM
M TOKOM HYrH, (PHSHUECKMMH CBOMCTBaMH ra3a, FeOMETpHel DaspsAHOTO KaHAIA. YDaBHEHHS BOJIBI-
aMIICPHBIX XapaKTCPHCTUK BBIBEICHBI A AYTHM, TOPAIIEH B OOHOATOMHBIX T'433X, IPHHMMAS TEILIO-
€MKOCTh STHX I'a30B IIOCTOSHHOM M 171 ABYaTOMHBIX TasOB, NPUHMMAS YTO HMX TEILIOEMKOCTH S2BHCHT

OT TEMIICpATypPhI. Pacuyernr IIPOBEACHDBI LI OYT, TOPALINX B apToHe U a30Te, Honyqermme Pe3yJIbTaThI
CPaBHCHEI C PE3yJIbTaTaMM 3IKCIEPHMEHTA.
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Influence des barriéres sur Pamorgage des moyens intervalles d’air
pointe-plan

. AHMED BOUBAKEUR (ALGER)
Instytut Wysokich Napie¢ Politechnili Warszawskiej

Regu le 17.12.1979

L’article présente les résultats des essais concernant I'influence des barriéres propres et
polluées sur la tension disruptive du systéme pointe-plan. Tensions appliquées: + 1,2/50 us,
+170/2500 ys, 50 Hz. Distances d’électrodes 30300 cm. On a défini les conditions dans
lesquelles le canal de la décharge contourne la barridre sahs perforation et sans décharges
glissantes. ’ :

1. INTRODUCTION

Le recours, pour des raisons économiques, & des tensions de plus en plus élevées pour
le transport de I’énergie électrique a nécessité, et nécessitera encore, des distances d’isolement
dans P’air de plus en plus grandes. v o )
Dans des conditions atmosphériques données, la disruption de 'air dépend largement
de la forme des électrodes et du genre de tension appliquée. Dans la pratique, la majorité
des configurations rencontrées peut étre caractérisée, a partir d’une certaine distance
entre électrodes, par les géométries. 3 champ non-uniforme pointe-pointe ou pointe-plan
ou bien par celles qui possédent la rigidité électrique intermédiaire. De toutes ces con-
ligurations seule la géométrie pointe-plan est la plus défavorable en ce qui concerne la
‘upture diélectrique de lair qui se manifeste dans ce cas aux plus faibles tensions quand
a pointe est positive. Cela traduit "importance que revét I'utilisation du systéme d’électro-
les pointe-plan dans plusieurs recherches lides 3 Ia rigidité diélectrique de ’air. En effet,
sur la base des résultats obtenus avec ce systéme d’électrodes, il devient facile d’estimer
es distances minimales dans I’air 3 respecter pour une tension de tenue donnée [1]. Ceci
levient de plus en plus nécessaire dans le domaine de trés hautes tensions ou les distances
I’isolement ne restent plus & peu prés proportionnelles 3 la tension de tenue comme dans le
‘as des moyennes tensions. Le choix des distances d’isolement est en général basé sur
es résultats contenus avec les intervalles d’air Dpointe-plan soumis -la contrainte de tension
a plus défavorable. X1 fut vérifié [2, 3, 4, 5] que cette contrainte est représentée, pour les
ongs intervalles d’air, par les chocs positifs de manoeuvres 3 durée de front relativement
ongue. :
Pour augmenter la tension disruptive des intervalles d’air, on a proposé I’emploi de
arriéres isolantes. Cet emploi doit tenir compte de la forme géométrique des électrodes
t de la nature de la barriére, la pollution atmosphérique y inclue. L’avantage fourni

Rozprawy Elektrotechniczne
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par les barriéres est surtout ’augmentation appréciable de la tension disruptive des inter-
valles d’air pointe positive-plan. Cette augmentation fut remarquée par plusieurs cher-
cheurs. ‘

Pour les intervalles relativement petits (inférieurs & 30 cm), 'influence des barriéres!
sur la rupture diélectrique de I’air fut déja remarquée vers les années 1920 par C. P. Stein-
metz [6]. Les principales recherches furent entreprises ensuite par E. Marx [7, 8] et H. Roser
[9, 10]. Ces auteurs ont étudié influence de différents types de barriéres, dans différents
intervalles d’air & champ nonuniforme, aux tensions de chocs & front raide (type chocs
de foudre), & tension continue et a fréquence industrielle. I’amélioration de la tension
disruptive de air fut notable seulement pour le systéme d’électrodes pointe positive-plan.
Roser [9] considére que cette amélioration serait due surtout & Puniformisation du champ
glectrique, dans 1’espace barriére-plan, provoquée par la charge positive déposée sur la
surface de la barriére en face de la pointe. Cette constatation fut vérifiée ensuite par
N. F. Wolochtchenko [11] et par M. P. Verma [12]. Les études qui suivirent, aprés celles
de Marx et Roser, ont été orientées sturout vers Pinfluence de la forme des électrodes,
la distribution du chan’ip ‘électrique dans ’arrangement pointe-barriére-plan, ’existence
de différentes phases de rupture (décharge pointe-barriére suivie par la décharge barriére-
plan et le contournement de la barrierd), la géométrie et la nature de la barriére, et I’in-
fluence des barriéres polluées.

Pour les intervalles d’air longs de quelques métres, les recherches sont plutdt rares.
Les premiéres études de V. S. Komelkov & A. M. Lifchits [14] et de O. Salka & H. No-
rinder [15], vers les années 1950, concernaient surtout le mécanisme des décharges dans
Iair. Des recherches plus détaillées et concernant la rupture diélectrique de lair furent
réalisées en 1973 par R. Finsterwalder [16]. Cet auteur étudia ’influence d’une barriere
isolante sur la tension 100% de décharge disruptive aux chocs de manoeuvres des inter-
valles d’air tige-sphére longs jusqu’a 1 m. Il a défini les variations de cette tension dis-
ruptive en fonction de la position de 1a barridre dans Dintervalle et du temps jusqu’a la
créte des chocs de manoeuvres. La tension disruptive augmente quand la barri¢re s’approche
de la pointe, tout en restant minimale pour les chocs ayant une durée de front comprise
entre 100 et 200 us. Pour les intervalles d’air pointe-plan longs de 3 m, M. Darveniza e
B. Holcombe présentérent au Congrés Mondial de 1’Electrotechnique de 1977, leur:
travaux concernant I’influence d’une barriére isolante sur la rupture diélectrique de I’aii
aux chocs de manoeuvres et de foudre [17, 18]. Ils constaterent que, aussi pour les longt
intervalles, ’augmentation de la tension disruptive a lieu quand la pointe est positive
Cette augmentation a été obtenue aussi a 'aide d’une barriére métallique a bords arrondi
pour les intervalles pointe-plan de 80 cm par A. Sevigny et autres [19].

Contrairement & celui des petits intervalles d’air, le domaine de longs intervalles reste
ericore & explorer et plusieurs recherches sont 3 réaliser dont certaines d’entre elles son’
présentées dans ce rapport. '

2. PROGRAMME DE RECHERCHES

Notré étude touchera les trois’ genres de tension suivants: chocs de foudre +1,2/50 ws
chocs de manoeuvres +170/2500 ps et tension a fréquence industrielle 50 Hz, et ser:
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plus détaillée pour les deux derniers genres de tension car ils correspondent aux contraintes
les plus sévéres pour les ‘intervalles d’air pointe-plan qui nous intéressent. Ces intervalles
etaient compris entre 40 cm et 200 cm et nommés moyens intervalles, S’il s’agit de I’appli-
cation de la tension de choc de manoeuvres 3 durée de front égale 3 170 us, ilfut tenu compte
du fait que pour les intervalles d’air pointe positive-plan compris entre 100 cm et 300 cm,
la tension disruptive reste trés voisine d’une valeur minimale pour les chocs ayant une
durée de front comprise entre 100 ps et 250 us [4, 5]. D’autre part, d’aprés Finsterwalder
[16], la tension disruptive des intervalles d’air avec barriére isolante devient minimale
pour les chocs ayant une durée de front comprise entre 100 us et 200 us indépendamment
de la position de la barriére dans Iintervalle.

Aux tensions de choc, I’étude de Ia polarité négative ne fut pas effectuée car il a été
déja démontré qu’avec la pointe négative la barriére n’entraine aucune augmentation
notable de la tension disruptive [18].

Comme il a été vérifié auparavant [10, 18], I’influence de Ia barridre isolante est surtout
liée & 'accumulation des charges sur la surface de la barridre du cté de la pointe positive.
Les principaux facteurs dont dépendrait I'influence de la barriére seraient alors, pour
une forme de tension donnée et une méme configuration d’électrodes, I’etat de surface
de la barriére, sa géométrie propre (largeur) et sa position dans Uinretvalle entre électrodes
En conséquence, I’étude concernera les barriéres 4 surfaces propres et les barridres re-
couvertes d’une couche semi-conductrice caractérisant ainsi la barriére polluée,

3. ESSAIS

Pour effecteur nos recherches, nous avons utilisé les principales sources de tension
qui existent au Laboratoire H. T. de I’Ecole Polytechnique de Varsovie. La tension 3 fré-
quence industrielle était fournie par un transformateur d’essais 750 kV—750 kVA. La
mesure de tension a été réalisée grice a un diviseur de tension capacitif (15 pF). Les
tensions de choc de foudre et de manoeuvres ont été fournies par un générateur de choc
correspondant & un montage multiplicateur de Marx de 16 étages avec une capacité de
choc par étage de 125 nF. L’énergie nominale de ce générateur est de 32 kJ et sa tension
nominale de 2800 kV pour les chocs de foudre et environ 1400 kV pour les chocs de ‘'mano-
euvres. Pour les chocs de foudre, la capacité de charge ‘du générateur était de 500 pF,
la résistance série de 800 Q et la résistance paralléle de 6,4 kQ. Cette derniére résistance
a été utilisée comme branche H. T. d’un diviseur de tension résistif pour la mesure de la
tension de choc. Pour les chocs de manoeuvres, la capacité de charge était de 800 pF,
a résistance de front égale 2 45 Q et la résistance paraliéle égale & 382,5 kQ. La capacité
le charge fut utilisée comme branche H. T. d’un diviseur capacitif de tension pour la
mesure de la tension de choc de manoeuvres,

Les essais ont été réalisés conformémént aux recommandations de la C.E.L [20] en
*e"qui concerne la-détermination de Ia tension moyenne de décharge disruptive et les
sorrections atmosphériques. La tension 5074 de décharge disruptive de choc (foudre et
nanoeuvres) était déterminde par la méthode ,,montées et descentes”’ [21, 22]. Le nombre
le chocs par série etait de 50 et le temps entre deux chocs successifs était de I’ordre de

15
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60 s. Ce temps était suffisant pour que la charge déposée sur la barriére n’aie pas d’in-
fluence sur la détermination statistique de la tension 50%, de décharge disruptive.
L’arrangement pointe-barrieré-plan utilisé est présenté sur la figure 1. L’électrode H.T.
&tait constituée par un cylindre en fer de diamétre égal 156 mm, terminé par une pointe
conique 30° ayant un bout hémisphérique de 2 cm de diametre. L’¢lectrode plate, .mise

3 la terre, était constituée pae une plaque métallique circulaire en fer de 4 m de diamétre,

—
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Fig. 1. Arrangement pointe-barriére-plan

ayant une épaisseur de 1,5 mm. Les barriéres isolantes utilisées étaient en papier bakélisé
(¢ = 5,8) de forme carrée (largeur maximale 130 cm) et avaient une épaisseur de 6 mm.
Cette épaisseur empécha la perforation des barriéres par la décharge disruptive et assura
une bonne rigidité mécanique de ces barridres (trés faible fléche). Les barriéres étaient
suspendues par quatre fils en nylon (diamétre égal a 4 mm) A un support isolant.

4. RESULTATS

4.1. Barriére non-polluée

Ii fut déja observé [8, 9, 10, 11, 12, 13] que la tension disruptive des petits intervalles
d’air pointe-positive-plan varie essentiellement en fonction de la position de la barriére
par rapport.aux électrodes. Cette tension passe par un maximum quand la barriére es'
prés de la pointe. Cette constatation reste aussi valable pour les moyens intervalles d’air
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En effet quand la barriére isolante & surfaces propres (résistivité superficielle de I'ordre
de 10 Q) s’approche de la pointe, la tension disruptive de Pair augmente considérablement
et atteint une valeur maximale quand la barriére se trouve prés de la pointe & environ
20% de la distance pointe-plan (a; = 0,2d). Aux tensions de choc de foudre (Fig. 2) et
de choc de manoeuvres (Fig. 3) 'augmentation optimale de la tension 509 de décharge
disruptive est de ’ordre de 130% pour la plus petite distance pointe-plan (d = 50 cm)
et de I'ordre de 20% pour la plus grande distance (d = 200 cm). Pour le cas de la tension
a fréquence industrielle (Fig. 4) ’augmentation optimale de la tension disruptive est de
I’ordre de 135% pour la distance d égale & 40 cm et de I’ordre de 40% pour d = 120 cm.
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0 20 40 60 80 00 cm 120

&y ——
Fig. 4. Tension disruptive 4 frequence industrielle en fonction de la position de la barriére
|
L’amélioration de la rigidité diélectrique des moyens intervalles d’air pointe-plan es11
due surtout au fait que la barriére forme un obstacle géométrique 2 la décharge disruptive
directe. Avec les barriéres utilisées (&paisseur égale 4 6 mm), la décharge se développe
de la pointe vers le bord de la barriére et de ce bord vers le plan mis & la terre. Sur lae
Fig. 5 sont présentées quelques photographies de décharges disruptives, aux chocs de
foudre (Fig. 5a et 5b), aux chocs de manoeuvres (Fig. 5c) et & fréquence industrielle
(Fig. 5d). Sur ces photographies, il est aussi facile de voir que la longueur du canal de Iz
décharge est en granduer trés proche de la distance d’ pointe-bord de la barriere-plar
(Fig. 1).
A partir des observations photographiques et de Panalyse des résultats numériques
il fut établit [23] que la tension disruptive correspondant. 3 la longueur du canal de L
décharge d’ est approximativement égale a la tension disruptive de P’arrangement pointe




Fig. 5. Décharge disruptive
a —tension +1,2/50 ps, U = 1130 kV, d = 200 ¢cm, a; = 0 cm
b —tension +1,2/50 us, U = 920 kV, d = 150 cm, a; = 90 cm
¢ — tension +170/2500 us, U = 620 kV, d = 100 cm, gy = 20 cm
d—tension 50 Hz, U = 570 kV, d = 100 cm, a; = 50 ecm -
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Jig. 6. Equivalence électro-géométriqlie des systémes avec barriére et des systémes sans barridre
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plan sans barriére ayant une distance entre électrodes égale & d’ (Fig. 6). Autrement dit,
un intervalle d pointe-barriére-plan est, du point de vue rigidité, équivalent & un intervalle
d’ pointe-plan sans barriére. La comparaison entre les intervalles d’ pointe-barriére-plan
et pointe-plan est présentée sur la Fig. 7 pour les chocs de foudre, sur la Fig. 8 pour les
chocs de manoeuvres et sur la Fig. 9 pour la tension & fréquence industrielle 50 Hz. L’équiva-
lence entre les deux systémes reste généralement valable pour les positions de la barrisre
comprises entre a,/d = 0,2 et a,/d = 0,6. Elle n’est par contre plus valable dans certains
cas quand la barriére est tout pres de I'une des électrodes (a;/d = 0 et a,/d = 0,8). Dans
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Tﬂw»
Uy
400}
300}
* =0yl =02
i / o-ayl =04
a0 -, 24 a- gyt =06
/! --ayl =08
100t // «—0yfd=1{d280cm)
/
0 20 40 00 80 700 120 M0 %60 cm 200
e

Fig. 9. Comparaison entre le systéme poinfe-barriére-plan et le systéme pointe-plan
Tension & 50 Hz

ces cas précis, ’apparition des décharges superficielles glissantes sur la surface de la barriére
en face de la pointe facilite 'amorcage des intervalles pointe-barriére-plan & des tensions
beaucoup plus basses que celles correspondant a des intervalles pointe-plan d’ sans barriére.
La forme de ces décharges est présentée sur les Fig. 10 et Fig. 11 respectivement pour
le cas des chocs de manoeuvres et celui des chocs de foudre (photographie de contact)
et pour le cas de la tension 2 frequence industrielle sur la Fig. 12 (photographie statique).
Ces figures correspondent & la position de la barriére en contact avec la pointe (Fig. 11
et Fig. 12) ou tout preés de la pointe (Fig. 10). Quand la barriére est proche du plan on
a d’abord le développement de la décharge de fagon directe de la pointe vers le milieu
de la barriére, ensuite I’apparition de déchargesg lissantes contournant la surface en face
de la pointe et finalement I’amorcage de I’intervalle d’air entre le bord de la barriére et
le plan entrainant la rupture totale (Fig. 13).

En conclusion, en omettant les cas des ruptures avec présence de décharges glissantes
(a;/d =0 et a/d = 0,8), ’augmentation de la tension disruptive des intervalles d’air
pointe-plan provoquée par la barriére est conséquente 4 la déviation du canal de la décharge
disruptive vers le bord de Ia barriére. Cette décharge a lieu approximativement pour une



Fig 12. Décharges superficielles (tensiné 50 )

[738]




Tom XXVII— 1981 Influence des barriéres... 739

4

painte

y  barriére
Ai Y ==
)

Fig. 13. Rupture en présence des décharges glissantes
Tension +170/2500 us, U = 380 kV,d = 50 em, g = 35 cm

néme tension nécessaire 2 P’apparition d’une décharge de méme longueur dans un inter-
valle pointe-plan sans barriére.

La déviation de la décharge vers le bord de la barriére n’est pas provoquee seulement
sar la présence de la barriére en tant qu’obstacle géométrique mais aussi et surtout par
“obstacle électrostatique que forme la charge électrique déposée sur la surface de la barridre
lu coté de la pointe. Ceci a été confirmé par I’étude des barriéres trouées en leur milieu.
2n effet mEéme avec un trou de 10 mm de diamétre en face de la pointe [23], la décharge
lisruptive passe par le bord de la barriére. Ceci toute fois quand la barriére n’est pas
rop prés de la pointe (a; <0,2 d), cas ot la décharge passe dlrectement par le trou
Ventrainant, de ce fait, aucune augmentation de la tension disruptive.

42. Barridre polluée
- Dans le paragraphe précédent a été presentee r lmportance de Putilisation des bameres
solantes surfaces propres dans les intervalles d’air Dpointe-plan. L’emploi des barneres
n prathue doit aussi tenir compte des pollutions pouvant eventuellement éxister. Pour
ela une étude fut effectuée avec des barriéres isolantes recouvretes de couches solides
emi-conductrices séches. 11 nest pas tenu compte ici de la nature de la pollutlon mais
les conséquences qu’elle peut engendrer. De ce fait seule la conductivité superficielle
les couches a été prose en considération. Les couches utilisées étaient composées d’un
nélange de peinture seml-conductrlce ‘base de graphite colloidal avec de I’alcool iso-
ropylique (iso- C3H7OH) et du bioxyde de silicium (SiO,). Un choix adéquat des con-
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centrations de chaque composant a permis d’avoir des couches ayant une conductivité
superficielle, aprés séchage, comprise entre 0,01 uS et 50 pS [23]. L’étude a été limitée‘
au cas le plus important c. & d. & la surface de la barriére en face de la pointe et a la ,tensioq‘
de choc positif de manoeuvres. Les couches semi-conductrices ont été appliquées de fagon
uniforme sur la surface de la barriére et leur conductivité superficielle a été déterminée}
4 I’aide d’une sonde. Cette méthode fut déja utilisée dans d’autres recherches concernan{
les isolateurs pollués [24], :

Avec une barriére A surface semi-conductrice, la tension disruptive des moyens inter-
valles d’air pointe-plan varie entre les valeurs obtenues avec la barri¢re isolante & surfaces
propres et celles obtenues avec une barriére métallivque de meme forme (bords non ar-

rondis). Un fait important (Fig. 14) est que la barriére polluée entraine pratiquement
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Fig. 14. Variation de Ia tension 50% de décharge disruptive de choc de manoeuvres -+ 170/2500 ws eti
fonction de la conductivité superficiellé des couches semi-conductrices |

les mémes résultats que la barriére métallique dés que la conductivité superficielle de:
couches semi-conductrices dépasse 1,6 p.S. Ceci est aussi nettement remarqué par la forme
de la décharge disruptive. Dans le cas des couches & conductivité superficielle inférieurt
a 0,4 uS, cette décharge se développe de la méme maniére que dans le cas des barrieres
a surfaces propres, c. & d. qu’elle part de la pointe vers le bord de la barriére et ensuite
vers le plan (Fig. 5). Tandis qu’a partir des conductivités de I'ordre de 1,6 uS, la décharge
se fait en deux étapes comme dans le cas de la barriére métallique. Il y a d’abord la décharg
pointe-millieu de la barriére et ensuite la décharge bord de la barriére-plan (Fig. 15). Ave
une barriére polluée ayant des bords a faible rayon de courbure, comme il en est le cad
ici, aprés I’'amorgage de Iintervalle pointe-milieu de la barriére, entrainant directemen
le contournement de la barriére, vu la faible d.d.p. sur la surface polluée, des décharge!
préliminaires (streamers) apparaissent aux bords de la barriére et facilitent la ruptur
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totale & des tensions relativement faibles. Les bords de la barriére jouent dans ce cas un
role de pointe. Pour les distances pointe-plan supérieures ou égales 3 100 cm, la tension
disruptive devient meme inférieure 3 celle du systéme sans barriére. :

L’étude n’a pas €été élargie aux cas des barrieres ayant des bords & grand rayon de
courbure, mais il est & rappeler que d’autres recherches [19] ont prouvé qu’une barriére
métallique, dont les bords sont suffisamment arrondis, entraine aussi une augmentation
le la tension disruptive De ce fait, il serait important d’apporter une amélioration 3 la
‘orme des bords de la barriére isolante en cas d’utilisation dans des conditions de pollution.
Dans les recherches futures il faudrait aussi étudier le cas de la barriére complétement
|

i Fig. 15. Décharge disruptive en présence de barriére conductrice
a —tension +1,2/50 ps, U = 890 kV, d = 200 cm, a; = 40 cm
b —tension +170/2500 ys, U = 610 kV, d = 200 cm, a, = 80 cm

olluée, c. & d. dont les deux surfaces seraient recouvertes d’une couche polluante. Dans
otre étude, nous avons effectué des essais avec une barriére isolante ayant sa surface
n face du plan recouverte d’une couche métallique en argent colloidal et sa surface en
ace de la pointe laissée propre. Ces essais ont confirmé que la surface en face du plan
1aura1t pas un réle important en présence de pollution. En effet, avec ce dernier type
e barriére la tension disruptive reste supérieure 3 celle obtenue avec la barridre dont
2 surface en face de la pointe était recouverte d’une couche ayant une conductivité super-
icielle de 0,1 pS.

5. CONCLUSIONS

\

|

1. Une barriére isolante, & surfaces propres (grande résistivité superficielle), entraine
ne augmentation considérable de la tension disruptive des intervalles d’air pointe-plan
uand elle est placée prés de la pointe et surtout & environ 20% de la distance entre électro-
es. Cette augmentation est causée surtout par I'allongement du canal de la décharge
istuptive qui suit un chemin allant de la pointe vers le bord de la barriére et de ce bord
ers le plan mis 3 la terre.
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2. La tension disruptive des moyens intervalles pointe-barriére-plan est ap'proXimativj
ement égale & celle des intervalles pointe-plan ayant un écart entre électrodes égal a |
distance pointe-bord de la barriére-plan. Cette conclusion cesse d’¢tre valable quand 15
barridre est tout prés de I'une des électrodes.

3. La charge spatiale déposée sur la barriére provoque la déviation de la décharge
vers le bord de la barriére. Cette charge apparait quand les tétes de streamers touchen
la barridre, entrainant I’apparition des décharges superficielles. Elle se manifeste auss
dans le cas ol, vis-a-vis de la pointe, la barriere posséde un trou de 10 mm de diameétre
et la décharge passe par le bord de la barriére. 1

4. Quand la barriére isolante est polluée par une couche semiconductrice, uniformément
répartie sur la surface du c6té de la pointe, la tension disruptive des intervalles d’air pointe:
barriére-plan devient comprise entre celles des intervalles avec une barriére complétemen:
isolante et celle des intervalles avec une barriére conductrice (métallique). La barriére
polluée commence  avoir la méme influence que la barriére métallique dés que la con:
ductivitée superficielle des couches étrangeres dépasse 1,6 us. Cette influence est caracté:
risée par une dlmmutlon de la tension disruptive par rapport & celle des intervalles san:
barriére.

5. Dans les recherches futures la conclusmn 2. doit &tre complétée par I'étude de
barriéres ayant des: largeurs plus grandes. De telles recherches permettront aussi unc
explication plus premse du mécanisme de rupture en presence .des décharges superf 101e11e'
glissantes.

Pour ce qui est de Tutilisation des barriéres en prathue il faudrait prendre en consi
dération les cas des barriéres complétement et aussi partiellement polluées. L’étude de I
forme des bords de la barridre serait de premiére importance.
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A. BOUBAKEUR

THE INFLUENCE OF BARRIERS ON DIELECTRIC STRENGTH OF MEAN AIR GAPS IN
POINT-PLANE ARRANGEMENTS

Summary

The paper discusses the results of investigations of polluted and clean barriers influence on the break-
lown voltage between point and plane electrodes. Voltage 1,2/50 ps, 170/2500 us, 50 Hz was used. The
listance between electrodes changes from 30 cm to 300 cm. The conditions of existance of flashover around
he barrier without breakdown and without surface discharge are determined.

A. BOUBAKEUR

WPLYW PRZEGROD NA WYTRZYMALOSC ELEKTRYCZNA POWIETRZA
DLA SREDNICH ODSTEPOW UKELADU ,,OSTRZE-PEYTA”

Streszczenie

Artykut omawia rezultaty badad dotyczacych wplywu przegrod czystych i zabrudzonych na napigcie
zeskoku uktadu ostrze-plyta. Napigcie stosowane: +1,2/50 us, -170/2500 s, 50 Hz; odstepy elektrod:
0—300 cm. Okreslono warunki wystgpowania przeskoku naokolo przegrody bez przebicia i bez wyla-
/an Slizgowych.
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A. BOUBAKEUR

EINFLUB VON TRENNWANDEN AUF DIE ELEKTRISCHE LUFTFESTIGKEIT
BEI MITTLEREN ABSTANDEN DER ANORDNUNG ,,SPITZE-PLATTE”

Zusammenfassung

Man erwigt die Untersuchungsergebnisse bei sauberen und schmutzigen Trennwénden der Anordnung
,,Spitze-Platte”, Angewandte Spannungen: +1 ,2/50 ps, +170/2500 us, 50 Hz. Elektrodenabstinde:
30300 cm. Es wurden Bedingungen bestimmt, bei denen Uberschlige rund um die Trennwand ohne
Durchschlag und ohne Gleitentladungen stattfinden.

A. BOYBAKSYP

BIISHUE BAPLEPOB HA HAIIPSDKEHUE TIEPEKPRITHSA BO3OYIIHOTO IIPOMEXYTKA
JUISL CPEIHUX PACCTOAHUIY OCTPHUE-IIJIOCKOCTD

Peswme

OBCy»KIeHBI PE3YIIBTATE! HCCIE0BAHMET BIHIHNA HCTHIX K 3aTPasHEHbIX GapbepoB Ha HANIPKEHUS
TIePEKPhITHA IPOMEXKYTKA OCTPHE-INIOCKOCTE, IIpuMeHsieMble HAMPAYKEHUA +1 2/50 uc, +170/2500 wc;
50 1. Paccrosrue anekrpomoB: 30—300 cm. Onpepmenensl yCnoBuUs BBICTYIUIEHAs [IEPEKPBITHA BOprI
Gaphepa IIpY OTCYTCTBHYU CKOJIL3ALINKX DaspANOB M MpoGos TBEPAOro Marepuana Gapbepa
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Zachowanie si¢ kontaktronéw gazowanych w §rodowisku cieklego azotu
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- Otrzymano 3.12.1979

W artykule przedstawiono wyniki badan wlasciwosci kontaktronow wodorowych zwier-
nych w $rodowisku cieklego azotu. Zbadano wplyw §rodowiska cieklego azotu na wartos$é
i charakter zmian rezystancji kontaktronu w zaleznosci od wartoéci pradu obciazenia kon-
taktronu i czasu jego przepltywu. Okreslono wartosci przeplywéw zadzialania i odpadania
kontaktronéw. Pomierzono wytrzymato$é elektryczng szczeling miedzystykowej w zalez-
nosci od rodzaju materiatu stykowego i ilosci cykli aczeniowych wykonanych przez kon-
taktron. Zbadano specyfike¢ wyladowania elektrycznego kontaktrondw przerywajacych
prady indukeyjne o warto$ciach powyzej 0,5 A w $rodowisku cieklego azotu i okreslono zdoi-
nos¢ oraz trwatod¢ taczeniowa tych kontaktrondw. Przeprowadzono réwniez, za pomoca
elektronowego mikroskopu scaningowego, obserwacje erozji stykéw kontaktronéw. Ba-
dania wykonano dla kontaktronéw, ktorych styczki wykonane byly z takich stopéw Zzelazo-
niklowych, jak FeNi29Co17 i FeNi54. Materialami stykowymi byly wolfram, rod i zioto.
Banki kontaktrondw wykonane byly ze szkla typu SL54.1. Badania zachowania si¢ kon-
taktronow gazowanych w §rodowisku cieklego azotu wykonano w celu okreslenia przydat-
noéci kontaktronéw, zaré6wno jako elementéow mierzacych jak i wykonawczych, do pracy
w niskich temperaturach.

1. WSTEP

Zastosowanie niskich temperatur w procesie wytwarzania, przesyhu i rozdziatu energii
lektrycznej wymaga miedzy innymi lacznikéw elektrycznych nadajacych si¢ do pracy
} tych temperaturach. Na $wiecie przeprowadzane sg juz pierwsze préby z krio-facznikami
uzych mocy przeznaczonymi zaréwno dla krio-generatoréw jak i generatoréw konwencjo-
alnych [4]. Majac na uwadze potencjalne zapotrzebowanie kriotechniki na stykowy lacz-
ik malej mocy, wydaje sie celowe rozpoczgcie réwniez odpowiednich prac zmierzajacych
o skonstruowania takiego tacznika. W artykule przedstawiono wyniki badan niektérych
tasciwosci kontaktronéw gazowanych w §rodowisku cieklego azotu. Badania wykonano
celu okreslenia przydatnosci kontaktronéw jako elementéw mierzacych i wykonawczych
L pracy w niskich temperaturach w obwodach silnopradowych. Przedmiotem badatt
\

\
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byly standardowe kontaktrony zwierne wodorowe typu ZW-103 posiadajace styczki
wykonane ze stopéw typu FeNi29Col7 lub FeNi54. Cisnienie wodoru w bankach kontak-
tronéw wykonanych ze szkla SL54,1 wynositlo w temperaturze 20°C okoto 500—600 Tr.
Materialami stykowymi byly W, Rh oraz Au.

2. PRZEPLYW ZADZIAEANIA I ODPADANIA

Mozliwodci wykorzystania kontaktronow do pracy w §rodowisku ciektego azotu zaleza
przede wszystkim od wytrzymalosci zlacza szklo-metal oraz wlasciwoéci magnetycznych
materiatu styczek w niskiej temperaturze. Wytrzymalos’,é ztacza styczka-szklo decyd
w podstawowy sposob o mechanicznym uszkadzaniu si¢ kontaktronu przy jego umi
czeniu w ciekltym azocie. Wiadciwosci za§ magnetyczne styczek okreslaja wartosci t.-
plywu zadziatania i odpadania kontaktronu. Firmy produkujace szklo na zlacza sz
metal gwarantuja temperaturowy zakres pracy tych ziaczy bez wyjatkéw w granicach «.
—65°C do 4250°C, podkreslajac réwnoczesnie mozliwo$é rozszerzenia tego zakresu‘
(od —270°C do +350°C) przez zastosowanie odpowiednich stopéw. Réwniez producenci
stosowanych na styczki materialow magnetycznie migkkich typu Kovar dopuszczaja mozli-
wo§¢ pracy tych materialéw w temperaturach ponizej —150°C, nie ograniczajac na przy-
ktad praktycznie wartosci niskiej temperatury pracy materiatu typu FeNi54 [3]. Dokladn¢
zatem dopasowanie szkla i materialu styczek kontaktronu pod wzglgdem temperaturowe;
rozszerzalnoéci, przy odpowiedniej technologii zatapiania zapewniajacej staranne odpre;
senie ztacza styczka-szklo, pozwoli na wykonanie kontaktronow przeznaczonych dla celow
kriotechniki. Badania kontaktrondw typu ZW-103, przeznaczonych do pracy w tempera
turze nie nizszej od —55°C, wykazaly niewielka procentowo liczebnosé¢ uszkodzonyct
kontaktronéw wskutek mikropeknigé szkla w zlaczu szklo-metal podczas gwattownegc
umieszczania tych kontaktronéw w cieklym azocie. Nie zaobserwowano zadnych peknigx
banki szklanej w obszarze zestyku kontaktronéw mimo iz wydzielana w tym obszarx
energia luku podczas komutowania obwodéw indukcyjnych byla dos€.znaczna. Nie stwier
dzono réwniez w zadnym przypadku zmiany struktury (w martenzyt) materialu styczek
co oznaczaloby nieodwracalna utrate whasciwoséci magnetycznych tego materialu, War
toéci przeplywéw zadziatania 0, i odpadania @, badanych kontaktronow, umieszczonyc]
w §rodowisku cieklego azotu, niewiele réznily sig od wartoéci pomierzonych w temperatu
rze otoczenia +20°C. Réznice te nie przekraczaly +5%.

3. REZYSTANCJA KONTAKTRONU

Rezystancja kontaktronu Ry, bedaca sumg rezystancji styczek oraz rezystancji przejsci
R,, odgrywa w obwodach silnopradowych réwnie wazna rolg jak w obwodach o niewie:
kich wartosciach pradu obciaZenia. Wymagania odnoénie do rezystancji Ry, a zwlaszcz
do podstawowego jej skladnika — rezystancji przejscia, sa przy wiekszych warto$ciac
napieé i pradow komutowanych nieco inne. Od materiatu stykowego wymaga sie bowier
przede wszystkim duzej odpornoéci na wysokie temperatury z uwagi na zjawisko tuk
elektrycznego, wystepujace w tych obwodach migdzy otwierajacymi sig styczkami. Wartos



Tom XXVII — 1981 Zachowanie si¢ kontakironéw gazowanych. .. 747

rezystancji R, nie moze by¢ jednak zbyt duza, aby nie powodowaé nadmiernego nagrze-
wania si¢ zestyku podczas przeplywu pradu obcigzenia, co dziata stymulujaco na hik elek-
tryczny podczas taczenia. Calkowita rezystancja kontaktronu okresla graniczny prad ob-
ciazenia powodujacy samoczynne otwieranie sie tego kontaktronu [6].

| Przeprowadzone badania kontaktronéw ZW-103 w $rodowisku cieklego azotu wyka-
zaly, ze R, nowych kontakironéw jest o 10 do 60 procentéw mniejsza od wartosci po-
mierzonej w temperaturze 20°C. Najwigkszym zmniejszeniem wartosci Ry charakteryzuja
si¢ kontaktrony ze zloconym pokryciem stykow. Warto$¢ rezystancji kontaktronu nie
zalezy od czasu przeplywu pradu (do wartosci skutecznej 3 A), zalezy natomiast (podobnie
lak w temperaturze 20°C, [7, 8]) od wartosci tego pradu, co dla nowego kontaktronu
"‘?struje rys. 1. Rezystancja Ry sy (mierzona po czasie 60 s od chwili rozpoczgcia przeply-
RERY
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Rys. 1. Zalezno$¢ rezystancji Ryso, nowego kontaktronu (styczki z FeNi29Co17) od skutecznej wartosci
stalego pradu obcigzenia w $rodowisku cieklego azotu

rzeplyw © cewki przekaznika réwny 1,5-krotnemu przeplywowi rozruchowemu &, Rézso) — rezystancja nowego kontaktronu
w 20°C, I — pokrycie Rh; 2 — pokrycie (W + Co) (@ —przeplyw sterujacy)

u pradu obcigzenia) kontaktronéw rodowanych ro$nie ze wzrostem pradu obciazenia
LowyZej 1 A. Odwrotnie jest natomiast dla kontaktronéw wolframowych (krzywa 2 rys. 1).
kmiany rezystancji Rjso) Powodowane sa glownie nagrzewaniem sie zestyku podczas
}rzeplywu pradu obciazenia. Srednia warto$é temperatury & w °K, cieplnego stanu usta-
bnego w zestyku kontaktronu ZW-103 podczas przeplywu pradu obcigzenia, okreslona
zaleznoéci '

U]% 1/2
% = (W . 103+0,,) , M

dzie:

Ur —spadek napigcia na kontaktronie, w V,

¥, — temperatura koficéw styczek, w °K,
sigga niewielkie wartosci (rys. 2). Duze jednak gestoéci pradéw w rzeczywistych miejscach
yku [6] moga powodowad lokalny wzrost temperatury do znacznych wartosci.

W trakcie badaf stwierdzono, ze w pewnych przypadkach rezystancja nowych kon-
ktrondéw gwattownie wzrastata po umieszczeniu ich w ciektym azocie — niezaleznie od
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rodzaju zastosowanego materialu stykowego. Ryeoy osiagala nawet 7-krotna warto$¢
rezystancji Ry (s0y, pomierzonej w temperaturze 20°C. Wzrost rezystancji kontaktronu
spowodowany jest wzrostem rezystancji przejécia wskutek prawdopodobnie zwickszonej
fizycznej adsorbeji gazu w niskiej temperaturze oraz zmiana wiasciwosci obecnych w. ze-|
styku zanieczyszczen, gtéwnie organicznych, naniesionych ‘w procesie technologicznej
obrébki kontaktronu lub znajdujacych sig w samym materiale stykowym. O obecnosci
warstw adsorbowanych na powierzchni materiatu stykowego takich kontaktronéw $wiad-
czyé moze, migdzy innymi, szybkie ich uszkadzanie si¢ podczas komutaciji, o ile nie zasto-
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Rys. 2. Zaleznosé obliczeniowej §redniej temperatury v, W zestyku kontaktronu, od wartosci statego prad
obcigzenia w $rodowisku cieklego azotu i temperaturze 293 K (@ — przeplyw sterujacy)
@ = 1,5 @; I — pokrycie (W + Co); 2 — pokrycie Rh

sowano uprzednio kondycjonowania tych kontaktronéw, na przyklad komutowanier
pradu niewielkiej wartosci [1]. Kontaktrony posiadajace zloto jako material stykovJ‘
wykazywaty dos§é stabilna wartos¢ rezystancji R, niezaleznie od temperatury w jakic
wykonywano pomiary. Wartosci natomiast R, kontaktronéw wolframowych oraz rodd
wanych, komutowanych w $rodowisku cieklego azotu, wzrastaja po wyjeciu ich z teg
srodowiska. Rezystancja tych kontaktronéw maleje jednak juz po kilku cyklach faczenic
wych (I < 0,5 A), wykonanych zaréwno w temperaturze 20°C jak i w cieklym azoci
po ponownym umieszczeniu tam kontaktronu. Zmienno$¢ wartosci rezystancji kontaktre
nu, lgczacego 'w $rodowisku cieklego azotu obwdd indukcyjny, w funkcji liczby tacze
ilustruje rys. 3.
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\ys. 3. Zalezno§¢ rezystancji Rycs0y kontaktronu, w srodowisku cieklego azotu, od wartosci stalego pradu
beiazenia i liczby laczen (110 V —, 0,5 A, 6 ms) dla pokryé stykdw wykonanych z (W+Co) oraz Rh

'2(50) — rezystancja kontaktronu nowego, 0 = 1,56,; I-— kontaktron nowy, © = @r; 2—po 10 Ilaczeniach, © = 1,50r;
3 — po 100 laczeniach, ©, = 1,56r; 4 —po 1000 taczeniach, @ = 1,50r (Or — przeplyw sterujacy)

4. WYTRZYMALOSC ELEKTRYCZNA

Wytrzymatosé elektryczna kontaktronéw okreslono dla napigcia przemiennego 50 Hz
osujac rezystor -ograniczajacy polaczony szeregowo z badanym kontaktronem. Srednie
apiecie przeskoku Ups (wartos$é skuteczna) szczeliny stykowej obliczano z 10 pomiaréw
serii. Okreslono tez minimalna skuteczng warto$é napiecia przeskoku U, pmin. Stwierdzono,
» przeskok w badanych kontaktronach ZW-103 niezaleznie od rodzaju zastosowanego
ateriatu stykowego (W, Rh lub Au) wystepuje przy niZszym napieciu niz w 20°C (wartosé
ednia jest nizsza od 5 do 20 procent) [8]. Obnizenie si¢ napigcia przeskoku szczeliny sty-
»wej wynika ze zmniejszenia ciénienia gazu ochronnego w barice kontaktronu. Cinienie

bowiem wodoru w kontaktronie, wynoszace Srednio okoto 500 Tr w temperaturze
» = 293 K, maleje w temperaturze & = 87 K do wartodci P réwnej

p = p,,-:;— ~ 150 Tr. ' @)
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Dla éredniej szczeliny &, badanych kontaktronéw, wynoszacej okoto 0,2 mm, iloczyn
pd, zmaleje wigc od 100 do 30 Trmm co dla wodoru na krzywej Paschena (okreslajacej
zalezno$é napiecia przeskoku od iloczynu ciénienia gazu i odlegltoéci miedzy elektrodami)
oznacza zmniejszenie wartosci napigeia przeskoku. Napiecie przeskoku zalezy rownie?
od liczby taczen wykonywanych przez kontaktron. W odréznieniu jednak od pracy w tem-
peraturze 20°C [8], napigcie to praktycznie caly czas wzrasta ze wzrostem liczby wyko-
nywanych cykli taczeniowych; zaczyna maleé dopiero tuz przed ostatecznym uszkodzeniem
sie kontaktronu. T¢ interesujaca zalezno$é dla Upmi, W funkcji liczby taczen ilustruje rys. 4
(Upmin W badanych kontaktronach bylo nizsze od wartosci ¢redniej Ups 0 2 do 20 pro-
centow).

20
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Rys. 4. Zaleznoéé minimalnego napiecia przeskoku Upmin (warto$¢ skuteczna) kontaktronu ZW-103 z pc
kryciem (W+Co) od liczby N taczen (1 A, 110V, 30 ms) w $rodowisku cieklego azotu

U;:min — minimalne napiecie przeskoku nowego kontaktronu; I — U;mm =545 V; 2 — U;mtn = 482 V; 3 — Upmin = 580~

Podczas badan stwierdzono, ze w wielu przypadkach napiecie przeskoku kontaktrond
gwaltownie wzrastalo po ich umieszczeniu w srodowisku cieklego azotu, niezaleznie o
szczeliny 8, oraz powierzchni s, pokrycia sig styczek. Wzrost ten, dochodzacy do 4-krotn
wartosci U,, (w badanych kontaktronach nie przekraczal 2 kV wartosci skutecznej
wystepowal zawsze w kontaktronach ze stwierdzonymi mikropeknigciami szkla w zlac:
styczka-szklo. Napiecie przeskoku w tego typu przypadkach malalo z reguly do poziomw
U,s po kilku zainicjowanych przeskokach, w niektdrych jednak kontaktronach trzet
bylo wykonywaé cykle taczeniowe, aby efekt ten uzyskac. Znaczny wzrost wartosci i
pigcia pierwszych przeskokéw w kontaktronie, po jego umieszozeniu w $rodowisku ciekt
go azotu, moze byé wywolany zanieczyszczeniami gazu ochronnego tego kontaktron
Zanieczyszczenia bowiem takie jak N, Oz, SOz, CnH,,. ., H,O i inne wydzielane s
jak stwierdzono w [5], w dos¢ znacznych ilo$ciach ze styczek oraz szkla gtownie podcz
procesu hermetyzowania kontaktronu. Poniewaz adsorbcja, zwlaszcza fizyczna, wzras
przy obnizeniu si¢ temperatury, stad przy dostarczonej dodatkowo energii podczas p
miaru napiecia przeskoku, wydzielane gazy moga zostaé zaadsorbowane w materia
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zestyku. Zaadsorbowana za$ warstwa gazu na powierzchni metalu zwieksza jego prace
wyjscia, powodujac wzrost napiecia przeskoku kontaktronu [2]. Pewnym potwierdzeniem
wzrostu napigcia przeskoku wskutek zwigkszonej adsorpcji moze by¢ fakt powtarzalnosci
wynikéw pomiaréw tego napigcia w kontaktronach z pokryciami W, Rh lub ‘Au przy
kazdorazowym wyjmowaniu ich i ponownym umieszczeniu w $rodowisku cieklego azotu,

5. WEASCIWOSCI LACZENIOWE

Badania zdolnosci i trwatosci taczeniowej kontaktrondw w $rodowisku cieklego azotu,
pod katem ich wykorzystania w obwodach silnopradowych, wykonano analogicznie
iak w [6, 8]. Stwierdzono, ze w poréwnaniu z kontaktronami pracujacymi w temperatu-
'ze 20°C, sredni czas trwania v wyladowania catkowitego, inicjowanego otwieraniem sig
styczek, moze by¢ wigkszy lub mniejszy. Zalezy to od udziatu czasu trwania wyladowania
ukowego 7, w calkowitym wyladowaniu [7]. Przy wigkszych wartoéciach pradu komu-
;owanego czas v jest mniejszy z uwagi na znaczny udzial czasu 7, w wyladowaniach.
Wyladowanie tukowe za$ w srodowisku cieklego azotu, z powodu gtéwnie lepszych wa-
‘unkéw chlodzenia kontaktronu, trwa znacznie krécej niz w temperaturze 20°C. Odwrotnie
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.ys. 5. Zalezno$§¢ $redniego czasu 7 trwania calkowitego wyladowania oraz wyladowania lukowego 7,
' kontaktronie (W+ Co), od stalej czasowej T indukcyjnego obwodu napiecia stalego 24 V dla réznych
| skutecznych wartosci pradu laczonego

(% = 0,2 mm, S, & 1,5 mm?); 1) — z.w 87 K;2)—7tw293K;3)—7, w87 K; H)—7v w23 K
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natomiast sytuacja wyglada w przypadkach laczenia mniejszych pradéw (< 0,5 A), gdzie
dominujaca rolg odgrywa wyladowanie jarzeniowe, bowiem czas trwania wyladowania
jarzeniowego kontaktronu w $rodowisku cieklego azotu wzrasta. Poréwnanie czasow
wyladowania w temperaturze 20°C oraz temperaturze cieklego azotu dla kontaktronu
z pokryciem (W + Co) ilustruje rys. 5. Zwigkszenie czasu trwania wyladowania jarzeniowe-
go 7; w kontaktronach umieszezonych w $rodowisku cieklego azotu zwigzane jest ze zmmniej-
szeniem sie wartosci napiecia jarzenia U;. Bowiem czas 7; (W sekundach), na przyklad
wyladowania jarzeniowego normalnego, mozna wyrazi¢ zaleznoscia [9]

€)

E
T; = T lnm,
gdzie: R, T — odpowiednio, napigcie (w V)i stala czasowa (w s) indukeyjnego obwodu
komutowanego. . |

Przeprowadzone badania wykazaly, ze wartoéci napigeia U; (—197°C) sa nizsze o okolg
40 do 80 V od wartosci pomierzonych w kontaktronach pracujacych w temperaturze 20°¢;
(rys. 6). Zalezno$¢ U; od wartosci laczonego pradu $wiadczy o wystgpowaniu wyladowan. |
jarzeniowego nienormalnego, co wyjasnia miedzy innymi rozbieznosci wynikow pomiaréwi
i ‘wynikéw obliczefi czasu 7; zgodnie 7z zaleznoscia (3). Badania kontaktronéw ZW-103
w $rodowisku cieklego azotu, taczacych w obwodach indukcyjnych prady o wartoéciach
skutecznych powyzej 0,5 A, wykazaty, ze najlepszym materiatem stykowym w tych warun-f
kach jest wolfram. Potwierdzily to obserwacje mikroskopowe erozji styczek wykonanej
za pomoca elektronowego mikroskopu scaningowego typu JEOL JSM-35. W przypadkach
kontaktronéw rodowanych stwierdzono bowiem peknigcia powierzchni marterialu styko-
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Rys. 6. Zaleznoéé wartosci napiecia Uy w temperaturze 293 K oraz w cieklym azocie, dla kontaktrom

(W+Co), od stalej czasowej T indukcyjnego obwodu napiecia stalego 24 V
(6o = 0,23 mm; Sp = 3,9 mm?), ) —0,5 A;2)—1A
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wego wskutek istnienia naprezent wewnetrznych tego materiatu. Pekniecia te sa przyczyna
zwigkszonej erozji styczek prowadzacej do szybkiego uszkadzania si¢ kontaktronu (rys. .
Na powierzchniach styczek rodowanych i ztoconych, bedacych anodami, zaobserwowano
ponadto miejscowe. termiczne przegrzania objawiajace si¢ charakterystycznym teczowym
zabarwieniem metalu, Przegrzania te $wiadczg o istnieniu wysokich lokalnych temperatur
w kontaktronie podczas komutacji i o $ladowych zanieczyszczeniach tlenem. Widoczny

wmo
z,
2

Rys. 7. Fragmenty powierzchni stykowej kontaktronu z pokryciem rodowym po wykonaniu 1000 faczen

0,5 A, 110 V, 6 ms) w $rodowisku cieklego azotu
a — katoda; b — anoda; powickszenie X500
byl tez nickiedy, na anodach kontaktronéw z pokryciami wykonanymi z Rh lub Au,
bragzowy osad. Wystepowanie takiego osadu, i to zaréwno w temperaturze 20°C jak i tem-
1peraturze cieklego azotu, zwigzane jest prawdopodobnie z istnieniem organicznych za-
;nieczyszczeﬁ kontaktronu, stymulujacych rozwéj huku elektrycznego podczas komutacji.
{Istotm’e kontaktrony z brazowym osadem wykazywaly znacznie wiekszg erozje styczek.
Najwigksza erozje styczek, niezaleznie od rodzaju zastosowanego materialu stykowego,
}\wykazywaly zZawsze kontqktrony ze stwierdzonymi peknieciami szkla. W takich przypad-
f(ach gwaltownemu zerodowaniu ulegala giéwnie cala powierzchnia zakladki katody,
Prowadzqc do szybkiego uszkodzenia sie kontaktronu, co dla kontaktronu z pokryciem
rodowym ilustruje rys. 8.



Rys. 8. Fragmenty powierzchni styczek, pokrytych rodem, kontaktronu ZW-103 ze stwierdzonym mikro-

peknieciem w zlaczu styczka-szklo, po 5100 cyklach taczeniowych (1 A, 110 V, 30 ms) w §rodowisku ciekle-
: go azotu

a) styczki od wewnetrznej strony zakfadki (katoda po lewej stronie) x 20, b) fragment katody (X 500); ¢) fragment anody (X 500)

[754]
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. Obserwacje mikroskopowe charakteru i wielkosci erozji styczek kontaktronéw ZW-103
z pokryciami wykonanymi z W oraz Rh wykazaly mniejsze ilodci materiatu stykowego
iprzenoszonego podczas komutacji w temperaturze cieklego azotu niz w temperaturze
iotoczenia 20°C. Zdolno$¢ i trwato$¢ taczeniowa kontaktronédw ZW-103 z wolframowym
pokryciem stykéw rowniez jest wyzsza w Srodowisku cieklego azotu niz w 20°C. Wyniki
‘badan zdolnosci zalaczania i wylaczania tych kontaktrondw przeprowadzonych, zgodnie
z wymaganiami stawianymi w automatyce elektroenergetycznej, w obwodach napiecia
stalego i przemiennego 220 V (analogicznie jak w [8]) przedstawiono w tablicach 1 i 2.
Trwalo$é Iaczeniowa kontaktronéw ZW-103 wzrasta w srodowisku cieklego azotu
‘minimum 2-krotnie w poréwnaniu z trwaloscia w temperaturze 20°C [8].

Tablica 1
Zdolnos¢ zalaczania kontaktronéw wodorowych w Srodowisku
cieklego azotu

W ” Najwicksza skuteczna Zdolno$é zalaczania
Typ a.rm? 1 warto§¢ pradu kontaktronu
kontaktronu pomiarow zalgczanego (wartoé skuteczna)
— — A A
| Zw-103/111 220 V
T=6 ms 20,0 < 5,0
(W+Co) 220 V; 50 Hz
cosp = 0,710,1 17,2 <43
: Tablica 2
ZdolInos$¢ wylaczania kontaktronéw wodorowych w srodowisku :
cieklego azotu '
T : ki Graniczna zdolno$é Zdolno$é wylaczania .
X i p Wa1Tu i wylaczania kontaktronu
ontaktronu. pomiarow (warto$é skuteczna) (warto$¢ skuteczna)
— — A A
ZW-103 /111 220V .
T=40 ms+5 ms 3,0 <15
(W+Co) 220 V; 50 Hz )
| cosp = 0,4+0,1 7,0 < 3,5

6. WNIOSKI

— Kontaktrony Wodorowe ZW-103/1I1 moga by¢ z powodzeniem stosowane, nawet

w obecnym ich wykonaniu, w §rodowisku cieklego azotu jako elementy w silnopradowych
pomiarowych i sterujacych obwodach, takich jak obwody automatyki elektroenergetycz-
nej czy przemystowej. Z uwagi jednak na wystepujace pekniecia szkla (niewielkiej wprawdzie
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liczby ok. 57 ogélnej populacji), zwigkszenie niezawodnosci tych kontaktronéw wymaga
zwigkszenia wytrzymatosci termicznej gléwnie zlacza styczka-szklo.

— Wartodci przeplywéw zadzialania i odpadania kontaktronéw (ze styczkami wy-
konanymi z FeNi29Col17 oraz FeNi54) umieszczonych w §rodowisku cieklego azotu nie
réznia si¢ wigcej niz o 5 procentdw od wartosci pomierzonych w temperaturze 20°C.

— Rezystancja nowego kontaktronu w temperaturze cieklego azotu jest mniejsza o 10
do 60 procentéw od R, w temperaturze 20°C. Warto$¢ R, maleje (najbardziej dla pokrycia
wolframowego) w funkcji liczby laczen wykonanych przez kontaktron.

— Napigcie przeskoku (w poréwnaniu do 20°C) jest mniejsze o 5 do 20 procentéw,
z tym Ze pierwsze przeskoki mogg wystepowaé przy napieciu dochodzacym do 2 kVi
wartoéci skutecznej. Warto§¢ napigcia przeskoku wzrasta (od 10 do 90 procentéw w sto-
sunku do napigcia nowego kontaktronu) w funkeji liczby Iaczen praktycznie az do uszko-
dzenia si¢ kontaktronu.

— Najlepszym materialem stykowym kontaktronéw ZW-103 umieszczonych w $rodo-
wisku cieklego azotu i taczacych w obwodach indukcyjnych napigcia statego i przemiennego
prady powyzej 0,5 A warto$ci skutecznej, jest wolfram.

— Zdolno$¢ zataczania kontaktronéw ZW-103 z wolframowym pokryciem stykow
nieznacznie wzrasta, natomiast zdolnos¢ wylaczania jest §rednio wieksza o okolo 30 pro-‘
centéw w poréwnaniu do wartosci w temperaturze 20°C. Trwalo$é iaczeniowa tych kon-
taktronéw w $rodowisku cieklego azotu wzrasta minimum 2-krotnie. |
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B. MIEDZINSKI, H. KIELOCH, T. ZOELNIERCZYK
~BEHAVIOUR OF GAS FILLED REEDS IN LIQUID NITROGEN ENVIRONMENT

Summary

The article presents the results of the study of the properties of hydrogen filled reeds in a liquid nitrogen
environment. The influence of the liquid nitrogen environment on the value and nature of reed resistance
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changes according to the value of the reed load current and to the time of its passage was studied. Passage
values necessary for the engagement and disengagement of the reed were defined. The electric strength
of the gap between contacts was measured according to the type of contact material and to the number
of switching cycles performed by the reed. The specific nature was studied of the reed electric discharge,
interrupting inductive current over 0.5 A in a liquid nitrogen environment, as well as the switching ability
and durability of the reeds. An electron scanning microscope was employed to observe the erosion of reed
contacts. The investigation was performed for reeds whose contact points were made of such ferronickel
alloys as FeNi29Co17 and FeNi54. The contacts were made of tungsten, radium and gold. The reed bubbles
were made of type SL 54.1 glass. The study was performed in order to determine the usefulness of the
reeds, both as measuring and switching elements in low temperature power circuits.

\
I
B. MIEDZINSKY, H. KIELOCH, T. ZOLNIERCZYK

COMPORTEMENT DES ILS A GAZ DANS LE MILIEU
D’AZOTE LIQUIDE

Résumé

| L’article présente les résultats des essais des particulatirés des ILS (Interrupteur a lames scellés)
a hydrogéne, munis de contacts ouverts au repos et fonctionnant dans le milieu d’azote liquide. On a examiné
i’mfluence du milieu en question sur les variations de la résistance de ILS en fonction de la valeur du
‘Pourant de charge et de la durée de son écoulement. On a déterminé les valeurs des forces magnétomotrices
[de la fermeture et de 'ouverture des ILS. On a mesuré la rigidité diélectrique de la fente entre les contacts
n fonction du matériau de contact et la quantité d’opérations effectuées par un IILS. On a examiné le

ractére de la décharge électrique de ILS en interrompant, dans le milieu d’azote liquide, les courants
faductlfs dépassant 0,5 A et on a déterminé la capacité de coupure et la durée de service des ILS. Dé plus

P'aide d’un microscope scanning, on examine 1’érosion des contacts de ILS. Cet examen a été effectué
@our les ILS munis de contacts en alliage ferronickel tels que FeNi290Col7 et FeNi54.1. La présente
Vtude, concernant le comportement des ILS & gaz dans le milieu d’azote liquide, a été effectuée afin de
Jéterminer Putilité des ILS comme éléments de mesure et de commande, fonctionnant aux basses tem-=

‘peratures

B, MIEDZINSKI, H. KIELOCH, T, ZOLNIERCZ

EIGENSCHAFTEN DER SCHUTZROHRKONTAKTE IM MEDIUM FLUSSIGEN STICKSTOFFES

Zusammenfassung

Im vorliegenden Beitrag wurden die Priifergebnisse beziiglich der Eigenschaften von Schutzrohrkon-
akten im Medium fliissigen Stickstoffes dargestellt. Es wurde der EinfluB des Stickstoffmediums auf den
Wert und Charakter der Widerstandsverdnderungen der Schutzrohrkontakte in Abhingigkeit vom Last-
trom und der DurchfluBzeit untersucht. AuBerdem wurden Zahlenwerte der Amperewindungen bei Ein-
ind Ausschaltung und die Werte des kommutierten Stromes bestimmt. Es wurde auch die Uberschlags-
pannung des Zwischenspaltes in Abhéngigkeit vom Kontaktenstoff und der Zyklusschaltzahl gemessen.
Auch wurden Untersuchungen der Bogen-Entladungseigenschaften bei Stromunterbrechung von iiber
),5 A im Induktionskreis durchgefiihrt. Beobachtungen der Kontaktflichen wurden mit Hilfe eines elektro-
ischen Scanning-Mikroskops fiir Kontaktstiicke aus Legierungen FeNi29Co0l17 und FeNi54 durch-
gefithrt. Wolfram, Rhodium und Gold wurden als Kontaktwerkstoffe angewandt. Glasbirnen der Schutz-
ohrkontakte sind aus SL 54.1-Glass. Der Zweck der Untersuchungen beruhte auf der Bestimmung der

Anwendbarkeit von Schutzrohrkontakten als Schalt- und Messungselemente in niedrigen Tempera-
uren.
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B. MEO3UHCKY, X. KEJIH0X, T. XOJIHEPUUK
TIOBEIJEHVE I'A30BLIX TEPKOHOB B CPEIE XXHIKOT'O A30TA"

Pesome

B cTaTse mpenCTaBieHbI PE3yNBTaThl MCCIAENOBAHUHA CBOMCTB BOROPOJHBIX HOpMaHLHOOTIipLITBIX
FePKOHOB B CPENE YKUAKOTO A30T4, IPOBEJCHHBIX C IIEMBIO ONpEJeNeHus] IPUIONHOCTH TePKOHOB ML
paGoThl B KauecTBe H3MEPHTEIBHBIX M HCIOJHUTEISHBIX JIEMEHTOB B CHNBHOTOKOBBIX IENAX paboTa-
IOMKX B HUSKUX TeMIepaTypax. VICCIeNOBaHO BIIMAHUE CPEIbI XKUIKOTO a30Ta Ha 3HAUCHNE U XapaKTep
V3MeHEHH Pe3nCTaHCa EPKOHA B 3aBHCHMOCTH OT BEJIMUMHBI TOKA HArPYSKH M BPEMEHM €0 IIPOTeKAHHA .
OnpeneneHb] SHAYEHUS aMIIEPBATKOB 3aMBIKAHMA M Da3MBIKAHWA KOHTaKTpoHOB. Mamepena RHoTeK-
TPHUECKAS TIPOYHOCTh MEYKKOHTAKTHOTO 3330pa B 3aBHCHMOCTH OT MaTepHalla KOHTAKTOB M KOJIMYECTBa
IWKIJIOB paBoTel repkoHa. MlccmenoBaHbl OCOGEHHOCTH IJIEKTPHUECKOrO Paspsana IepKOHOB IpephIBa-
IOIINX MHIYKIMOHELIE TOKU HOpsiAKa cBeliie 0,5 a B Cpefie YKUMHOTO a30Ta M ONpeJeeHa MKUSHECHO-
COBGHOCTH TEPKOHOB B STHX YCIOBUAK. 1IPH HCIIONIH30BAHNK AHATNSUPYIONIETO SIEKTPOHHOTO MUKPOCKOIIA
HCCIIENOBAHO Pa3pYIIeHNe MOBEPXHOCTH KOHTAKTOB TepKOHa. VICCHENOBAaHBI KOHTAKTHI Ha NPYXKHHAX
13 TaKMX CcUiaBoB Kak FeNi29Co17 u FeNis4. KoHTakTHBIME MaTepHaiaMy ObUIn BoNb(hpam, pajmil
¥ 30J10TO. BasiOHBI TepKOHOB OLIMM M3COTOBJIEHBLI M3 crekia Tuma SL54.1.
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Metody poprawiania stabilnoéci algorytméw
numerycznego rozwiazywania
sztywnych ukladoéw réwnan rézniczkowo-algebraicznych

PRZEMYSEAW DYMARSKI (WARSZAWA)

Instytut Telekomunikacji Politechniki Warszawskiej

Otrzymano 6.12.1979

W pracy bada si¢ warunki stabilnoéci metody réinicowej Geara o zmiennym rzedzie
i kroku catkowania, zastosowanej do rozwigzywania ukladéw réwnan algebraiczno-romicz-
kowych, wynikajacych np. w analizy uklad6éw elektronicznych. Szczegdlnie uwzglednia. sie
 wplyw zastosowanego algorytmu wyboru kroku i rzedu na stabilno$é rozwiazania. Naj-
pierw zbadano warunki stabilnosci metody réznicowej o stalym rzedzie i zmiennym kroku
calkowania, a nastgpnie metody rdznicowej o zmiennym rzedzie i zmiennym kroku catko-
wania. Wyznaczono amplitude i czesto$¢ rozwiazania pasozytniczego oraz okreslono dla
jakich uktadéw moga wystapi¢ klopoty ze stabilnoscia. Zwrécono uwage na wplyw nie-
stabilnoéci na obnizenie efektywnosci metody roznicowej Geara. Podano pewne metody
polepszania stabilnosci, ktére poréwnano z dotychczas stosowanymi.

1. WSTEP

Efektywnos$¢ programéw analizy w dziedzinie czasu nieliniowych ukladéw elektro-
iicznych zalezy w gtéwnej mierze od zastosowanego algorytmu rozwigzywania réwnafi
6zniczkowych opisujacych te uklady. Do najefektywniejszych algorytméw rozwiazywa-
ua réwnan rézniczkowych zwyczajnych zalicza sie obecnie metody réznicowe Geara
» zmiennym kroku catkowania i zmiennym rzedzie [1], [8], [9], [10]. Potwierdzeniem tego
est ich zastosowanie w uniwersalnych programach analizy uktadéw elektronicznych,
akich jak ASTAP [12], ECAPII [14] i NAP2 [4].

Badania poréwnawcze [6] potwierdzily wysoka efektywno$é metod réznicowych
yeara w zastosowaniu do rozwiazywania szerokiej klasy uktadéw réwnafi rézniczkowych
wyczajnych z wyjatkiem tych ukladéw, ktérych wartosci wlasne zblizaly si¢ do osi uro-
onej. Przyczyna pogorszenia si¢ wlasciwosci algorytmu przy analizie tego rodzaju ukla-
l6w jest to, Ze metody réznicowe Geara rzedu wigkszego od 2 nie sa A-stabilne [7]. Naj-
'rostszym sposobem ominigcia tych trudnosci jest ograniczenie sie do metod rzedu pierw-
zego i drugiego [12], [15]. Wiaze sie to jednak z obniZeniem efektywnosci algorytmu
wzrost czasu obliczert). Lepszym rozwigzaniem jest wykrywanie niestabilnodci metody
6znicowej i obnizanie rzedu tylko wtedy, gdy jest to konieczne. W [2] opisano skuteczny
Igorytm detekcji niestabilnosci. Ma on jednak te¢ wade, Ze nadaje si¢ do wspoélpracy
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wylacznie z mato efektywna wersja metody réznicowej Geara, wymagajaca utrzymywania
odcinkami stalej dltugosci kroku catkowania i stalego rzedu.

W niniejszej pracy dokonano analizy zachowania si¢ metody Geara o zmiennym kroku
i rzedzie w warunkach niestabilno$ci. Opracowano réwniez kilka algorytméw detekcji
niestabilno$ci nadajacych sie do wspétpracy z bardziej efektywna wersja metody Geara [1].
Opracowane algorytmy poréwnano pod wzgledem skutecznodei i efektywnosci.

2. STOSOWANE WARIANTY METOD ROZNICOWYCH GEARA DO ROZWIAZYWANIA
SZTYWNYCH UKELADOW ROWNAN ALGEBRAICZNO-ROZNICZKOWYCH

2.1. Ogébélna postaé¢ i wtadciwosci analizowanych uktadoéw

Dowolny uklad elektroniczny o elementach skupionych mozna opisa¢ za pomoca

ukladu N+ W réwnaf rézniczkowo-algebraicznych
glx(t), x(t),a(t), t] = 0, 2.1

gdzie:

x(t) = [x,(2), ..., xy()]F — wektor zmiennych rézniczkowych (np. napigcia na po-
Jemn0501ach i prady w indukcyjnosciach), :
a(t) = [a,(2), ..., aw(t)]" — wektor zmiennych algebraicznych (inne napiecia i prady).
Analiza uktadu elektromcznego w dziedzinie czasu polega na‘otrzymaniu za pomocg

' x(t,) '
metody numerycznej przyblizonego rozwigzania [aEt )}, n=0,1,.., ukladu (2.1),

w przedziale calkowania ¢ € {to, fmaxy, SPelniajacego warunek poczatkowy x(fo) = xo =

= [Xo1, --.» Xon]T. Od otrzymanego rozwiazania wymaga si¢ ponadto, aby.nie odbiegalo
x*()7T . .
ono zbytnio od rozwigzania dokladnego [a*gt) ] Scislej, wymaga sie aby z #, € {to, tmax)>

lei(ty)] = |xF () —Xi(te)] < emax> i = 1, ..., N, gdzie e(t,) = x*(t;) —x(t,) jest bledem glo-
balnym w chwili #,, a e, jest ograniczeniem narzuconym na blad globalny. Dla uprosz-
czenia zrezygnowano z analogicznych ograniczefi dla zmiennych algebraicznych zakladajac,
e spelnienie ww. nieréwnosci dla zmiennych rézniczkowych gwarantuje wystarczajace

o [x@)
doktadno$é calego rozwigzania at) |

Wiadciwosci zagadnienia rézniczkowego (2.1) zaleza od rodzaju analizowanego ukla
du. W wigkszosci przypadkéw zagadnienie to cechuje tzw. sztywno$¢, polegajaca na tym
ze rozwiazanie x(z) posiada sktadowe wolno i szybko zmieniajace si¢ w czasie. Innym
stowy, macierz wspolczynnikéw przyblizenia liniowego zagadnienia (2.1) posiada war
tosci wlasne rézniace sie miedzy soba o wiele rzgdow wielkoscei.

22. Metody rdéznicowe Geara

Metode réznicowg Geara w wérsji umozliwiajacej zmiang dlugoéci kroku catkowani
na kazdym etapie rozwigzania ([1], [4], [8]) mozna opisa nastgpujacym wzorem
k

X(tys1) = (I/HI)E a0 X(tas1-1)> 2.2
i=0 ‘
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gdzie Hy = t,,,—t, jest krokiem catkowania w biezacym, n+1-szym etapie rozwigzania
(tzn. przy przejsciu z ¢, do #,, ;). Podobnie H; = wi2—i—biy1—i, L = 2,3, ... 83 krokami
catkowania w poprzednich etapach rozwiazania. Wspélczynniki zmiany kroku calko-
wania sa okreslone nastepujaco: r, = H;/H,, r, = Hy/H,, ..., re_y = H,_|Hy, r, =
= Hy/H, ..

Wspélczynniki metody réznicowej rzedu k sg funkcjami wspdlczynnikéw zmiany
kroku catkowania (o; = o; (ry, ..., Feey), i = 0,1, ..., k) i s3 wyznaczone w ten sposéb,
aby wzoér (2.2) byl speliony dla wielomianéw stopnia < k. '

Tablica 1
Wspélczynniki metod réznicowych i stale bledu dla metod Geara o stalym kroku
calkowania
k 1 2 3 4 5 6
1 3 11 25 137 147
o 2 6 1 60 60
a; -1 -2 -3 —4 -5 -6
1 3 15
az — - 3 5 _—
2 2 2
1 4 10 20
@ 3 T3 | 3 £
1 5 15
aq -Z. -4— JR—
1 6
o 3| T
1
as —g
C 1 2 3 12 10 60
iy 7 9 2 152 137 1029

W tabl. 1 podano wartosci wspélczynnikéw metod réznicowych Geara o stalym kroku
salkowania (a; = «;(1, ..., ).

W kazdym etapie rozwigzania wektor x( t) obarczony jest bledem lokalnym metody
*6znicowej, ktérego wielkosé w n+ 1-szym etapie mozna oszacowaé nastepujacym wzorem

E(tus) = —pe(os coos Tee ) (HOF S @), E€tunton fuasd. (23)

Dla metod o stalym kroku calkowania wspélczynnik v przechodzi w stala bledu C;
G = 7, ..., 1), patrz tablica 1).

10 Rozprawy Elektrotechniczne
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23. Implementacja metod réznicowych Geara'w programach
anallzy uktadow elektronlcznych w dziedzinie czasu

i
Rozww‘zanle zadania postawionego w punkcie 2 1 przebiega etapaml, z ktérych kazdy |
polega na znalezieniu rozwiazania ukladu (2. 1) w pewnej chwili #,. Przeanalizujemy

. L . )
n+1-szy etap rozwiazania: majac dane rozwigzanie przyblizone [ag t | i=0,1,...,n

poszukuje si¢ rozwigzania w chwili 7, ;. Etap ten mozna podzieli¢ na nastgpujace pod-
etapy.

I° Znalezzenze pierwszego przybliZenia rozwiqzania. Najczesciej jako pierwszego przy-

x"‘“)(t )
blizenia uzywa si¢ wektora [_(k +0( H)] otrzymanego w. wyniku predykcji wielomia-
n4-1

nem k-tego stopnia przechodzacym przez punkty
[x(tn)] [x(tn—l)] [x(tn—k)]
alty ), LaCt-1))s - La(t-) 4.
2° Rozwigzanie ukiadu réwnar algebraicznych. Przez podstawienie (2.2) do (2.1) otrzy-
muje sigin‘astqpujqcy vklad réwnani algebraicznych
gl(cto/H )% (tns1)+Sks X(tus 1)y altnsr)s tarsl =0, (2:4)
gdzie

k
Se = (U/HD) D) ti¥(tusr1=)-
i=1-

: x(2,
Uklad réwnan (2.4) rozwiagzuje sie ze wzglgdu na [agt +1))] metoda Newtona-
n+1
Raphsona
Xt (tyr1) =% I (tas1)
[gx(ao/Hl)'l'gx’ ga] la1+1(t +1)—a’(t,,+1 ] =
= —g[(ao/Hl)x’(t,,+1)+Sk, X (tysr)s @ (tn+1) tneal. 2.5
Ma01erz J = [(oco/ H) g5+ 8x» 8a] jest jakobianem ukladu 2. 4) wyliczonym w punkcie
[x (tns 1)]
@ (ths )

Iteracje rozpoczyna si¢ z punktu

[xo(tn+iv)] [J—C(k+1)(tn+1)] :
a®(tir)] — La® V()]
IteraCJe (2.5) wykonuje si¢ az do uzyskanla wystarczajacej zbieznosei:
[ (tngs) — xj(tn+1)! <e i=1,..,N,
el i) — i ()l < &, P=1,., WL

Wspélczynnik & wybiera sig tak, aby blad rozwigzania uktadu (2.4) ze wzglgdu n:
X(fs+ ) nie przewyzszy! bledu lokalnego metody réznicowej w biezacym etapie rozwigza
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nia.-W praktyce wystarcza, aby ¢ byt 10 razy mniejszy od dopuszczalnego bledu lokalne-
go w biezacym etapie rozwiazania.

Dzigki stosowaniu- przyrostowych modeli elementéw nieliniowych i wykorzystaniu
(2.2) do przeksztalcenia réwnafi elementéw reaktancyjnych, macierz J mozna otrzymag
wprost z analizowanej sieci [11], [12]. Najbardziej czasochlonne jest rozwiazanie réwna-
nia liniowego (2.5), mimo stosowania dla wigkszych ukladéw techniki macierzy rzadkich.
Dlatego tez stosuje si¢ modyfikacje metody Newtona-Raphsona, polegajgca na wyzna-
czeniu jakobianu i dokonaniu jego dekompozycji na macierz tréjkatna g6érng Ui dolng L

0
tylko raz w kazdym étapie rozwiazania, w punkcie [;Cog::;
uzyskaé szybkiej zbieznosci, przechodzi si¢ do klasycznej metody Newtona-Raphsona,
wymagajacej obliczenia jakobianu w kazdej iteracji. W przypadku ukladéw quasi-linio-
wych mozZna, stosujac odcinkami staty krok H, obliczaé J raz na kilka etapéw rozwiazania
[10]. W przypadku ukladéw silnie nieliniowych przydatnosé takiego algorytmu jest nie~
wielka. Dla wigkszosci uktadéw konieczne Jjest obliczenie jakobianu przynajmniej raz
w kazdym etapie rozwigzania. . '

]. Dopiero gdy nie mozna

3° Kontrola bledu. Blad lokalny metody réZnicowej, powstaly w biezagcym etapie roz-
wigzania, szacuje si¢ ze wzoru (2.3) zastgpujac x*+1(&) odpowiednim ilorazem réznico-
wym, lub dokonujac poréwnania wektoréw XD ) Z x(ty ) 1], [8]. Nastepnie
sprawdza sig, czy skladowe bledu lokalnego E(t,,,) = [E, (Fne1)s - s En(tay1)]" nie prze-
kraczaja dopuszczalnej wartoéci bledu lokalnego w n+ 1-szym etapie rozwigzania E,,,, (2, ;).
Gdy blad jest zbyt duzy, otrzymane rozwiazanie ignoruje si¢ i ponawia sie obliczenia
ze zredukowang dlugoscia kroku catkowania H,. ‘ ‘ S

W praktyce stosuje si¢ nastgpujace rodzaje kontroli bledu:
a) kontrola bledu wzglgdhego [15]

1B, (ta)] | | |
m < Emax(tn+1)> . o (26)

b) kontrola bledu bezwzglednego [1], [8]

lEi (tn+1)l < Emax(tn-g-;[); ! ' . . (27)
c) mieszana kontrola bledu [4], [10] - » _
[E; (fus ) ‘ o ‘
; [ . . 2.
max  |x,(t;)] S Enax (tn11) ' 2.8)
ji=1,..,n+1 R .

Z trzech ww. wariantéw najbar’dziej racjonalny wydaje si¢ drugi, gdyz stwarza péw’nq
mozliwo$¢ kontroli bledu globalnego e(tns1) = X*(tyy 1) —X(ts11). Jezeli metoda rézni-
cowa zachowuje si¢ stabilnie, tzn. sktadowe Ei(tss1), i =1, ..., N, bledu wprowadzonego
w n+1-szym etapie nie sg wzmacniane w nastgpnych etapach, to przyjmujac E, (,. 1) =
= —l‘eﬂ"t—ﬁ1 mamy gwarancje, Zze sktadowe bledu globalnego e(?) nie przekrocza
max ~— to
Wartosci epq, dla # € {tg, tmaxy.
Z tej przyczyny z dalszej czeéci. pracy bedzie brany pod uwage taki wlasnie rodzaj
<ontroli blgdu (jest to tzw. kontrola bledu lokalnego przypadajacego na jednostke czasu).

L0*
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4° Wybdr optymalnego rzedu k' i optymalnej dlugosci kroku catkowania H dla nastep- |
nego etapu rozwiqzania. W obliczeniach wykorzystuje si¢ zaleznosé (2.3) zakladajac, ze;
[x®+1)(£)| nie zmienia sie znacznie w r-+1-szym i n+2-gim etapie rozwigzania. Dla danego k |
wylicza si¢ H{® takie, aby otrzymaé btad lokalny réwny :
H® ‘

6Emax(tn+ 2) = ykl: Ifll 3 7‘1 [AERRE) rk——Z] [H(1k)]k+llx§k+1)(§)l . (29)

Wspdlezynnik bezpieczenistwa ¢ przyjmuje si¢ rzedu 0,5+0,9, aby zmniejszy¢ prawdopo-
dobienstwo naruszenia warunku (2.7) w n+2-gim etapie rozwigzania. Obliczenia (2.9)
wykonuje si¢ dla tej sktadowej i wektora x(¢), ktéra zachowywala si¢ najbardziej czynnie
w sprawadzaniu nieréwnosci (2.7) (maksimum E; (tys1). Za E,ux(ty.2) we wzorze (2.9)

. . r e
podstawia si¢ warto§é¢ ——— H{®.
) max — Lo

Jezeli warunek (2.7) nie byl spetniony i otrzymane rozwigzanie zostalo zignorowane,
to dlugo$é kroku dla n+1-go etapu rozwigzania wylicza si¢ ze wzoru

¢
6Emax (tn+1) = yk[ I;Z s T2, e rk—l] [H(lk)]k-'-llxgk-'-l)(f)l ’ (210)
gdzie
Emax(tn+1) = ﬂ—H(lk)'
tmax‘-_ tO

Réwnania (2.9) i (2.10) mozna rozwigzywaé metodami iteracyjnymi, jak proponuje
sie w [1]. Mozna tez, zakladajac, ze krok nie zmienia si¢ znacznie z etapu na etap, podsta-
wié y, = Cy; woéwczas wyliczenie H® jest trywialne [8].

Obliczenia przeprowadza si¢ dla kilku wartosci k (najezesciej dla k: = k,k:= k-1
i k: = k-1, gdzie k stojace po prawej stronie jest rzedem metody réznicowej w n+1-szym
etapie rozwigzania) 1 wybiera si¢ takie k', dla ktérego uzyskuje si¢ najwigksza wartos¢
H®, Tym konczy si¢ n+ 1-szy etap obliczen. Nastepny, n+2-gi etap wykonuje si¢ z rz¢-
dem k' i krokiem H; = H{*.

Wybierajacrzad zapewniajacy uzycie maksymalnej dtugosci kroku catkowania, uzyskuje
sie maksymalna efektywno$é metody Geara o zmiennym kroku i zmiennym rzedzie.
Mozna wyjaéni¢ to w nastepujacy sposéb. Ilos¢ operacji arytmetycznych, a co za tym
idzie czas obliczefi, zalezy gléwnie od iloéci obliczeri jakobianu i wartosci funkcji g. Po-
niewaz przyjeliémy, Ze jakobian musi byé obliczony i zdekomponowany na macierze L
i U co najmniej raz w kazdym etapie rozwiazania, a liczba iteracji (2.5) nie zalezy silnie
od dtugosci kroku catkowania, mozna przyjaé za miare efektywnosci algorytmu liczbg
etapow (tzw. liczbg krokdw) w przedziale ¢ € (o, tmax)-

Efektywnosé algorytmu zalezy od szybkosci jego adaptacji do rozwiazywanego za-
gadnienia, tzn. od mozliwosci szybkich zmian rzedu i kroku catkowania. W dotychczaso-
wych implementacjach metod réznicowych Geara mozna wyrézni¢ nastgpujace warianty
wyboru kroku calkowania i rzedu.

1° Warianty wyboru kroku calkowania

a) Staly krok H, = H, = ... = H. W zastosowaniu do rozwigzania uktadow sztyw-
nych, wariant ten jest uzywany tylko wtedy, gdy nie zalezy nam na dokladnym odwzoro-
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waniu sktadowych szybko zmieniajacych si¢ w czasie, a tylko skladowych wolnozmien-
nych. ’

b) Mozliwosé zmiany dlugosci kroku raz na k+1 etapéw rozwiqzania. Wariant ten
stosuje si¢ W tzw. metodzie Nordsiecka-Geara [9], [10], gdzie utrzymywanie odcinkami
stalego kroku calkowania i rzedu jest koniecznoscia. '

) Mozliwos¢ zmian dlugosci kroku w kazdym etapie rozwiqzania [1], [4], [8]. Wariant c)
jest bardziej efektywny niz b), gdyz zapewnia szybsza adaptacje dlugosci kroku do zmian
rozwigzania. Z tej przyczyny metoda Nordsiecka-Geara jest rzadko uzywana w progra-
mach analizy uktadéw elektronicznych (np. w programach ASTAP i NAP-2 nie korzysta
si¢ z ww. metody, tylko z pewnych modyfikacji algorytmu przedstawionego w [8].

_ 2° Warianty wyboru rzedu

a) Staly rzqd k = kypiy = const., krix przyjmuje wartosci od 1 do 6 (wyiszych rzedéw
nie uzywa sie ze wzgledu na stabilnos$¢). Wariant ten jest rzadko uzywany we wspolezesnych
programach analizy ukladéw elektronicznych. Efektywno$¢ programu zalezy od wybra-
nej wartoéci kprx. W procesie rozwigzywania ukladéw liniowych efektywnos$é rosnie
wraz ze wzrostem wartosci rzgdu. Tendencja ta wystepuje tym silniej, im ostrzejsze sa wy-
magania dotyczace dokladnosci rozwigzania (tzn. im mniejsze €max) [16]. Podobna ten-
dencja wystepuje tez dla duzej klasy ukladéw nieliniowych, chociaz przewaga metod
0 wyzszych 1zgdach moze nie byé tak duza jak dla uklad6w liniowych [4], [8].

b) Rzqd zmienny wprzedzz'ale 0d1do kyax, ko = 2,3, 4, 51ub 6 — 2 mozliwoSciq zmiany
raz na k+1 etapow rozwiqzania [8]. Wariant ten zapewnia wigksza efektywnosé algorytmu
niz uzycie stalego rzedu. Gdy w ukladzie wystepuje stan ustalony (x(#) ~ const), metody
réznicowe niskich rzedéw zapewniajg uzycie dtuzszego kroku catkowania, niz metody
wyZzszych rzedow. W [4] rozwigzywano réwnanie oscylatora Van der Pola postugujac sie
metody réznicows stalego rzedu (kr1x = 6), a nastepnie metoda o zmiennym rzedzie k
¥ przedziale od 1 do Aoy, kpex = 6 — uzyskujac efektywnosé wigksza o 20%. Dla wiek-
zosci analizowanych ukladéw im wigksze Kpmax, tym wieksza efektywnosé algorytmu
potwierdzaja to czesciowo eksperymenty z rozwigzywaniem réwna wtdrnika emitero-
vego, opisane w [8]).

¢) Rzqd zmienny w przedziale 0d 1 do Kz, Kax = 2, 3, 4,5 lub 6 3 mozliwosciq zmiany
v kazdym etapie rozwigzania [1], [4]. Ten wariant zapewnia najszybsza adaptacje kroku
‘rzgdu metody numerycznej do zmian rozwiazania — jest wigc najbardziej efektywny.
"’otwierdzajq to badania poréwnawcze dotyczace rozwigzywania réwnad liniowych [1]
uzyskano o 20% wigksza efektywno$¢ w poréwnaniu z wariantem b) i nieliniowych [4]
:rozwiqzujqc réwnania oscylatora Van der Pola uzyskano dwa razy wigksza efektywnosé
7 poréwnaniu z wariantem b). Ponadto przeprowadzono badania efektywnosci algorytmu

funkeji kmay [4]. Uzyskane wyniki potwierdzaja celowo$é stosowania Jjak najwickszej
artosci Kyq., nawet dla ukladéw nieliniowych, zwlaszcza gdy wymagana jest duza do-
ladno$é obliczen.

Wersja algorytmu Geara opublikowana w [1] umozliwia zmiane rzedu o 1 w kazdym
apie rozwigzania, natomiast wersja opublikowana w [4] umozliwia Zmiang w pelnym
ikresie od 1 do kg . Badania poréwnawcze obu wersji algorytmu wykazaly znikomg
'zewage tej drugiej (zmiany rzedu o wiecej niz 1 zdarzajg sie bardzo rzadko).
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W podsumowaniu mozna stwierdzié, ze nieomal wszystkie przeprowadzone dotych-
czas badania (pewnym wyjatkiem jest [13], gdzie zakwestionowano oplacalnos¢ stosowa- -
nia rzedu wyZszego niz 2) wskazuja, ze metoda réznicowa. Geara jest tym efektywniejsza,
im wieksza jest jej zdolno§é do adaptowania si¢ do zagadnienia. Najbardziej efektywna
jest implementacja dopuszczajaca uzycie zmiennego rzedu k w przedziale od 1 do 6 i zmien-
nego kroku catkowania z mozliwoscia zmiany zaréwno rzedu jak i kroku w kazdym eta-
pie rozwigzania. Taka tez implementacja bedzie dalej brana pod uwage.

3. STABILNOSC METOD ROZNICOWYCH GEARA
3.1. Metody badania stabilnosci

W procesie rozwigzywania zagadnienia (2.1) wazne jest, aby blad lokalny wprowadzo-
ny w danym etapie obliczefi nie powigkszal sig w nastgpnych etapach. Takie zachowanie
si¢ metody réznicowej nazywa sig stabilnoécia bezwzgledna [9]. ‘

Definicja. Metoda réznicowa jest bezwzglednie stabilna dla danego zagadnie-
nia (2.1) i przy danej sekwencji krokéw calkowania (tzn. przy danych ¢, 25, ... € {to, tmax))
gdy zaburzenie Ax(t,.,) wprowadzone w n+1-szym etapie rozwiazania nie pov'vi@ksza
sie w nastgpnych etapach rozwigzania. v ‘

Uzycie metody réznicowej nie posiadajacej tej wlasnoéci prowadzi najezesciej do odej-
écia rozwiazania przyblizonego od rozwigzania dokladnego zagadnienia (2.1). W tych
warunkach nie jest tez mozliwa kontrola bledu globalnego (mimo spetnienia warunkow
(2.6) (2.8) nie mozna nic powiedzie¢ o zachowaniu sie biedu globalnego e(t,) = x*(z,) —
—x(t,)). Zdefiniowana powyzej stabilnosé bezwzgledna zalezy nie tylko od samej metods
réznicowej, ale réwniez od rozwigzywanego zagadnienia. Dla pewnej klasy zagadniet
(problemy niestateczne) nie mozna wymagaé od metody réznicowej stabilnosci bez

~ wzglednej. Dla tego typu probleméw wymaga sie, aby blad globalny spowodowany za
burzeniem w n-tym etapie rozwiazania nie rdst szybciej niz rozwigzanie dokladne (tzw
stabilno$¢ wzgledna). '
~ Stabilnosci bezwzglednej nalezaloby wigc wymagaé od metody réznicowej zastosowane
do rozwiazania kazdego zagadnienia statecznego. W prakryce sprawdzenie, czy dan:
metoda réznicowa posiada wiasciwos¢ stabilnosci bezwzglednej dla kazdego zagadnieni:
Statecznego, napotyka na trudnosci. Wobec tego wlasciwos¢ tg,spraWdza sie dla konkret
nego rownania rézniczkowego, tzw. réwnania testujacego [7]

‘ X = Ax, %(to) = %o, ReA < 0, x —skalar. 3.1

Taka metoda badania stabilnosci jest powszechnie stosowana. Udowodniwszy, Ze dan
metoda réznicowa jest bezwzglednie stabilna w zastosowaniu do rozwiazania zagadnieni
(3.1) nie mamy gwarancji, Ze jest ona stabilna dla dowolnego- statecznego zagadnieni
opisanego wzorem (2.1). Badanie stabilnoci opisana wyzej metoda ma jednak sens z ne
stepujacych wzgledow: '

1 Problem jest niestateczny, gdy rozwigzanie dokladne x*(¢) i rozwiazanie zaburzone w chwili 1
x'(8) = x*(t;)+ Ax(t;) roznia si¢ w pewnej chwili t, > £ 0 wiecei niz Ax(n), tzn. |x'(t)—x* ()| > |dx (@
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a) jezeli dana metoda réznicowa jest niestabilna w zastosowaniu do rozwiazania zagadnie-
nia (3.1), to nie bedzie si¢ ona réwniez nadawata do rozwiazywania szerokiej klasy
- zagadnien nieliniowych;
b) jezeli metoda réznicowa jest stabilna w zastosowaniu do zagadnienia (3.1), to jest
réwniez stabilna w procesie rozwiazywania zagadnieni liniowych o statych wspdlezyn-
nikach

X =Ax+B, x(t,) = x,, 3.2
gdzie wartosci wlasne macierzy A: A,, ..., Ay maja ujemna czgsé rzeczywista;
¢) jezeli metoda réznicowa jest stabilna dla (3.1), to mozna przypuszczaé, ze bedzie lo-
kalnie stabilna dla tych zagadnien (2.1), ktérych przyblizenie liniowe jest stateczne
1 zmienia si¢ niewiele na przestrzeni kilku kolejnych etapéw rozwigzania [11].
Zbadajmy stabilno$¢ metody réznicowej Geara w zastosowaniu do rozwiazania za-
gadnienia testujacego (3.1). Rozwiazanie przyblizone x(z,) réwnania (3.1) musi spehiaé
nastgpujaca réwnosé ((2.2), (3.1)
k
D) W tried) = D5l (3.3)
=
stad
k

1 Al
X(tye1) = mz Xty g —1)-
1

WprowadZmy zaburzenie Ax(f,,) w I+ 1-szym etapie rozwigzania (moze to byé np.
blad lokalny E(#, ,)). Rezultatem bedzie rozwiazanie zaburzone x'(t,). Réznica tych dwéch
rozwigzan e(r,), czyli btad globalny spowodowany zaburzeniem w / +1-szym etapie,
bedzie spelniaé nastgpujace réwnanie bledu globalnego

(o, C on=0,..,0-1,
Ax(tl+l): n= l’
x (3.9

e O
Im we(tusi-), n>1L

l i=1

Nalezy tu przypomnieé, ze o; = #i(ryy vy Fx_q), @ wspSlezynniki H, , k, Fis eoes Fp_g
‘mieniaja si¢ z etapu na etap. Réwnanie bledu globalnego (3.4) jest wige liniowym réw-
laniem réznicowym o zmiennych wspdlczynnikach, o rozwiazaniu ktérego- w ogllnym
nzypadku nie mozna nic powiedzied.

e(tn+1) =

2. --Stabirlnos'é metod réznicowych Geara o stalym kroku
catkowania i statym rzedzie

Nieomal wszystkie publikacje dotyczace zagadnienia stabilnosci metod réznicowych
'dnosza si¢ do stalego kroku catkowania [7], .[9]. W tym wypadku réwnanie bledu glo-
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balnego (3.4) jest réwnaniem réznicowym liniowym o stalych wspétczynnikach, ktérego
rozwigzanie mozna zapisaé w postaci ‘

e(tn) = c:ll (z)"+ .. +C;‘ (Zk)n, (3.5)

gdzie z;, ..., Zx $& pierwiastkami (zakladamy, Ze jednokrotnymi) réwnania

k
oz* — vaiz""' =0, (3.6)
=0

i

Wyrazenie stojace po lewej stronie jest wielomianem charakterystycznym metody:
réznicowej, @ = (1, ..., 1), i=0,..,k sa wspoblezynnikami metody réznicowej,
a ¢ = H, A. Aby metoda byta bezwzglednie stabilna, wszystkie pierwiastki musza leze¢
w kole jednostkowym, a pierwiastki lezace na okregu o promieniu jednostkowym musza
by¢ jednokrotne.

Na rys. 1 przedstawiono obszar stabilnosci bezwzglgdnéj metod Geara, tzn. zbidr
wartodci o = H, 4, dla ktérych pierwiastki (3.6) lezag w kole jednostkowym.

-7 -4 -3 -2 -/ 0| Reb
Rys. 1. Obszar stabilnosci metody réznicowej Geara k-tego rzedu (wg [4])

Aby zapewnié stabilnos¢ dla kazdego Ai H,, nalezatoby zada¢, aby obszar stabilnosc
wypelnial catg lewa potptaszezyzng (tzw. stabilnos¢ typu A). Ten warunek spelnia tylke
metoda Geara rzedu 1 i 2, zgodnie z twierdzeniem Dahlquista, Ze nie ma A-stabilnyc]
metod réznicowych rzedu wigkszego niz 2 [7].

Gear [9] argumentuje, Ze stabilnos¢ typu A jest zbyt ostrym wymaganiem, gdyz prZ
uzyciu metody réznicowe]j o statym kroku nie pracuje si¢ przy o znajdujacym si¢ W ob
szarze potozonym blisko osi urojonej i oddalonym od osi Re o o wigeej niz 0,5+ 1 ze wzgle
du na malg dokladno$¢ otrzymanych w ten spos6b rozwiazan (dla 4 lezacego blisko of
urojonej rozwiazanie jest oscylacyjne — aby uzyskac co najmniej kilka punktéw na okre
drgafi, trzeba wzigé dostatecznie mate H). Metody réznicowe posiadajace wlasnos¢ sta
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vilnosci bezwzglednej dla ¢ lezacego w lewej pdiplaszczyznie z wyjatkiem ww. obszaréw
1azywaja si¢ metodami ,,sztywno-stabilnymi” (stiffly-stable). Te wlasno$¢ posiadaja
netody Geara rzgdu 3 + 6. Metody sztywno-stabilne pozwalaja na uzyskanie stabilnych
rozwigzan ukladéw sztywnych zaréwno przy uzyciu malego kroku catkowania (o w oto-
szeniu poczatku ukladu wspélrzednych) jak i bardzo duzego kroku catkowania (¢ — oo,
Reo < 0).

3.3. Stabilno§é metod réznicowych Geara o statym rzedzie
i zmiennym kroku catkowania

Gdy krok catkowania nie jest staly, badanie rozwigzania réwnania'réznicowego (3.9
napotyka na duze trudnofci. Jedynie dla k = 1, gdzie «; = const, réwnanie (3.4) daje
si¢ sprowadzi¢ do postaci .

| e(tn+1)=-l—__ll_m—e(t,,). - o 3.7

Poniewaz dla kazdego ¢ = H,; A, Reo < 0, speiona jest zaleznosé le(tas 1) < le(@),
ozna stwierdzi¢, Zze metoda pierwszego rzedu o zmiennym kroku calkowania jest bez-

wzglednie stabilna.

! Stabilno$é metody réznicowej rzedu 2 i 3 bada sie w [5]. Uzyskane wyniki sa dosé

| esymlstyczne Stwierdzono, Ze metoda 2 rzedu nie jest w ogélnym przypadku A-stabilna.

Znaleziono pewne ograniczenia na parametr ¢ i wspSlczynnik zmiany kroku caltkowania
!rl , przy spetieniu ktérych metoda jest stabilna. Wyniki te maja jednak malq przydatno$é
P raktyczna. Wiaze si¢ to z tym, Zze w [5] poczyniono "szereg zatozen upraszczajacych,
A mianowicie:

} 1) Zalozono, ze w procesie rozwiazywania (3.1) krok ealkowania zmienia si¢ dowolnie
etapu na etap (naklada si¢ ograniczenie wylacznie na wspéiczynniki zmiany kroku cal-
ﬁowanla r:). W praktyce krok jest wybierany wg pewnego algorytmu, np. opisanego wzo-
rem (2.9). Nalezatoby wigc bada¢ stabilno$¢ metody réznicowej w powigzaniu z konkret-
nym algorytmem wyboru kroku calkowania, a nie metody réznicowe;j ,,jako takiej”.
~ 2) Zatozono, ze ¢ moze dowolnie zmieniaé si¢ z etapu na etap (naklada si¢ ogranicze-
nie wylacznie na obszar, w ktérym o ma pozostawac). Ignoruje si¢ w ten sposob fakt,
7e o zmienia si¢ proporcjonalnie do diugosci kroku catkowania (6,4, = r; o), a wspdt-
czynniki zmiany kroku calkowania w kolejnych etapach sa ze soba zwiazane (i-ty wspol-
czynnik w n-tym etapie przechodzi w i+ 1-szy wspolczynnik w n+1-szym etapie).

Rezygnujac z ww. zatoZefi upraszczajacych, mozna stwierdzi¢ stabilno$¢ metod réz-
nicowych Geara jedynie w dwoch przypadkach, bardzo jednak istotnych dla ukladow
sztywnych. _

1) |o] = H,|A| > 1. Przypadek ten zachodzi wtedy, gdy szybkozmienne stany przej-
sciowe w ukladzie wygasly, a na algorytm wyboru kroku catkowania oddzialywuja je-
dynie skladowe wolnozmienne rozwigzania, zwigzane z maltymi wartos$ciami wiasnymi.
Woéwcezas dla wartosci wlasnych duzych, odpowiadajacych skladowym szybkozmiennym
rozwidzania, ¢ mozZe przyjmowaé- duze wartodci. Jezeli wspdlczynniki zmiany kroku
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calkowania uti'zyn’iujac sig w rozsadnych granicach, to wspéiczynnikami metody rézaico-
wej o; (r'l s e rx_1) 83 ograniczone co do wartosci bezwzglgdnej pewna liczba M. Wow-
- !

czas dla odpow1edn10 duzych wartoéci ¢ nieréwnosé Z

i=

< 1 jest spelniona

&;

g—0g

i stuszne jest nastepujace oszacowanie:

3

o
le(tas 1)l < E l
. 1 a'_

i=

le(tnsr-)) <

< nlaax le(tys1-0I-
l_

< max_le(tyys- mz

i=1,.

g—0g

Oznacza to, ze metoda réZnicowa Geara jest bezwzglednie stabilna, niezaleznie od tego
w jaki sposéb zmienia si¢ krok catkowania (pod warunkiem, Ze pozostanie wystarczajaco
duzy).

2) |o] = H,|A| € 1. Przypadek ten zachodzi wtedy, gdy na algorytm wyboru kroku
calkowania oddzialywuja skladowe szybkozmienne rozwigzania. Wéwczas dla matych
wartosci wiasnych odpowiadajacych sktadowym wolnozmiennym rozwiqzania WW. wa-
runek jest speliony. Zatézmy dodatkowo, ze krok zmienia si¢ z etapu na etap w postq-
pie geometrycznym (zaloZenie to nie jest bardzo odlegte od rzeczywistosci, gdyz w proce-
sie rozwiazania (3.1) wystgpuje tendencja do ciaglego wzrostu kroku catlkowania — z nie-
wielkimi fluktuacjami w przypadku rozwigzafi oscylacyjnych), czyliry = r, = ... =r =
= const. W tych warunkach (3.4) jest réwnaniem réznicowym liniowym o statych wspot-
czynnikach i do analizy stabilno$ci mozna uZzy¢ tego samego aparatu matematycznego

co w przypadku metod o stalym kroku. Badania dla metod rzedu 2 [15] i wyZszych [4]
0 ‘

wykazaly, ze pierwiastki Z a; (r) 2% pozostaja w obrebie kota jednostkowego pod wa-
, =
runkiem, 2& ¥ < Fmas. Odpowiednie wartosci rma podano w tabl. 2. Poniewaz dla metod

Tablica 2

Maksymalne wartosci Wsp()lczynnika zmiany kroku calkowania zapewniajace stabilno$¢
metody rzedu k dia |o] < 1 (dla k = 3 = 6 podano wartosci przybliZone)

k 1 2 3 4 5 6

|
Yomas © \1+;/i‘ 1,55 1,25 1,1 1,02

rzedu 1+ 6 7, > 1, to mozna zapewnic staly wzrost kroku catkowania H; w warunkach
stabilnoéci, ograniczajac wspdlczynnik wzrostu kroku catkowania warto$cig Fmax- Sta1§
wzrost H, pociaga za sobg wzrost o' i po pewnej liczbie etapéw warunek |o] < 1 nie bedzie
mégt byé spetniony. O stabilnoéci metody nie bedzie mozna wéwezas nic powiedzie
aZz do momentu, gdy H, osiagnie na tyle duza warto$é, ze stabilno$¢ bedzie znow zagwaran-
towana (przypadek 1). W obszarze o niepewnej stabilnosci punkt o moze pozostawac
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‘w warunkach stalego wzrostu kroku catkowania) przez skoficzong liczbe etapéw — nie
1alezy sie wiec obawiaé znacznego wzrostu biedu globalnego. Znaczna akumulacja bledu
noze powstaé jedynie wowczas, gdy o bedzie znajdowaé si¢ w obszarze niestabilnosci
yrzez wiele etapow, a wiec tylko wtedy, gdy obszary niestabilnoéci istnieja juz przy r = 1,
zn. dla metod nie charakteryzujacych sie stabilnoscia typu 4. Tak wiec dla metod rzedu
| i 2 mozna nie obawiaé si¢ trudno$ci wynikajacych z niestabilnosci [15] -mogq one
ednak wystapi¢ dla metod rzedu 3 +6.

Rozwazmy, jak zachowuje si¢ metoda réznicowa Geara o stalym rzedzie i zmiennym
roku catkowania w procesie rozwiazywania (3.1), w sytuacji gdy wystepuja klopoty.
‘¢ stabilno$cia. Punkt o = AH, przesuwa si¢ po pélprostej (na rys. 1 pélprosta OX),

ImA
—Re il
srosta OX przecina granice obszaru niestabilnoéci dla H = const. Niech metoda réznico-
va wspolpracuje z algorytmem wyboru kroku calkowania, opisanym wzorem (2.9). War-
08¢ kroku calkowania dla nastepnego etapu H; bedzie dobierana automatycznie w za-
eznosci od wartosci k+1 pochodnej rozwiazania '

ctorej nachylenie zalezy od wartoéci wilasnej A (tgoc = ) Zatézmy, ze pol-

6ﬁx———H1 _ 7k[£ Py s P ](H;)k“lxkﬂ(f)]- (3.9)
Limax —1o Hl

E’o podstawieniu za |x®+1(&)| wartosci bezwzglednej k41 pochodnej rozwigzania do-
dadnego x*(1) = xp€™, tzn. [x*F+D(£)] = x,|A[F1e®*¥ otrzymuje sig

k
4 6emax . .
v H = I/(tmax_to)'}’k xg|A[FHeRe® , (3.9)

Z (3.9) wynika, e w miarg uptywu czasu ¢ krok catkowania H, rosnie i w pewnym
nomencie punkt o = H, A osiagnie warto$¢, przy ktérej metoda réznicowa przestanie
oyé stabilna. Woéwczas, wskutek wzmacniania wprowadzanych bledéw lokalnych, biad
slobalny zacznie wzrastaé i wkrétce zdominuje rozwigzanie dokltadne. Otrzymane w ten
iposdb rozwigzanie pasozytnicze bedzie oddzialywaé na algorytm kontroli kroku catko-
wvania tak, Zze krok przestanie rosnaé¢ i punkt o przesunie si¢ w kierunku poczatku ukladu
¥spotrzednych. Ostatecznie o ustali si¢ ' w punkcie lezacym na granicy obszaru niestabil-
10éci. Poniewaz odpowiada to stalemu krokowi catkowania, do badania zachowania si¢
netody réznicowej mozZna uzyé aparatu matematycznego Stosowanego do opisu zacho-
vania si¢ metod réznicowych o stalym kroku catkowania.

I tak, rozwigzanie mozna przedstawi¢ w postaci (3.5), przy czym zy, ..., z $& pier-
viastkami réwnania (3.6) dla ¢ lezacego na granicy obszaru stabilnosci dla H = const.
Niech z; = eft = eRe%1e/ ™4 bedzie tym pierwiastkiem, ktdry jest odpowiedzialny za nie-
stabilno$é, tzn. dla ¢ znajdujacego sie na granicy obszaru niestabilnodei |z = €% =1,
1 dla o lezacego wewnatrz obszaru niestabilnosci |z| > 1. Po wygaénigciu stanéw nie-
astalonych rozwiazanie réwnania (3.1) przyjmie nastgpujgca postaé

x(t) = e(t,) = ci(z)" = et &redmEr, (3.10)
Gdy o lezy na granicy obszaru niestabilnosci, to- Re& = 0. Odpowiada to drganiom nie-

gasngeym (o ile Imé&; # 0). Aby okreslié czgstosé tych drgafi, obliczono wartosci pier-
wiastkéw réwnania (3.6) dla kilku wartosci ¢ lezacych na granicy obszaru niestabilnosci.
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Wartodci pierwiastka z, odpowiadajacego za niestabilnosé podano w tabl. 3. Na podsta:
wie wynikéw przedstawionych w tabl. 3 mozna stwierdzié, ze dla o lezacych na granicJ
obszaru niestabilnosci w punktach niezbyt odlegtych od poczatku ukladu wspélrzgdnyck‘
spelniona jest w przyblizeniu nastgpujaca réwnosé

Imé, ~ Imo = HImA. (3.1
Oznacza to, Ze czestos¢ drgan pasozytniczych jest w przyblizeniu réwna czestoéci drgar
wlasnych ukladu (rozwiazanie dokladne wynosi x*(z,) = x,eReMHne/ImMn o6 nalezy po-

réwnaé z (3.10)). Wyjatkiem jest metoda réznicowa rzedu 6, gdzie czestoéé drgan paso
Zytniczych przekracza nawet kilkakrotnie czesto§é drgan wlasnych ukladu.

Tablica 3
Wartosci pierwiastka z odpow1edzialnego za niestabilno$¢ metody réinicowej Geara
rzedu k
| , o z = exp&
k
Reco Imo |z;] = expRe& Imé
—0,0014 | 028 ' 1 0,28
3 —0,083 1,30 1 1,047
4 —0,002 0,434 1 0,436
—0,548 3,539 1 1,72
~0,0037 | 0,751 1 0,785
5 —0,041 0,854 1 0,942
-~0,812 1,259 i 1,396
-1,742 2,266 1 1,640
—0,0029 0,840 0,9997 1,2
¢ | —00606 0,793 1 1,25
-1,08 ] 0,51 1 1,52
—4,92 3,07 1 1,9

Z punktu widzenia dokladnosci otrzymanego rozwigzania Wazne jest, aby amplitude
drgan pasozytniczych nie przekraczala dopuszczalnej wartoéci bledu globalnego Cmax
Niech 4, bedzie amplitudg tych drgan uzyskana przy uzyciu metody réznicowej k-tegc
rzedu. Do oszacowania tej wielko$ci postuzymy si¢ wzorem (3.8), podstawiajac y; = C;
(mamy do czynienia ze stalym krokiem catkowania H)

x(t,) = Aexp(GImé&, n) =.Akexp(jlm§,Hn/H) = AkeXp(j Im&, t)

H t=Hn !

oraz  [x**D(t) = 4/([Tmé&|/H)+1.
Réwnanie (3.8) mozna wiee przepisa¢ w nastepujacej postaci '

lImgllk+1

Cnax .
0—"=—H = Cka+1Ak HE+1

z'ma.x - tO

(3.12):



|
|
|
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?0 wprowadzeniu wspéltczynnika p, oznaczajacego liczbe pelnych cykli drgafi na odcinku
€ <t0 H tmax)

" 2mH
tnax—to = pT, =pm

'trzymamy nastgpujace oszacowanie amplitudy drgasi pasozytniczych
|
| Oepa
Ay = s—max .

= ImpCylmé,F (3.13)
jlk jest proporcjonalne do dopuszczalnej wartosci bledu globalnego €. Wspdlezyn-
ik proporcjonalnosci jest tym wigkszy, im mniejszy jest argument pierwiastka od-
»ow1edz1alnego za niestabilno$¢ obliczonego w punkcie o = HA na granicy obsza-
u niestabilnodci, tzn. im blizej osi Reo znajduje sie punkt wejscia w obszar niestabil-
oéci (patrz 3.11). W zwiazku z tym najwigksza amplituda drgan pasozytniczych wy-
tapi przy analizie ukladéw o wartosci wlasnej lezacej bardzo blisko osi urojonej (patrz
ys 1). Podstawiajac do wzoru (3.13) bardzo niekorzystne wartosci parametréw: p = 10,

= 0,55 oraz Im¢; obliczone do bardzo mato ttumionych drgas (—LR% = 200,

atrz tabl. 3) otrzymamy wspéiczynniki proporcjonalnosci dla metod rzedu 3, 4, 5, 6

dpowiednio 2,9, 3,0, 0,4, 0,05. Wynika stad, Zze dla bardzo niewielkiej klasy ukladéw
tylko dla metod rzgdu 3 i 4 istnieje mozliwosé, ze amlituda drgan pasozytniczych prze-
roczy warto$C e,.y-

Uzyskane powyzej wyniki sprawdzono postugujac si¢ najprostszym ukladem elektro-
icznym, przy analizie ktérego moga wystapié klopoty ze stabilnoscia.

Przyklad

Poszukiwana jest odpowiedz impulsowa thumionego obwodu rezonansowego jak na
ys. 2. Wyzej wymieniony uklad elektroniczny mozna opisaé nastepujacym ukladem
Swnan rézniczkowych liniowych o statych wspéiczynnikach:

. x(D]  [u(t) o
x=‘4x’x(t)=[xz(r)]=[d(t)]’ S
1
x(0) = I (3.14)
RC?

Rys. 2. Uklad testujacy
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] A = + 3 _ — _ -
Wartoéci whasne macierzy 4 wynosza A;,, = «£jp, gdzie o 3RC g ]/L——C )
W obliczeniach bedzie stosowany nastepujacy uklad jednostek: ps, MHz, nF, k.

. e, (s
mH, V, mA. Na biad globalny rozwiazania e(t) = Ll El‘))
2

nie |e; (1) < emaxs l€2(1)] < Cmax- Warto$é dopuszczalna bledu globalnego €. bedzi

] bedzie nalozone ogranicze

dobrana tak, aby _max__ _ const = 0,002 (np. dla tpex = 50, 2o =0, €max = 0,1

tmax— Yo
. PR . . - - B Tmd| - .
Réwnanie (3.14) bedzie rozwigzywane dla duzego stosunku = m, gdyz wted)
moga wystapi¢ problemy ze stabilnoscia metod réznicowych Geara. Rozwigzanie row
nania (3.14) jest wtedy oscylacyjne, o charakterze takim jak na rys. 3 (przedstawion
przyktadowy przebieg drugiej skladowe]j wektora stanu x,(2)).

0 - =
f/ Py ————
T

X
Xoft)

Rys. 3. Przykladowy przebieg rozwiazania ukladu (3.14) -

A — amplituda rozwigzania odniesiona do chwili #/, T— okres drgafi odniesiony do chwili ¢’

W wystepujacych w dalszej czgsci tekstu tablicach 4 i 5 poréwnano parametry (4, 7
rozwigzania dokladnego x*(#) réwnania (3.14) z parametrami rozwigzania x(¢) uzyske
nego za pomoca metody réznicowe]j (dla wiekszej przejrzystosci wzigto pod uwage tylk
druga sktadows wektora stanu). Przez n 0znaczono ilo$é etapdw rozwiazania od - momer
tu t, = 0 do biezacej chwili ¢ .

Rozwigzania przyblizone réwnania (3.14) uzyskano za pomocg algorytmu PBDF.
ktéry jest adaptacja algorytmu PBDF opisanego w [1] z nastgpujacymi niewielkimi zmi
nami: ' - . . , .

a) w celu polepszenia stabilnosci szybko§¢ wzrostu kroku catkowania ograniczono d
wartosci Fuae (tabl. 2);

b) krok catkowania dla nastgpnego etapu jest wyliczany ze wzoru (2.9) lub (2.10), a wspd
czynnik bezpieczenstwa 6 ma warto$é 0,5; w [1] 6 = 0,57, lecz do nastgpnego etar
bierze sie¢ wartosé kroku calkowania zmniejszong w stalym stosunku w = 0,88 w pe
réwnaniu z wielkoscia uzyskang ze wzordw (2.9) lub (2.10).

Algorytm opisany w [1] wzigto pod uwage z tego wzgledu, Ze jest to (obok [4]) jedr
7z mnajbardziej efektywnych implementacji metod réznicowych Geara, umozliwiajac
zmiane kroku catkowania i rzgdu (w zakresie k—1 +k+1) w kazdym etapie rozwigzan
(badania poréwnawcze przedstawione w [1] wykazaly jej wieksza efektywnosé od alg
rytmu opisanego w [8]). :
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. W tabl. 4 przedstawiono parametry rozwiazania dokladnego x*(¢) réwnania (3.14)
&a, B/=a« =10 i rozwiazania przyblizonego x(t) -uzyskanego za pomoca- algorytmu
KBDFI o stalym rzgdzie k = const = 4. Rozwiazanie przyblizone charakteryzuje sie
vystegpowaniem drgaf niegasnacych. Czgstos¢ tych drgad jest w przyblizeniu réwna
zgstosci drgan wlasnych ukladu, co potwierdza stusznoéé wzoru (3.11).: ‘Amplituda tych
Irgar jest niemal 10-krotnie mniejsza od dopuszczalnej wartosci bledu globalnego (eyax =
= 0,002 50 = 0,1), co potwierdza dokonane uprzednio oszacowanie.- Punkt o -ustalit
ig w poblizu graniey obszaru niestabilnosci dla metody Geara 4 rzedu (rys. 1).

Tablica 4

arametry rozwiazania réwnania (3.14) (B/—« =10, 75 = 0, t,,, = 50) za pomoca algorytmu PBDF1
(rzad staly k& = 4)

t n amplituda amplituda okres - : okres Imeo
ls] x3(1) x2(1) x3(0) - xa(1) :

0 — 2,36 2,36 2,35 2,46 0,29
10 101 0,19 0,19 —— 2,14 0,38
20 149 1,1-10-2 1,8-10-2 —— 2,19 0,74
30 182 8,8 104 1,1-10-2 —_ 2,8 0,73
40 214 51-10-5 1,1-10-2 _ 2,14 0.93
50 245 6,2-10-¢ l’ 1,1-10°2 | —— 2,0 0,89

. W tabl. 5 przedstawiono Wymkl uzyskane dla metody 6 rzedu przy silniej tlumlonym
bwodzie rezonansowym (B/—« = 1). Poniewaz pbtprosta f/—a = 1 przecina granice
bszaru niestabilnoéci dla k = 6 (patrz rys. 1), powstaja podobne efekty jak przy uzyciu
ietody 4 rzgdu. Nowym zjawiskiem jest wystgpowanie drgafi pasozytniczych o czestosci
ilkakrotnie wigkszej od czestosci drgan whasnych ukladu. Potwierdza to uzyskany uprze-
nio wynik, ze dla metody 6 rzgdu Im¢, > HIm 1. Drgania pasozytnicze, ktérych istnie-
ie potwierdzaja tabl: 4 i 5, wynikaja z braku A-stabilno$ci metod réznicowych Geara
‘edu’3+6 i sa zjawiskiem niekorzystnym z nastepujacych przyczyn:
| wywoluja ztudne wrazenie wystepowania drgari niegasnacych w ttumionych ukladach
" dla metody 6 rzedu wprowadzaja znaczne znieksztalcenia czestotliwoéciowe,
’ powoduja ustalenie si¢ ¢ w punkcie na granicy obszaru niestabilnoéci, uniemozliwiajac
| dalsze zwigkszenie kroku catkowania.
’ Najbardziej istotna jest przyczyna 3°. W przypadku ukladéw sztywnych gdy oprécz
fybkozmlennych skltadowych oscylacyjnych wystepuja wolnozmienne skladowe rozwia-
nia, efekt ten moze mieé katastrofalne skutki: czas obliczeri moze wydhuzy¢ sie o wiele
¢dow wielkoéci. Uniemozliwia to stosowanie metod réznicowych Geara o stalym rze-

1zie k=3,4, 51ub 6 do analizy liniowych ukladéw sztywnych, ktére posiadaja choé

)W mozna oczekiwaé przy analizie sztywnych ukladéw nieliniowych, ktorych przyblize-
fe liniowe posiada wartosci wlasne lezace w poblizu osi urojone;j.

|

|
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. ‘ Tablica
Parametry rozwiazania rownania (3.14) (8/—a = 1, % = 0, fuax = 50) za pomoca algorytmu PBDF1 (rz3
staly & = 6)

SO T B S i I T
0 = 0,133 0,133 6,28 6.2 0,14

10 89 25-10-¢ | 1,0-10- — 3,1 0,37

20 112 2,0-10-8 R —— 2,6 0,42

30 133 1,5-10"12 1,4-1073 —— 1,9 0,51 ‘
40 154 5,5-10-18 1,6-10-3 —_— 2,0 0,52
so | 175 45-10-2 | 12-10°° - 26 | 051

34, Stabilno§é algorytmu o zmiennym rzedzie i zmiennyr
kroku catkowania

W poprzednim podrozdziale wyjasniono, Ze niestabilne zachowanie si¢ metody roéz
nicowej o zmiennym kroku catkowania i stalym rzedzie k = 3, 4, 5 lub 6 polega na wyste
powaniu drgaf pasozytniczych o amplitudzie Ay (3.13) i czgstosci Im &/ H.

W obecnym przypadku rzad metody jest wybierany automatycznie. Dla kazdeg
etapu wybiera si¢ ten rzad k, ktéry zapewnia maksymalng dtugos$é kroku catkowani
H{ (wg oszacowania 2.9 i 2.10). W zwigzku z tym efekty zwigzane z niestabilnosci
algorytmu moga wystapi¢ tylko wtedy, gdy wybrana zostanie metoda réznicowa odpc
wiednio wysokiego rzedu. Gdy rzad si¢ obnizy tak, ze nie wystapi przecigcie pStprosts
OX (rys. 1) z granica obszaru niestabilnosci dla H = const, drgania pasozytnicze ni
wystapia. W tej sytuacji bedziemy méwili, ze metoda réznicowa zachowuje sig¢ stabilni
lub Ze nie wystapily efekty zwiazane z niestabilnoécia, zdajac sobie sprawg z tego, ze n
musi to oznaczaé stabilnoéci bezwzglednej w sensie definicji z punktu 3.1.

W zwiazku z powyzszym celowe jest okreSlenie, w jakich warunkach wystgpuje ter
dencja do obnizania rzedu. Zalézmy, Ze algorytm korzysta z metody réznicowe]j k-teg
rzedu. Niech warto$é kroku catkowania wynosi w H ® i nie zmienia si¢ znacznie z etag
na etap (takie warunki wystepuja przy generacji drgan pasozytniczych). Wprowadzen
wspolczynnika w pozwoli rozszerzy¢ nasze rozwazania na tg klase algorytméw wyboi
rzedu i kroku catkowania, w ktérych dlugos¢ kroku catkowania dla nastgpnego etar
jest wyliczana ze wzoréw (2.9) i (2.10), a nastgpnie jest zmniejszana W stalym stosunk
w < 1 [1]. Analiza warunk6w stabilnosci algorytmu Geara wyposazonego w taka wiasn
kontrole kroku i rzedu zostanie przeprowadzona w p. 4.4. Obecnie zatozymy, Ze w =

Oznaczmy przez z; = exp(£;) dominujacy pierwiastek (tzn. pierwiastek o najwigkszy
module) wielomianu (3.6) dla ¢ = AwH™®. Dla o lezacego w otoczeniu poczatku uklac
wspblrzednych pierwiastek dominujacy jest jednoczeénie pierwiastkiem gléwnym, tz
& = EWH®)) ~ wH®), Zalézmy, ze rozwiazanie przyblizone réwnania 3.1) je
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zalezne wylacznie od pierwiastka dominujacego (to zalozenie jest w pelni stuszne dla o
leZacego na granicy obszaru niestabilnosci, gdy wystepujg drgania pasozytnicze), tzn.

(3.15)

- 3 5
x(t,) = exp (&,n) = exp( —H® wH""n) = exp (Wt)

t= Iy
Krok catkowania H® jest wyliczany z etapu na etap ze wzoréw (2.9) i (2.10), musi byé
wigc spelniona nastepujaca réwnoéé )

6emax

H® — Ck[H"‘)]"“lx("“’(t)|, (3.16)
Linax —to
gdzie na podstawie (3.15)
‘ ,5 !k+1 Reé‘,
X0+ D( 1)) = wk+1[lH(")]"+1 exp |\ — it
Stad otrzymujeA sig
tmax—1 g |kt Re&
H® = Zmaxo C, ,Mf,lwl exp( wH("l’ t). (3.17)

Jednoczes’nie sprawdza sig, czy metoda réznicowa rzedu g # k pozwoli na uzycie wigk-
szego kroku catkowania H®; H® wylicza sig¢ ze wzoru analogicznego do (3.16)

_ Omax

- H@® = Cq[H(‘“]‘”llx(‘””(t)l, (3_18)
- max — *0
gdzie
[&,]9+1 Reé
[x@*D(1)] = wq+1[IH(k)]q+1 exp wH(kl) ¢
Oznaczajac przez h, iloraz H@|H® otrzymuje sie
» bitax —1 lf IIH_1 Reé&
H® — Taxocq[hq]qﬂ v:)q“ exp wH("l) t]. (3.19)
Dzielac (3.19) przez (3.17) otrzymuje sie
hq — %lleq_kwk"q[hq]qﬂ; (3.20)
k
stad
. Ck k— —k
[halt = -G I, (3:21)
aq

W algorytmie opisanym w [1], w kazdym etapie istnieje mozliwoéé zmiany rzedu tylko )
ol,tzn. g = k+1. Nas Interesuje, w jakich warunkach dojdzie do obniZenia rzedu. Pod-
stawiajac ¢ = k—1 otrzymamy

[ C—C"—% (3.22)
k—1

Gdy A_; > 1, algorytm obnizy 1zad o 1. Na podstawie (3.22) stanie si¢ to wtedy, gdy

[&i] > —=w. (3.23)

11 Rozprawy Elektrotechniczne
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Do obnizenia rzedu dojdzie wigc wtedy, gdy pierwiastek dominujacy wielomianu (3.6)
2 = exp(&) spelni nieréwnoéé (3.23). Bedzie to mialo miejsce dla o lezacego w obszarze
oddalonym od poczatku ukladu wspéirzednych, gdyz dla |o]| €1, & ~ wH®] = 0.
W celu okreslenia obszaréw, w ktorych spelnione jest (3.23) znajdziemy wpierw zbidr

'puﬂktéw, dla ktérych |&| = Cé'l w. Powyzsza réwnos¢ jest speiniona dla
k
£ _ Ck—-l Jjo Ck—l T
L= w—c:-e = W—Ek—(cosq9+151n<p), ¢ 40,27}, (3.29)

a wiec dla

z; = exp (&) = exp(_v%:}.cosqo) exp (j WCC""I sintp) @ €0, 2. (3.25).
k k .

Z réwnania (3.6) mozna wyliczy¢ o

k k .
¢ = z"‘Zaiz"‘i = Zai z7t, (3.26)
i=o i=o

Podstawiajac (3.25) do (3.26) otrzymamy szukany zbiér punktéw. Ta sama metoda otrzy-
muje si¢ granicg obszaru stabilnosci, podstawiajac do (3.26) z; = exp(jy), v €<0, 27).

Na rys. 4. przedstawiono wyniki uzyskane dla k = 3. Trajektoria |&| = C,/C; dzieli
obszar rysunku na dwa podobszary. W podobszarze lezacym pod krzywa || = C,/Cs’

Imb

&= /03, w=1

gh gz -07 Qe -go6  -gid 002 O[Re6

Rys. 4. Granica obszaru niestabilnoci (z} = 1) i trajektorie |&| = w C2/Cs, w = 1, 0,88, 0,25 dla metody
réznicowej 3 rzedu




Ffom XXVI — 1981 Metody poprawiania stabilnosci... 779

wvszystkie pierwiastki wielomianu (3.6) spelniaja warunek [&] < C,/C5. Oznacza to,
‘e nie wystepuje tam tendencja do obniZania rzedu z k£ = 3 na g = 2. W zwiazku z tym,

¥ kazdym punkcie ¢ lezagcym na przecigciu sig pdtprostej OX o nachyleniu Ii:}
: granica obszaru niestabilno$ci moga powstaé drgania pasozytnicze. Efektdw zwiazanych
: niestabilnoscia mozna si¢ spodziewaé dla Im A/—Rel > 14,4.

Podobna sytuacja wystepuje dla k = 4 (patrz rys. 5). Tu réwniez wejscie w obszar
liestabilnosci odbywa si¢ w warunkach, gdzie wszystkie pierwiastki spelniaja nieréwnogé
&l < C3/C,. Efektéw zwiazanych z niestabilnodcia (drgan pasozytniczych) mozna sie

Im2 }
T > 334

l&]= WBs/Cx Wy

ipodziewaé dla

W -z G0 g8 -gf - 0z 0| Reb

¥s. 5. Granica obszaru niestabilnosci (|z;] = 1) i trajektorie [&,] = w C3/Cy, w = 1, 0,88, 0,25 dla metody
‘ rdéznicowej 4 rzedu

- Zupelnie inna sytuacja wystepuje dla k = 5 (patrz rys. 6). Trajektoria |&] = C,/Cs
dcina kilka podobszaréw, w obrebie ktérych podano liczbe pierwiastkéw spetniajacych
ieréwno$é (3.23). Dla nas najbardziej interesujaca jest sytuacja w otoczeniu granicy
dszaru niestabilnosci. Te czgéé granicy obszaru niestabilnoéci, w ktérej pierwiastek
>minyjacy (0 module [z = 1) nie speinia nieréwnosci (3.23) oznaczono grubg linia.
a pozostalej czesci granicy obszaru niestabilnodci pierwiastek dominujacy spelnia (3.23)

3
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-1

Rys. 6. Granica obszaru niestabilnosci (|z:] = D i trajektoria 1&,] = w C4/Cs, w =1, dla metody 5 rzed
cyframi oznaczono liczbg pierwiastkéw, dla ktérych |&] > C4/Cs

a wiec nastapi obnizZenie rzedu i drgania pasozytnicze nie wystapia (jezeli drgania wystapit
to bedzie za nie odpowiedzialna metoda réznicowa rzedu 4 lub 3, a nie 5).

Metoda 5 rzedu moze byé przyczyna wystapienia drgafi pasozytniczych tylko dl
Im2/—Rel > 6,56. Dla poréwnania, metoda stalego rzedu k = 5 moze dawac efel
drgaf pasozytniczych dla ImA/—Rel > 1,27. Obecnie efektywny obszar niestabilno$
zostat zredukowany do obszaru zakreskowanego, w ktérym pierwiastek dominujac
o module |z| > 1 nie spelia nieréwnosci (3.23). W pozostalej czeéci obszaru niestabi
nosci nastapi obnizenie rzgdu do k = 4. Poniewaz metoda rzedu 4 moze dawac efekr
niestabilnoéci dla Im1/—Re A > 3,34, to samo ograniczenie obowiazuje i dla metoc
o zmiennym rzedzie w zakresic od 1 do 5.

Podobna sytuacja wystepuje dla metody rzgdu 6 (rys. 7). Drgania pasozytnicze sp
wodowane przez metode 6 rzedu moga powstaé wylacznie przy Imi/—Reld > 13 d
poréwnania, przy stalym rzedzie k = 6 dla Im1/—Rei > 0,32). Efektywny obszar ni
stabilnoéci redukuje si¢ do czgéci zakreskowanej, w pozostalej czgsci obszaru niestab:
noéci nastapi obniZenie rzedu. Ostatecznie dla metody o zmiennym rzedzie w zakres
od 1 do 6 decydujaca bgdzie stabilnos¢ metody 4 rzedu (ImA/—Rel < 3,34).

Reasumujac mozna stwierdzié, ze algorytm o zmiennym kroku calkowania i zmienny
rzedzie w zakresie od 1 do kyuex posiada dla kpux = 2, 3 1 4 te same granice stabilno¢
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;0 analogiczne metody o stalym rzedzie. Dla ke = 51 6 algorytm jest znacznie stabil-
riejszy od analogicznych metod stalego rzedu.

. Tlustracja potwierdzajaca stuszno$éé ww. wnioskéw moze by¢ eksperyment przedsta-
viony w tabl. 6, poz. 2. Uktad z rys. 2 byt dla /—a = 10 rozwigzywany metoda Geara
» zmiennym rzedzie k w zakresie od 1 do 6 i zmiennym kroku catkowania. Poniewaz
lla B/~« = 10 nastepuje przecigcie pélprostej OX z granica obszaru niestabilnosci dla
netod rzedu 4 i 5 (patrz rys. 5 i 6) algorytm zachowat si¢ niestabilnie (wystapily drgania
jasozytnicze, punkt o zatrzymat si¢ w poblizu granicy obszaru niestabilnosci).

@

A
[&]=wls/Cs Imb

7
/

(vay-)/vu

o=

3 -2 - | 76

s. 7. Granica obszaru niestabilnosci (|z;] = 1) i trajektoria &} = w Cs/Cs, w = 1, dla metody 6 rzedu
cyframi oznaczono liczbe pierwiastkow, dla ktérych |& > C5/Cs

W tabl. 6, poz. 1 przedstawiono wyniki analogicznego eksperymentu przeprowadzone-
z bardziej tlumionym ukladem (B/~a = 1). Poniewaz f/—« < 3,34, algorytm za-
owatl sig stabilnie (krok ulegl zwigkszeniu, nie wystapily drgania pasozytnicze), Dla

réwnania (tabl. 5), w tych samych warunkach metoda statego rzgdu k£ = 6 zachowala
niestabilnie.

Nalezy tutaj podkreslié, ze stwierdzenie, ze algorytm o zmiennym rzedzie w zakresie
1 do 6 i zmiennym kroku catkowania zachowuje sig stabilnie dla Im A/—Rel < 3,34
' 0znacza, ze przy rozwiazywaniu rzeczywistych uktadéw o wartodciach wiasnych spel-
Jacych warunek Im A/—Re 1 > 3,34 zawsze wystapia efekty zwiazane z niestabilnoscig.
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Wiaze si¢ to z tym, ze dla rzeczywistych uktadéw (w odrdznieniu od (3.1)) oszacowanid
wielkosci [x®+1(1)| i |x@+1(¢)] dane wzorami (3.16) i (3.18) nie sg Sciste (ww. oszacowa;
nia dajg kres gérny modutu pochodnej). W zwigzku z tym zaréwno krok catkowanid
jak i rzad moga ulega¢ pewnym fluktuacjom, nawet w warunkach wystgpowania drgat
pasozytniczych. Co za tym idzie, istnieje pewne prawdopodobiefistwo, Zze w warunkact
gdy pétprosta OX przecina granicg obszaru niestabilnoéci nie wnikajac zbyt gleboko w jegd

Tablica
Parametry i‘ozwiazania réwnania (3.14) za pomoca réznych wersji algorytmu PBDF1
m Warto$ci
) Liczba (: rzedu k
Poz. Wersja algorytmu Bl—o tmax etapow tw’ osta- w kilku
n nim eta-| - oceatnich
pie etapach
1 PBDF1: zmienny rzad,
) Kmax = 6 1 50 38 49 1
2 jw. 10 50 202 1,1 3=5
3 odcinkami staty rzad i krok
catkowania 10 50 209 2,8 2
4 jw. 20 100 440 08 | 4+6
5 zmienny rzad, kpex = 2 10 50 588 55 1
6 det. niestabilnosci met. badania
normy estymatora bledu lokalne- :
go 20 100 442 52 1
7 jw. 10 50 254 16 1
8 det. niestabilnosci oparta na zmo-
dyfik. algorytmie badania normy
estymatora bledu lokalnego 10 50 205 58 1
9 w. 20 100 307 113 1
10 zredukowany krok catkowania,
w = 0,88 10 50 139 63 1
11 jow. 20 100 430 0,8 346
12 zredukowany krok calkowania,
w = 0,25 10 50 244 16,1 1
200 571 416 1
13 jw. 20
100 567 1 2
14 det. niestabilno§ci met. wykry-
wania oscylacji 10 50 166 240 1
15 jw. 20 100 331 176 1
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wnetrze, drgania pasozytnicze nie wystapia. Prawdopodobiefistwo to zwigksza sie, gdy
stosuje si¢ metody o rzedzie i kroku calkowania odcinkami stalych (np. [10]), gdzie po
kazdej zmianie kroku catkowania i rzedu wielkosci te sa niezmienne przez k+1 etapéw.

W tabl. 6 poz. 3 przedstawiono wynik rozwiazania uktadu (3.14) metoda identyczng
jak poprzednio, ale z mozliwoécia zmiany kroku catkowania i rzgdu co k+1 etapéw.
W tym przypadku mimo, ze g/—a = 10, efekty zwigzane z niestabilnoscig nie wystapily
(poréwnaj tabl. 6, poz. 2). .

Stosowanie algorytmu z mozliwoscia zmiany rzedu i kroku calkowania co pewna
liczbe etapdw nie jest jednak uniwersalnym lekarstwem i nie rozwigzuje problemu nie-
stabilnosci. Poza tym prowadzi to do obnizenia efektywnosci algorytmu (punkt 2.3). Przy-
kladem niech bedzie uzycie ww. metody do rozwigzania mniej tlumionego ukladu
(8] =« = 20, patrz tabl. 6, poz. 4), gdzie wystapily efekty zwigzane z niestabilnoscia.

4. SPOSOBY POPRAWIANIA STABILNOSCI METODY ROZNICOWEJ GEARA O ZMIENNYM
RZEDZIE 1 ZMIENNYM KROKU CAELKOWANIA

4.1. Obnizenie maksymalnego rz¢gdu metody rézZznicowej d
wartosSci kyg =2 :

Z rozwazai przedstawionych w punkcie 3.4 wynika, Ze metoda réznicowa Geara
o zmiennym kroku catkowania i zmiennym rzgdzie w zakresie od 1 do Kiaxs kmax = 3,4,5
lub 6, nie nadaje sig do rozwiazywania uktadéw sztywnych o wartosciach wlasnych leza-
cych blisko osi urojonej (wystepuja pasozytnicze drgania niegasnace, uniemozliwiajace
zwigkszenie kroku calkowania). Najprostszym sposobem wyeliminowania tych efektéw
jest ograniczenie si¢ do metod réznicowych 1 i 2 rzgdu poprzez zmniejszenie wartoéci
kmax do dwbch., W tej sytuaciji drgania pasozytnicze nie wystapia. Z rozwazan przedsta-
wionych w punkeie 3.3 wynika, Ze metoda réznicowa rzgdu pierwszego jest bezwzglednie
stabilna dla dowolnych zmian kroku catkowania, a metoda 2 rzedu, przy ograniczeniu
wspolczynnika wzrostu kroku catkowania do 1+ V2, moze daé jedynie ograniczony wzrost
bledu globalnego (patrz tez [15]). Sposobu tego uzyli tworcy programu ASTAP [12],
fest on niezawodny, natomiast prowadzi nickiedy do znacznego obniZenia efektywnodci
srogramu ([4], [8], [16]).

W tabl. 6, poz. 5 przedstawiono wyniki eksperymentu, w trakcie ktérego rozwigzano
iklad (3.14) za pomoca metody réznicowej o maksymalnym rzedzie réwnym 2. Z tablicy
vynika, Ze nie ‘wystapily efekty zwigzane z niestabilno$cia (drgania pasozytnicze), ale
iczba etapow rozwigzania (krok6w) ulegla znacznemu zwigkszeniu (do 588) w poréwna-
it z algorytmem o maksymalnym rzedzie réwnym 6 (202 kroki, patrz tabl. 6, poz. 2).
Dkazuje 8i¢, ze Ww. sposGb poprawiania stabilnosci jest niekiedy bardzo kosztowny.

‘1.2. Detekcja niestabilnoéci metoda badania normy estyma-
| tora btedu lokalnego

- Z rozwazath przedstawionych w punkcie 3.4 wynika, ze stabilnosé algorytmu o zmien-
Lym rzgdzie i kroku catkowania zalezy zaréwno od uzytych metod réznicowych, jak i od
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metody wyboru kroku i rzgdu. Poczawszy od niniejszego punktu beda rozpatrywane takie
sposoby poprawiania stabilnosci, ktére polegaja na modyfikacji algorytmu wyboru kroku
calkowania i rzedu. Algorytm wyboru kroku calkowania i rzedu opisany wzorami (2.9)
i (2.10) jest algorytmem lokalnie optymalnym-(zostaje wybrany taki rzad, ktéry zapewnia
maksymalna diugos¢ kroku catkowania). Jest wiec prawdopodobne, ze pewne modyfi-
kacje tego algorytmu beda prowadzily do obniZenia efektywnoéci programu.

W niniejszym punkcie bedzie scharakteryzowana metoda opublikowana w [2]. Jej
celem jest uzyskanie algorytmu o zmiennym kroku catkowania i zmiennym rzedzie W prze-
dziale od 1 do 6, w ktérym rzad bedzie obnizony w przypadku, gdy punkt ¢ = H 2
znajdzie sig¢ wewnatrz obszaru niestabilnosci metody rzedu k. W zwigzku z tym konieczne
jest opracowanie testu sprawdzajacego, czy ¢ znajduje si¢ wewnatrz obszaru niestabilnosci.

Zatézmy, podobnie jak w punkcie 3.4, Ze rozwiazanie przyblizone réwnania (3.1)
zalezy wytacznie od pierwiastka dominujacego z = €% i wynosi (3.15)

S|
i

x(tn) = eXp (‘Sln) = eXp(—P%%Jt) -

Niech s, bedzie minimalng wartoécia |&| dla o lezacego na tej czesci granicy obszaruj
niestabilnoéci, gdzie moze nastapi¢ wejécie punktu ¢ w obszar niestabilnoéci (przecigcie!
sig granicy obszaru niestabilnosci z poltprosta 0X). Poniewaz tak okreslone s, ma dla
k = 314 wartosé zero (dla H®[A| < 1, H®|A| & |&|), przyjmijmy, ze wejécie w obszar'
niestabilnoéci moze odbywaé si¢ w warunkach, gdy Imi/ —Rel < v, » =200 (w [2]
przyjeto » = 20). Odpowiednie wartoéci s, podano w tabl. 7. Niestabilno§¢ moze mied
miejsce tylko wowczas, gdy przy uzyciu metody réznicowejrzedu k, |&| > s, czyli spetnio-
ny jest latwy do sprawdzenia warunek
(k) (k-1) "
5%, B Ck(_tzH)Iv . @)
gdzie:E® (£, ) jest bledem lokalnym uzyskanym przy uzyciu metody rzedu k,a E¢~V(t,, ;)
jest estymatorem bledu lokalnego, jaki bylby otrzymany, gdyby przy tej samej dtugosci
kroku catkowania H® uzyé metody rzedu k—1.

Tablica 7

Minimalna warto$é argumentu pierwiastka odpowiedzial-
nego za wystepowanie drgan pasozytniczych przy uzyciu
metody rzedu k

|
Sk 0,28 l 0,44 0,78 1,2

Istotnie, dla stalego kroku catkowania H® mamy

’ E k+1 RCS ‘
B0~ CIEOF 0] () = Celaops [ BN enp (o) =

Reé :
= Cklé:l‘k+1exp(—ﬁ®l—t,,+1) (4.2,;
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yraz

13 Reé& &
E®- D(tesr)l = Cpo 1[H(k)]k[H(lk,) €Xp H(k)l ni1] = Cioil&if*exp He(k)l tars].  (4.3)

dzielgc stronami (4.2) przez (4.3) otrzymuje sie

[E®t, )l G
B0, ] = Gy S 44

Nobec tego dla o lezacego wewnatrz obszaru niestabilnosci, gdzie |&| > s,, warunek
4.1) musi by¢ spelniony.

W procesie rozwiazywania W1elowym1arowych uktadéw rzeczyWIStych blad lokalny
est wektorem

E(m)(tn+1) = [E(lm)(tn+1), L] Egvm)(tn+1)]r9 m = k: k_l

sktadowe wektora bledu lokalnego odpowiedzialne za niestabilnosé moga przyjmowaé
;0 do modulu dowolne wielkosci nie wigksze od wielkosci okreslonych wzorami 4.2)
(4.3). W zwiazku z tym nie jest mozliwe bezposrednie sprawdzenie warunku 4.1 dla
:azdej sktadowej wektora E“(f,, ) — trzeba znalezé norme wektora EM(z,, ), ktéra
ozostawalaby stata mimo oscylacyjnych zmian sktadowych tego wektora. W [2] propo-
lije sie norme

N .
(m) 2
B, |2 = }1[ |EE™ (t.1)] ] “5)

. max  |x;(t))|
i=1 "9, 5+l

Norma ta pozostaje stala, mimo oscylacyjnych zmian skladowych wektora bledu, jedynie
v procesie rozwigzywania autonomicznych ukladéw liniowych. W przypadku ukladéw
ieautonomicznych, gdy pewne skladowe wektora x(¢) maja duzy podklad skladowej
talej, warto$¢ wyrazenia (4.5) moze podlegaé silnym wahaniom na przestrzeni kilku ko-
gjnych etapdw rozwigzania.

Rozwiazanie okresla sig jako niestabilne, gdy warunek (4.1) z norma (4.5) jest spetnio-
ty oraz przy statym kroku H® i rzgdzie k w ciagu k kolejnych etapéw norma estymatora
dedu lokalnego ma tendencje do wzrostu

HE© ()l > EP@)]) > .. > [[E® Gy I 49

V praktyce dopuszcza si¢ mozliwos¢ wystapienia 1< 2 wyjatkéw od reguly (4.6) na prze-
trzeni k kolejnych etapéw rozwiazania.
W przypadku wykrycia niestabilnoéci (4.1 i 4.6 spelnione) obniza sie rzad do wartosci
" (1 <g<k-1), gdzie g jest rzedem, dla ktérego wyrazenie ||E@(¢,, OIl/C, osigga
ainimum,.
~ Aby sprawdzi¢ skutecznosé opisanej metody detekcji niestabilno$ci, zastosowano ja
7 algorytmie o zmiennym kroku i rzedzie opisanym w [1]. Wymagalo to przerébki algo-
ytmu PBDF1 na algorytm o kroku i rzedzie odcinkami stalych oraz zmiany reakcji na
rykrycie niestabilnosci (w przypadku wykrycia niestabilnosci obniza sie rzad do wartosci
'—1, gdyz algorytm PBDF1 nie stwarza mozliwoéci zmiany rzedu o wigcej niz 1 z etapu
a etap). W tabl. 6, poz. 6 i 7 przedstawiono wyniki eksperymentu. Algorytm detekcji
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niestabilnoéci dziata skutecznie (rozwiazanie zachowuje si¢ stabilnie: po wygas’niqciﬁ
stanéw nieustalonych, krok catkowania ulega zwigkszeniu). Pewng jego niekorzystna cecha;
bylo kilkakrotne zadziatanie w poczatkowej fazie rozwiazania, gdy punkt o lezal w oto!
czeniu poczatku uktadu wspélrzednych, daleko od granicy obszaru niestabilnosei (,.fah
szwy alarm’). ‘
Otrzymane rezultaty mozna poréwnaé z wynikami otrzymanymi za pomocg algorytmt
PBDF1 o odcinkami stalym rzedzie i kroku (tabl. 6, poz. 4 dla f/—a = 20 i tabl. 6
poz. 3 dla §/—a = 10). W przypadku bardziej thumionego ukladu (8/—« = 10) algorytn
detekcji niestabilnosci byt wlasciwie zbedny, gdyz odpowiedni algorytm bez detekcj
niestabilno$ci zachowal si¢ stabilnie (patrz tabl. 6, poz. 3).
Reasumujac, opisana w [2] metoda detekcji niestabilnodci jest skuteczna, posiadﬁ
jednak nastepujace mankamenty:
1° dziala dopiero po wejéciu punktu ¢ = H®1 w obszar niestabilnosci (dopiero w tyct
warunkach (4.6) moze by¢ spelnione), co moze doprowadzié do wzrostu biedu glo:
balnego, » '
2° wspélpracuje z algorytmem o kroku i rzedzie odcinkami statych; jak wynika z rozwa-
zah przedstawionych w czgéci 2, ograniczenie to moze doprowadzi¢ do znacznego obni:
zenia efektywnosci algorytmu, zwlaszcza w procesie rozwigzywania réwnan nielinio-
wych ([1], [4]),
3° wymaga znalezienia wlasciwej normy estymatora bigdu lokalnego; w przypadku Zle
dobranej normy wzrasta prawdopodobieristwo wystapienia ,,falszywego alarmu’.

43, Zmodyfikowany algorytm badania normy estymatore
btedu lokalnego

Najbardziej istotna wada algorytmu opisanego w punkcie 4.2 jest konieczno$¢ utrzy:
mywania odcinkami stalego kroku i rzgdu. Obecnie bedzie rozpatrywana mozliwos
adaptacji ww. algorytmu do metody o kroku i rzgdzie zmieniajacych si¢ z etapu na etap,
Niestabilne zachowanie si¢ tego rodzaju metody polega na tym, ze punkt ¢ = H ®;
utrzymuje si¢ na granicy obszaru niestabilnosci. Co za tym idzie, nie nalezy oczekiwas
stalego wzrostu estymatora btedu lokalnego i sprawdzanie warunku (4.6) nic ma sensu
Pozostaje sprawdzanie warunku (4.1), co ma sens zwazywszy na to, ze w warunkacl
niestabilnosci krok catkowania nie ulega duzym zmianom z etapu na etap. Rozwigzanic
bedzie wigc okreslone jako niestabilne, gdy warunek (4.1) bedzie spelniony. Zmiani
ulegnie réwniez reakcja na wykrycie niestabilnodei. O ile w poprzednim przypadku obni
zony rzad metody ¢ = k—1 byl utrzymywany przez co najmniej k nastepnych etapéw
o tyle w obecnych warunkach test przeprowadzany jest w kazdym etapie i obnizony rzac
dotyczy wylacznie nastgpnego etapu.

Tak modyfikowany algorytm zostat zastosowany do rozwigzania ukladu (3.14). Wy
niki zamieszczono w tabl. 6, poz. 8 i 9. Algorytm jest skuteczny (efekty zwigzane z niesta
bilnoécia nie wystapily, poréwnaj tabl. 6, poz. 2). Najwigkszym jego mankamentem jes
duza liczba ,falszywych alarméw’.
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44. Algorytm oparty na redukcji kroku catkowania

Rozwazmy obecnie inng modyfikacje algorytmu wyboru rzedu i kroku catkowania.
Niech krok catkowania dla nastgpnego etapu bedzie wyliczany ze wzoréw (2.9) i (2.10),
z tym Ze wyliczona dtugosé kroku bedzie nastepnie zmniejszana w stalym stosunku w < 1.

Modyfikacja taka byla zasugerowana w [1] z my$lg o zmniejszeniu prawdopodobien-
stwa przekroczenia dopuszczalnej wartosci bledu lokalnego w nastepnym etapie rozwia-
zania (w [1] w = 0,88). W toku eksperymentéw z ukladem opisanym réwnaniami (3.14)
przeprowadzanych przez autora okazalo sig, Ze modyfikacja ta ma wplyw na stabilno$é
algorytmu. Scislej, wraz ze zmniejszaniem si¢ wspSiczynnika w rosnie tendencja do obni-
.Zania rzedu, co powoduje poprawe stabilnoéci algorytmu. Uzasadnienie takiego zachowa-
‘nia si¢ algorytmu stanowi wzor (3.23). Gdy wartosé wspdlczynnika w ulega zmniejszeniu,
-woéwczas juz przy mniejszych wartosciach |&|, a wiec dla o lezacego blizej poczatku ukla-
.du wspolrzednych, nastgpuje obniZenie si¢ rzedu. To stwierdzenie mozna uscislié, wy-
znaczajac zbiér punktéw na plaszczyznie o, dla ktérych |&| = wCi_/Ce, w < 1.

Na rys. 4 przedstawiono wyniki dla k = 3 i w = 0,88 (warto$é zalecana w [1]). Tra-
jektoria |&| = 0,88C,/C; dzieli plaszczyzne rysunku na dwa obszary. W obszarze leza-
cym pod wymieniona krzywa wszystkie pierwiastki spelniaja warunek [&| < wCi_,/Ce
i nie wystepuje tendencja do obnizania si¢ rzedu. Poniewaz wejscie w obszar niestabilnoéci
moze nastapic ponizej tej krzywej, warunki stabilnoéci metody 3 rzedu pozostang niezmie-

‘nione. Dla w = 0,25 trajektoria |&| = 0,25C,/C; prezchodzi znacznie niZej i obszar nie-
stabilnosci redukuje si¢ do malej zakreskowanej czesci.

Podobnie dla k = 41 w = 0,88 (rys. 5) wejécie w obszar niestabilnosci moze sie odbyé
tylko w sytuacji, gdy |&] < wC53/C, 1 warunki stabilnoéci nie powinny sig zmienié. Nalezy
jednak zauwazy¢, ze zmalal efektywny obszar niestabilnosci, w zwiazku z czym wzrosto
prawdopodobiefistwo jego ,,przebicia”. Dla w = 0,25 wejscie w obszar niestabilnosci
nastepuje w sytuacji, gdy pierwiastek dominujacy spetnia nieréwno$é (3.23), w zwiazku
'z czym metoda 4 rzedu powinna by¢ stabilna nawet dla duzego stosunku ImA/—ReA.

Dla £k =51i w= 0,88 obszar, w ktérym pierwiastek dominujacy o module |z} > 1
nie spetnia warunku (3.23), zredukowal si¢ jeszcze bardziej (patrz rys. 6 — obszar za-
czerniony). Dla w = 0,25 wejécie w obszar niestabilnoéci mozZe nastapi¢ wylacznie w sy-
tuacji, gdy pierwiastek dominujacy spenia (3.23), w zwiazku z czym drgania pasozytnicze
nie moga wystgpic.

Dla k = 6 juz przy w = 0,88 wejscie w obszar niestabilno$ci moze nastgpi¢ wylacz-
nie w sytuacji, gdy (3.23) jest spelnione. Co za tym idzie, metoda réznicowa 6 rzedu wcho-
dzaca w sklad algorytmu o zmiennym rzgdzie i kroku catkowania nie moze by¢ przyczyna
powstawania drgan pasozytniczych.

Z przedstawionych rozwazafd wynika, Zze dla w = 0,88 warunki stabilnosci algorytmu
o zmiennym rzgdzie i kroku catkowania nie powinny ulec wigkszym zmianom, przy czym
najbardziej aktywna rol¢ powinna nadal odgrywaé stabilno$é metody réznicowej 4 rzgdu.
Dla w = 0,25 algorytm powinien by¢ stabilny (obszar niestabilnosci dla metody 3 rzedu
wystepuje przy f/—a > 80, jednak z uwagi na znikome pole tego obszaru powinien on
by¢ tatwy do ,,przebicia”).

Zaprezentowany tu algorytm sprawdzono w praktyce, postugujac si¢ uktadem (3.14).
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W tabl. 6, poz. 10 i 11 przedstawiono rezultaty uzyskane przy w = 0,88 odpowiednio dla
f/—o =101 p/—a = 20. W przypadku bardziej tlumionego ukladu (tabl. 6, poz. 10),
mimo Ze wejScie w obszar niestabilnoéci dla k& = 4 nastgpuje w sytuacji gdy warunek
(3.23) nie jest spelniony, nastapilo ,,przebicie’ obszaru niestabilnosci i niegasnace drgania
pasozytnicze nie wystapily. Jest to wynikiem zmniejszenia si¢ obszaru niestabilnosci w po-
réwnaniu z obszarem dla w = 1 (pordwnaj z tabl. 6, poz. 2).

W przypadku mniej tlumionego ukfadu (tabl. 6, poz. 11) wystapily efekty zwigzane
z niestabilno$cig (drgania pasozytnicze). W zwigzku z tym potwierdza si¢ przypuszczenie,
ze warto$¢ w = 0,88 jest zbyt duza i nie gwarantuje stabilnosci algorytmu.

W tabl. 6, poz. 12 i 13 przedstawiono wyniki dla w = 0,25. Tu w obu przypadkach
osiagnieto stabilne zachowanie si¢ algorytmu, zaplacono za to jednak znacznym zwiek-
szeniem liczby krokéw w przedziale ¢ € {fy, tmax)-

45 Detekcja niestabilno$ci metoda wykrywania oscylacyj-
nej sktadowej btedu lokalnego

Jak wynika z rozwazaf przeprowadzonych w punkcie 3.3, efekty zwiazane z niestabil- |
noscia metod o zmiennym kroku calkowania polegaja na wystapieniu oscylacji paso-
zytniczych dajacych si¢ opisaé nastepujacym wzorem

&
x(t,) = Agexp(§in) = Ay eXP(H&(k) H(k)”) Akexp( H® )

, 4.7

t=1t,

= A,exp ( j EII;(—E)II)
gdzie 4, mozna oszacowaé ze wzoru (3.13), a z; = exp(&) = exp(jIm§;) jest pierwiastkiem
dominujgcym wielomianu (3.6) dla o lezacego w miejscu przeciecia polprostej Im A/ ~Re 4
z granica obszaru niestabilnosci metody rzedu k.
"~ Dla rzeczywistych ukladéw oscylacje pasozytnicze beda mialy nastepujaca postac
(zakladamy, Ze i-ta skladowa wektora x(z) jest odpowiedzialna za niestabilno$¢)

mé, '
X (1) = Akcos( H® t,+o). (4.8)
Toh czgstosé L°! , ogonin. 56 weidol
ch czgstose ) musi byé wigksza od —= (k) (patrz tab .‘7), przy zalozeniu, ze wejscie
w obszar niestabilno$ci moze si¢ odbywaé dla % < 200. Te samg czesto$¢ drgan

posiada réwniez i-ta skladowa estymatora bledu lokalnego E;(¢), gdyz jest proporcjonal-
na do k+1 pochodnej rozwigzania x;(z) (wzér 2.3).

W zwigzku z tym, rozwigzanie okreéla sie jako niestabilne, gdy czesto$¢ drgan estyma-
tora bledu E;(¢) dia metody rzedu k jest wigksza niz s,/H®.

Dla wykrywania niestabilnoéci mozna zastosowaé pomyst Krogha [3], ktéry majac
do czynienia z zupehie inng klasa metod rozwiazywania réwnafi rézniczkowych badat,
czy rozwigzanie uzyteczne nie jest zdominowane przez skladowa o wyzszej czestosei (po-
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chodzaca od innego niz gltéwny pierwiastka réwnania charakterystycznego), zliczajac
liczbeg przej$¢ przez zero estymatora bledu. Ideg tg, po odpowiedniej modyfikacji, mozna
zastosowa¢ do wykrywania niestabilnoéci algorytmu opartego na metodach Geara, gdzie
najezgéciej pierwiastek gtéwny (& ~ H ® 1) jest odpowiedzialny za niestabilnogé.
. . . . 2rH® - -
Okres drganh pasozytniczych jest réwny 7, = ITIT 1 nie przekracza wielko$ci
» 1

2mH® . e .. . T,
PR Wobec tego w warunkach niestabilnosci na jeden okres drgan przypada o =
o A
2n

Imé

< —SE etapOow rozwigzania. Na pélokres drgan, czyli na odcinek pomigdzy
k

dwoma kolejnymi przejéciami przez zero estymatora blgdu lokalnego, przypada <

K
Imé,
T< sl etapoéw (patrz tabl. 8).

: &
Na tej zasadzie oparty jest nastepujacy test na wykrywanie niestabilnosci algorytmu
o zmiennym kroku i rz¢dzie w zakresie od 1 do kpgy. Rozwiazanie okresla sie jako nie-

stabilne, jezeli pomigdzy v przejsciami przez zero estymatora bledu lokalnego E;(¢) nie

Tablica 8

Parametry algorytmu detekeji niestabil-
nosci metoda wykrywania oscylacji paso-

Zytniczych

- -
k —_— dk U

Sk
3 11,2 12 8
4 7,14 8 12
5 4,03 5 15
6 2,62 4 25

zdarzy sig, e w ciagu k., kolejnych etapéw estymator bledu ma ten sam znak. W przy-
padku ukladéw wielowymiarowych test przeprowadza si¢ tylko w stosunku do tych skla-
dowych estymatora bledu E(t), ktére maja na tyle duza warto$é, e czynnie oddzialywuja
na proces wyboru kroku catkowania. '
W przypadku wykrycia niestabilnoéci zapamigtuje si¢ dlugoé$é kroku catkowania
‘ﬂ(k,,,,,x), przy ktérym nastapilo wykrycie niestabilnosci i obniza si¢ maksymalny rzad
max 0 1. Za dy  przyjeto liczbe calkowita wigksza od maksymalnej liczby etapéw
rzypadajgcych na pStokres drgasi pasoZytniczych: di, > w/s; _ (tabl. 8). _
Im wigksze d;, _, tym wigksze prawdopodobiefistwo mylnego wylaczenia z algorytmu
etod o wyzszych rzedach. Gdy d,,,, ma za mala warto$é, algorytm moze byé nieskutecz-
y (nie wykryje niestabilnosci).
Warto$¢ parametru v przyjeto réwna 4. Im wieksze v, tym wigksze prawdopodobiefi-
two pojawienia sie sekwencji dx,.. €tapow z jednakowym znakiem estymatora bledu
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i tym dhuzsze dzialanie algorytmu testujacego niestabilno$é. Im mniejsze v, tym latwiejsze
mylne wylaczenie z algorytmu metod réznicowych o wyzszych rzgdach wskutek przypad-
kowych zmian znaku estymatora bigdu. Te przypadkowe zmiany znaku estymatora bledu
moga byé spowodowane zmianami rzgdu metody réznicowe;j.

Gdy niestabilno$é zostanie wykryta i maksymalny rzad Kinax zmniejszony do odpo-!
wiedniej wartoéci, krok catkowania ulegnie bez przeszkdéd zwiekszeniu do wartosci ko-
niecznej dla §ledzenia wolnozmiennych sktadowych rozwiazania, odpowiadajacych mniej-:
szym wartosciom wlasnym. Celowe jest wtedy zwolnienie ograniczen nalozonych na
kmax, aby algorytm odzyskal swa peing efektywnos¢. Gdy krok catkowania przekroczy
wielko$¢ ux, _+1 He,, +1)> 8dzie Hy,,.+1) jest zapamigtana diugodcig kroku calkowa-
nia, przy ktérej wykryto niestabilno§¢ metody o maksymalnym rzedzie Kpqx+1, zwigksza
$i¢ Kmax 0 1. Wspdlczynniki u, dobiera sig tak, aby punkt o nie znalazl si¢ w obszarze
niestabilnosci metody réznicowej rzedu kp.. Praktycznie ug . jest stosunkiem maksy-
malnej wartosci o], przy ktérej wystapié moze niestabilno$é metody rzedu K do mini-
malnej wartoéci |o], przy ktérej moze wystapié niestabilnos¢ (tabl. 8).

Zaproponowany tu algorytm zostal sprawdzony na ukladzie (3.14). Wyniki przedsta-~
wiono w tabl. 6, poz. 14, 15. Algorytm dziala skutecznie, zdarzaja si¢ jednak przypadki
mylnego wytaczenia metod o wyzszych rzedach (,,falszywy alarm”). Prawdopodobien-
stwo ,,falszywego alarmu’ jest duze zwlaszcza w poczatkowej fazie rozwigzania, gdy 8zyb-
ko zmienia sie rzad, a co za tym idzie, czgsto zmienia si¢ znak estymatora blgdu lokalnego.

46. Poré6wnanie metod poprawiania stabilnosci

Z przedstawionych w punktach 4.1+4.5 metod poprawiania stabilnoéci wszystkie
okazaly si¢ skuteczne. Dzigki uzyciu tych metod, wyeliminowano szkodliwe zjawisko,
jakim jest wystgpowanie drgan pasozytniczych, uniemozliwiajacych zwigkszenie kroku
catkowania. Kazda z wymienionych metod wplywa w rézny sposéb na efektywnosé algo-
rytmu rozwiazywania ukladéw réwnan algebraiczno-rézniczkowych. Jak wyjasnionc
w punkcie 2.3, miara efektywnosci algorytmu jest ilos¢ etapéw rozwigzania w zadanyrr
przedziale calkowania <{fy, tmax)-

W tabl. 6, poz. 5+9, 12+ 15 poréwnano wymienione metody postugujac si¢ ukladen
(3.14) w wersji z wigkszym (B/—« = 10) i mniejszym (f/—a = 20) ttumieniem. Z powyz-
szego zestawienia wynika, ze dla bardziej thamionego ukladu najefektywniejszy okazal sig
algorytm oparty na wykrywaniu oscylacji pasozytniczych (poz. 14), a dla mniej thumione:
go ukladu — zmodyfikowany algorytm badania normy estymatora bledu lokalnegc
(poz. 9).

Niezle wyniki daje w obu przypadkach algorytm opisany w [2]. Nalezy tu jednak
podkredlié, ze wspblpracuje on wylacznie z algorytmem o rzgdzie i kroku calkowanie
odcinkami stalych. Pocigga to za soba obniZenie efektywnoscl, zwlaszcza W procesie
rozwigzywania uktadéw nieliniowych [4]. Wobec powyzszego algorytm ten nalezy uzna
za zbyt kosztowny.

Algorytmy oparte na obniZeniu rzgdu kpmax do 2 i redukcji kroku catkowania, mimc
ze wspblpracuja z metoda Geara o rzedzie i kroku mogacym zmieniaé si¢ w kazdym eta
pie, okazaly si¢ zbyt kosztowne.
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| Z dwéch pozostatych metod detekeji niestabilnosci trudno jest wybra¢ zdecydowanie

epszg. Na niekorzy$¢ algorytmu opisanego w punkcie 4.3 przemawia fakt, Ze nie mozna
nalezé takiej normy wektora bledu lokalnego, ktérej wartosé zmienialaby si¢ w dosta-
Ecznie malych granicach przy oscylacyjnym zachowaniu si¢ skltadowych tego wektora.
orma (4.5) ma w zasadzie sens wylacznie dla autonomicznych ukladéw liniowych.

Algorytm oparty na detekcji oscylacji pasozytniczych nie wymaga stosowania normy,
vymaga jednak wigkszej ilodci obliczert numerycznych i doprowadza niekiedy do mylne-
0 odrzucenia metod o wyzszych rzgdach wskutek przypadkowych zmian znaku estyma-
ora bledu lokalnego. W zwigzku z tym dokonano modyfikacji ww. algorytmu detekcji
iestabilnodci, poddajac testowi na wykrywanie oscylacji pasozytniczych nie estymator
Iedu lokalnego E(t), a estymator pierwszej pochodnej rozwigzania x(z). Dzieki temu
}yeliminowano wplyw zmian rzedu metody réznicowej na dzialanie algorytmu detekcji
iestabilno$ci i bardzo znacznie zmniejszono prawdopodobiefistwo wystapienia ,,falszywe-
o alarmu”,
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techniki Warszawaskiej, 1979. ‘ !

P. DYMARSKI

METHODS FOR IMPROVING THE STABILITY OF AN ALGORITHM
FOR SOLUTION OF STIFF DIFFERENTIAL-ALGEBRAIC SYSTEMS

Summary

Stability conditions of the backward differentiation (Gear’s) methods of a variable step and orde
are investigated. These methods are used extensively for the solution of differential-algebraic system:
resulting e.g. from transient analysis of electronic circuits. It is shown how the step and order contr¢
algorithm affects the stability of a solution. The stability conditions of a variable step constant order an
a variable step variable order methods are consecutively determined. The amplitude and frequency ¢
a parasitic solution are computed and it is suggested which systems may yield unstable solutions. It
shown how instability affects the efficiency of the backward differentiation methods. Some methods fc
improving the stability are given and compared with the other approaches.

P. DYMARSKI

METHODES D’AMELIORATION DE LA STABILITE D'UN ALGORITHME DESTINE
A RESOUDRE LES SYSTEMES D’EQUATIONS ALGEBRIQUES DIFFERENTIELLES

Résumé

On analyse les conditions de stabilité de la méthode multi-pas de Gear a ordre at pas variables. Cet
méthode est utilisée souvent pour résoudre les systémes d’équations algébriques différentielles, par exemg
dans Panalyse des circuits électriques. On étudie Pinfluence d’un algorithme de détermination d’ord
et de pas sur la stabilité de la solution. On analyse les conditions de stabilité de la méthode de Gear & p
variable et ordre constant et variable. On calcule Pamplitude et fréquence erronée et on détermine la clas
des systémes & solution instable et faible efficacité de calcul. On a donné quelques méthodes permetta
& améliorerla stabilité et on les a comparé avec d’autres techniques.

P. DYMARSKI

METHODEN FUR DIE STABILITATSVERBESSERUNG DES VERFAHRENS
ZUR- LOSUNG STEIFER SYSTEME VON ALGEBRAISCH-DIFFERENTIALGLEICHUNGE

Zusammenfassung

Man untersuchte die Stabilititsbedingungen des Gear-Verfahrens mit variabler Ordnung und Schrif
weite. Dieses Verfahren ist oft fiir die Lsung von Systemen der Algebraisch-Differentialgleichungen
gewandt worden, z.B. bei der Analyse elektrischer Netzwerke. Es wird nachgewiesen, daf die Stabili
der Losung der Steuerung von der Konsistenzordnung und Schrittweite abhingt. Zeurst untersuchte 1
die Stabilititsbedingungen des Verfahrens mit konstanter Ordnung. Man berechnete Amplitude u
Frequenz der Fehler-1ssung und bestimmte, bei- Analyse welcher Systeme Stabilitdtsschwierigket
auftreten konnen. BEs wurde darauf hingewiesen, dafl Stabilitdtsschwiergkeiten zur Effektivititssenkt
des Verfahrens beitragen. Es werden manche Methoden fiir die Erreichung besserer Stabilitit angefiil
und diese mit den bisher gebriiuchlichen Methoden verglichen.
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II. JBIMAPCKU

METOIBl VIIVUIIEHNA YCTOUUMBOCTH AJTOPUTMA PEIIEHUS XKECTKUX
CUCTEM AJITEBPO-THUPDPEPEHITMAJIBHBIX YPABHEHMIL

Peswome

Hsnaratorca yenosusa ycrofuMBOCTH MHOTOIIATOBOTO merona I'vpa ¢ usmensroIuMesa maroM u mo-
PALKOM. DTOT METOXN WaCTO HPHMEHSETCA JUIA DELICHUsS CHCTeM anreGpo-auddepeHImansabIX ypaB-
HEHUI, Ha IIPHUMeEP B IPOrpamMmax aHAJIA33 SJEKTPOHHBIX CXeM. PaccMOTpeHO BiMsAHNE aIropuTMa BbIOOpa
mara i MOPAAKA Ha. YCTOHTIHBOCTH pelleHus. Bo IepBBIX M3NArarOTCS YCHOBUA yCTONUMBOCTH MeToza
T'upa ¢ DOCTOAHHBIM HOPAZKOM M H3MEHSIONEMCS 1UaroM, a TOTOM C TIEPEMEHHDIM LIATOM U IIOPSAKOM.
BrluuciieHa BeNMUMHA M TACTOTA HApasHTHOLO DEIIEHMsT M IIOK43dHO, IPM aHANMSE KAKHMX CHCTEM
MOYKET MOABUTECA Taroe pemerne. Iloxasano, uro HeycToHuMBOCT MeToma yxymuiaeT addexruBHOCTS
mporpammet. IIpemiararoTesT HEKOTOPEIE METOMBI YIIyYIIEHHS YCTOHUMBOCTH, KOTOPbIE CPaBHHBAIOTCS
iC METOJaMU IIPUMEHSAEMBIME 10 CHX TIOP.

2 Rozprawy Elektrotechniczne
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- Aiializa; projektowanie i badania eksperymentalne
wzmacniacza klasy £ w optymalnych warunkach pracy

MARIAN KAZIMIERCZUK (WARSZAWA)

Instytut Radioelektroniki Politechniki Warszawskiej

Otrzymano 10.1.1980

W pracy przedstawiono najwazniejsze wyniki analizy teoretycznej, spos6b projektowa-
nia oraz wyniki badan eksperymentalnych wzmacniacza mocy wielkiej czestotliwosci klasy E
z réwnoleglym kondensatorem pracujacego w warunkach optymalnych. Na podstawie
uproszczonego modelu wzmacniacza wyznaczono niektore parametry ukladu. Nastepnie
oszacowano straty mocy w kolektorze i sprawnos¢ kolektorows, a takze moc wejsciows
i wzmocnienie mocy wzmacniacza. Przedstawiono cztery typy obwod6w kolektorowych
posiadajacych wlasciwosci dopasowujace oraz wzory opisujace wartosci elementéw tych

obwodo6w. - Zamieszczono réwniez obszerne wyniki badan eksperymentalnych.

1. WSTEP

Specyficzna wlas’ciivos’ciqwzmacniacza mocy wielkiej dz@stotliw_os’ci klasy E jest duza
sprawno§¢ kolektorowa [1—11], ktéra w praktycznych ukladach moze wynosi¢ nawet
ponad 967;. Warunki osiagnigcia duzej sprawnosci kolektorowej tego wzmacniacza omé-
wiono w pracy [1]. W pracy [2] wykazano, Ze najwieksza moc wyjéciqu mozna uzyskaé
przy kacie przeplywu pradu kolektora réwnym- 180°. Na podstawie wynikéw obu -tych
prac okreslono optymalne warunki pracy wzmacniabza-klasy E. Przypadek ten ma duze
znaczenie praktyczne i dlatego zostat szczegblowo oméwiony w niniejszej pracy.

2. ANALIZA WZMACNIACZA KLASY E
2.1. Uktad i model wzmacniacza

Schemat podstawowego ukladu tranzystorowego wzmacniacza mocy wielkiej czesto-
liwoéci klasy E przedstawiono na rys. la, a uproszczony model tego wzmacniacza na
'ys. 1b. Wzmacniacz ten sklada sig z tranzystora pracujacego jako klucz, obwodu ko-
ektorowego C, Css Ly, R i dlawika L,.. Kolektor tranzystora jest zasilany napieciem
talym U,.. Przez dtawik L, plynie w przyblizeniu prad staly, réwny pradowi zasilania
vzmacniacza I.. Obwéd kolektorowy sktada si¢ z kondensatora C wlaczonego réwno-
egle z tranzystorem oraz szeregowego obwodu rezonansowego Cy, Lw, R. W szerego-

2*
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wym obwodzie rezonansowym plynie w przybliZzeniu prad sinusoidalny iz,. Stad na ob-
cigzeniu wzmacniacza R wystepuje w przyblizeniu sinusoidalne napigcie tg;. W Bptymal-
nych warunkach pracy ukladu szeregowy obwdd rezonansowy jest rozstrojony i ma cha-
rakter indukcyjny. Z tego wzgledu wypadkowa indukcyjno$¢ L, w modelu wzmacniacza
rozdzielono na dwie skladowe Ly i L, w taki sposob, Ze elementy L;, Cy sa dostrojone
do czestotliwosci podstawowej napigcia sterujacego wzmacniacz f = /2w, czyli

1

a) *lee . b).

|L‘”° Late oL L

e G e e .

. . i__rm ) {

. jﬁ lé—u——— (g1 ICI _\{/2 Uy “

b X P “Upe I g | 1R
up C U 3 g

Up 7 T e

o .

Rys. 1. Wzmacniacz klasy E:

a) schemat podstawowego ukladu wzmacniacza klasy E, b) model wzmacniacza klasy E

Ze wzgledu na ttumienie harmonicznych w obciazeniu wzmacniacza R powinna byé do-
statecznie duza dobroé wypadkowa szeregowego obwodu rezonansowego

Q.= R = R . (2)

Rzeczywiste przebiegi chwilowe pradéw, napieé i mocy strat w kolektorze we wzmac-
niaczu klasy E pracujacym w warunkach optymalnych pokazano na rys. 2a, a przebiegi
idealizowane na rys. 2b. W czasie wiaczenia tranzystora napiecie kolektora u, jest bliskie
zera, a réznica pradéw I oraz ig, plynie w przyblizeniu tylko przez tranzystor. W czasie
wylaczenia tranzystora réznica pradow L. oraz ig, pynie przez kondensator C wywolujac
na nim spadek napigcia, ktory jest jednoczes$nie napigciem kolektora u.. W czasie opdZnie-
nia At, tranzystor znajduje si¢ w stanie odciecia, W czasie magazynowania At, — w stanie
nasycenia, a w czasie opadania pradu kolektora At; — w stanie aktywnym.

Zasadnicza zaleta pracy tranzystora jako klucza sa male straty mocy w kolektorze.
W stanie odciecia tranzystora straty te wynoszg zero, poniewaz prad kolektora nie plynie,
a w stanie nasycenia tranzystora straty te s3 male, poniewaz napigcie kolektora przyjmuje
male wartodci chwilowe (rys. 2a). Napiecie to z zalozenia jest mniejsze niz przy pracy
tranzystora jako zrédta pradowego, wystgpujacej na przyktad we wzmacniaczu klasy C.
Natomiast istotng wada pracy tranzystora jako klucza sa duze straty mocy w kolektorze
zwiazane z jego przelaczaniem, ktére w ogdlnym przypadku odbywa si¢ poprzez stan
aktywny [12]. ' ' ' '

We wzmacniaczu klasy E mozna wyeliminowa¢ moc strat w kolektorze zwigzang
7 wlaczaniem tranzystora. W tym celu powinny by¢ spetnione dwa warunki, a mianowi-
cie napigcie kolektora oraz pochodna tego napigcia w chwili wiaczania tranzystora (w chwil
otwarcia zlacza baza-emiter) powinny wynosi¢ zero. Jezeli przyjaé, ze wiaczanie tranzysto:
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/8. 2. Przebiegi chwilowe pradow, napieé i mocy strat w kolektorze we wzmacniaczu klasy E pracujacym
w warunkach optymalnych
a) przebiegi rzeczywiste, b) przebiegi idealizowane

- nastepuje w chwili odpowiadajacej katowi fazowgmu wt = 2w (rys. 2b), to warunki
(mozna przedstawié w nastgpujacej postaci [1]:

| u,2m) =0, (3)

|

| du (wt) _

| A1) |ormze 0. - @,

Jezeli sa spelione powyZsze warunki, to napiecie kolektora Uc oraz prad kolektora i,
chwili wlaczania tranzystora wynosza zero, przy wiaczaniu tranzystora nie wystepuja
/bkie zmiany pradu i napiecia kolektora, bowiem napigcie kolektora u, tagodnie opada
 zera przed wlaczeniem tranzystora, a prad kolektora i, lagodnie narasta od Zera po
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wlaczeniu tranzystora, a ponadto przebiegi pradu i napiecia kolektora nie przyjmuja war-

toéci njemnych (rys. 2). Stad przejécie tranzystora ze stanu odciecia do normalnego stanu

nasycenia odbywa si¢ natychmiastowo, z pominigciem normalnego stanu aktywnego oraz
stanéw inwersyjnych. Warunki (3) i (4) mozna spelni¢ poprzez odpowiedni dobdr war-
todci elementéw obwodu kolektorowego.

Moc strat w kolektorze we wzmacniaczu klasy E wynika tylko z niezerowego napigcia
kolektora w stanie nasycenia tranzystora oraz z czasu opadania pradu kolektora Atg!
przy wylaczaniu tranzystora (rys. 2a).

Najwigksza moc wyjéciowa wzmacniacza mozna osiagnaé przy kacie przeptywu kolek-
tora @ = 180° [2]. W tym przypadku, pomijajac czas Atg, tranzystor przez p6t okresu
znajduje si¢ w stanie odciecia, a przez pozostale pot okresu w stanie nasycenia. Poniewaz
zwykle czas magazynowania At jest wigkszy od czasu opbZnienia Ay, stad W praktycznym
uktadzie moze by¢ wymagany wspotezynnik wypelnienia prostokatnego napiecia steruja-
cego mniejszy od 0,5. .

Zgodnie z powyzszymi rozwazaniami wzmacniacz klasy E pracuje w warunkach opty-
malnych, gdy sa spetnione warunki (3) i (4) (maksimum sprawnosci kolektorowej) oraz
kat przeptywu pradu kolektora @ = 180° (maksimum mocy wyjéciowej).

Analize wzmacniacza przeprowadzono na podstawie modelu pokazanego na Tys. 1t
przy nastepujacych zalozeniach upraszczajacych: ‘
1) indukeyjno$é dlawika L jest na tyle duza, ze prad plynacy przez ten dlawik jest staly

i réwny pradowi zasilania wzmacniacza e, ‘
2) dobro¢ wypadkowa szeregowego obwodu rezonansowego Q,, jest na tyle duza, ze prag

ir; plynacy w tym obwodzie mozna uwaza¢ za sinusoidalny,

3) pojemnosé wyjéciowa tranzystora nie zalezy od napigcia koletora i wraz z réwnolegh
pojemnoscia zastgpeza dlawika oraz pojemnoscia montazu wchodzi w sklad pojerd
nosci C, |

4) elementy obwodu kolektorowego sa idealne, tzn. pracuja przy czestotliwosci znaczni
mniejszej od czestotliwosci pierwszego rezonansu wlasnego i sa bezstratne (zastepcz
rezystancjg szeregowa. strat cewki L, mozna ewentualnie wiaczy¢ do rezystancji ot
cigzenia wzmacniacza R). ' ' : |

5) napiecie kolektora w stanie nasycenia tranzystora u. réwna sie zeru, czyli rezystanc
klucza r. w modelu wzmacniacza jest nieskorczenie mala, |

6) szybko$é przetaczania klucza jest nieskonczenie duZa, czyli czasy Ats, At i Aty W
Nnosza Zero.

Przebiegi pradow i napie¢ w modelu wzmacniacza przy ‘powyzszych zatozeniach p
kazano na rys. 2b. Konsekwencja zalozenia 4) jest pominigcie mocy strat' w obwodz
kolektorowym, a zalozen 5) i 6) pominigcie mocy strat W kolektorze zwiazanej z niezer
wym napigciem kolektora w stanie nasycenié tranzystora oraz z Czasem opadania pra¢

kolektora Aty przy wylaczaniu tranzystora.

22, Wyniki analizy wzma»cn'iv_acza‘.

W niniejszym rozdziale przedstawiono najistotniejsze wyniki analizy wzmacmaci
klasy E przeprowadzonej przy zalozeniach upraszczajacych zamieszczonych w rozdz. %
|
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‘Przebiegi pradu kolektora i. oraz napiecia kolektora u. Wyrazaja si¢ wzorami (Do-.
datek 1): :

i(wt) gsinwt—coswt’+l dla 0<owt<gw, ®
Lec L O dla 7 <owt< 2w,
0 dla O<owtgm,
uc(wt) - T 7 . : (6)
o U.. T (wt——z-——z—coswt—sinwt) dla = <wt<?2n.
rzebiegi te pokazano na rys. 3.
a
| left)
[CC
|
3
| 2 :
|
| 1 :
| ' /
| 0 T M wt
| .
b)
A
Yplwt)4}
e
| 3
2
/
| 0 Vs - M wt

Rys. 3. Idealizowane przebiegi pradu kolektora i, oraz napiecia
kolektora u, we wzmacniaczu klasy F pracujacym w warunkach
optymalnych:

2) przebieg pradu kolektora i;, b) przebieg napigcia kolektora ue

Amplituda Ug, napiecia wystqpujqcegq na obcigzeniu wzmacniacza R oraz amplituda

1 1 faza poczatkowa ¢, pradu plynacego w szeregowym obwodzie rezonansowym wy-
sz3 (Dodatki 1 1 2):

4

Unt = ——eu U, & 1,074U,,, 7

R1 "/TC2+4 : ( )
21 A .

Ie, = @fw ~ 1,86211,,, )

@0 = n—arctg%g 2,57468rad = 147,518°. ©)
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Ze wzoru (7) wynika, ze we wzmacniaczu klasy E mozliwa jest modulacja amplitudy

przez zmiang napiecia zasilania Uec.
Maksymalne wartoéci chwilowe pradu kolektora icmax OTaz napiecia kolektora #cmax

wyrazaja si¢ wzorami:

.
by = (ﬁzjiﬂ) I, = 286211, (10)
Uomar = 2m(m — o) Uce & 3,562U - : (11

W celu spelnieﬁia warunkéw (3) i (4) wartosei elementéw obwodu kolektorowego
L, C, R przy kacie przeplywu pradu kolektora & réwnym 180° powinny spelnia¢ naste-
pujace zwiazki (Dodatek 2): '

8

oCR = gy = 0185 | i
ol _ T 2 _ ~ N
- =7 4) = 1,1525. (13)

Wartoéci elementéw Ly i Cy mozna wyznaczy¢ na podstawie wzordw (1) i (2), zaktadajac
dobro¢ wypadkowa szeregowego obwodu rezonansowego (.

Stosunek wL/R opisany wzorem (13) jest miara rozstrojenia szeregowego obwodu re
zonansowego. Wskutek tego rozstrojenia miedzy napigciem ugy i sktadowa podstawow:
napiecia kolektora ucq wystgpuje przesunigcie fazowe . Przesunigcie to wynosi (Do

datek 2)

2 _AY '
p, = arctg [_’Tﬁﬂ_] & 49,052°. : T4

Przy modulacji amplitudy istotna jest rezystancja tranzystora dla pradu stalego Ry
Rezystancja ta wyraza si¢ wzorem (Dodatek 2)

2 .
R = II] - “;’4 R = 1,7337R. (1

Amplituda I i faza poczatkowa ¥ skladowej podstawowej pradu kolektora ore
amplituda U, i faza poczatkowa ¥4 skladowej podstawowej napigcia kolektora wynos:
(Dodatek 3):

;________2___
I = Icc]/ (%+-72;) Fo = LS0TAL,, a
y, = —arctg (—ﬁf—}g—) ~ —19,372°, (1
16 2 (m2 —4)? '
U,y = Ucc]/ ) + 16((71:2+43) - =~ 1,6389U,,, (1
¥y = g+, = 196,571°. g

Zwiazki miedzy amplitudami sktadowych podstawowych i maksymalnymi wartosc.
mi chwilowymi pradu i napiecia kolektora sa nastgpujace: _
Icl. = 095267icmax’ ' (:

U,, 20,4601t mgx- C



