Tom XXXITI — 1987 . Defining-N-ports... 601

To every graph vertex v there corresponds its degree d(v), which is the number of
branches incident with that vertex. The number of .branches leaving from vertex v is called
the positive degree d* (v) of this vertex and. the number of branches entering: it.is called
its negatlve degree d~ (v). Evidently, we have:

S ' d@) =d¥ @) +d~().

A concept of graph theory important in electrical network theory is the concept of a
“cutset”. A cutset is defined as a set & of branches of a connected graph G having the
following properties: firstly, G turns into an unconnected graph after removing the branches
in &, but without their initial-and terminal vertices ; secondly, after removing 4 the addition
of any of its branches restores the connectedness of the -graph G (cf. (6), p. 135).

A cutset divides V' — the set of veritces of a graph G — into two subsets: V; and V.
A cutset is said to be oriented if the sets.¥; and V, are considered as an ordered pair
either as (V{, V) or as (V,, Vy).

To every graph there corresponds its matrlx description, called an incidence matrix,
In literature (cf. (1), p. 103, (2), p. 41, (10), p. 88, for example) three types of such matrices
are distinguished: a vertex incidence matrix, a loop incidence matrix and a cutset incidence
matrix. Essential to our purposes are the matrices of the first two types. A vertex incidence
matrix of a graph G of the order »n and the degree 5 is a matrix of the dimensions n x b:

' Aa = ‘[aij]'s

where: a@;; = 1, if the branch j is incident outwardly with the vertex i; a;; = —1, if the
branch j is incident inwardly with the vertex i; a;; = 0, if the branch j is not incident with
the vertex i. It is easily seen that each row of the matrix A, forms a linear combination
of some other rows of within it. So, we may remove — without loss of information —
any row in A,. The removal of the row i is equivalent to the choice of the reference vertex
of the graph. A matrix obtained from the vertex incidence matrix by the reduction of a
row we call simply — cf. (1), p. 104 —a vertex matrix, and we denote it by A.

In the graph G we fix one of the two possible loop orientations. A loop incidence matrix
of a graph G which contains p loops and is of degree d is a matrix of the dimensions p xb:

. Bav‘_"’ [bij]7 ‘
where: b;;.= 1, if the branch j is in the loop i and the orientations of the loop and the
branch coincide, b;; = —1, if the branch j is in the loop i and the orientations of the loop

and the branch are opposite, b;; = 0, if the branch j is not in the loop i. Similarly as A,,
matrix B, consists of linear dependent rows. It has been shown (cf. (2), p. 44) that the rank
of B, as well as the number of its linear independent rows is equal to the nulhty of the
graph G. Without any loss of information with regard to the graph G, we can delete from
B, some of its rows, leaving just the m lineaf independent rows. T hus. we obtain a loop
matrix (cf. (1), p. 105) denoted by B.

Using the concepts of graph theory just introduced, we defme the concept of an electnc
circuit. Since in what follows only time-invariant and linear circuits are to be considered,
we give a definition covering just.such circuits which in terms of graphs is a much easier
formulation than giving a general definition.
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- Definition D2 :

A linear time-invariant electric circuit is a directed-graph- G = (V, B) in which there
exists for the set B a function attaching a pair of functions of the complex variable. s
(u(s), i(s)) to each of the branches of G. The functions u(s) and i(s) called the Laplace
transforms of branch voltage and branch current, respectively, should satisfy the following
three postulates:

1. Kirchhoff’s current law: .

Al(s) =0, Q)
where A is the vertex matrix of G and the vector I(s) of the transforms of branch currents
is of the form:

_ in(s)

where i.(s) indicates the function associated with the branch of number k (k = 1, 2, ..., b).
2 Kirchhoff’s voltage law: . . , ;
‘ ‘ CBU@ =0, . o Y6)
- where B is the loop matrix of G and the, vector U(s) of the transforms of branch voltages

isof the form: = R R .
(EXON I SR

==l

L .

where u(s) indicates the function associated with the branch of number k (k = 1, 2, ..., b).

3. Generalized Ohm’s law:

u(8) = e(8)+ [21 (5) ... Zep(HI(S) (Ta)
or '

1(8) = Ji($) + [ia () .. yu()1U(), (7o)
where k = 1,2, ...,b. The pair of row vectors [2z;1(5) ... Zw()] and [y (s) ... Yy (9],
the physical dimensions of whose elements are impedance and admittance, respectively,
is associated with the branch k, and gives the electrical characteristic of that branch.
The symbols e,(s) and ji.(s) mdlcate the electric sources and 1n1t1a1 conditions assumed
for the branch k. : '

Thus, an electric circuit may be defined as an ordered triple Q = (V, B, ¢). In this

triple ¢ is a function mapping the set B into the Cartesxan product F¢ ch of the set F¢
of all the complex-variable functions, i.e.

e B—> FCxFC

Smce any pair (V B)is a graph G, an electric.circuit may be regarded. also as an ordered
pair @ = (G, ¢): :
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Some of the branches of an electric circuit may be coupled magnetically. We define
such magnetic couplings as follows. We associate with every circuit Q a set of functions
having the form p = u(b;; b;),-where b;, b; are the: branches of Q. If i = ], then g is simply
the self-inductance of the branch b;, i.e.

) :u’(bi’ J) =
On the other hand, if i # j, then x is the mutual-inductance of the branches b and b;,
i.e.
‘“(bii b) = M.

If there is no magnetic coupling between two branches, then the function u is equal to.0
for the branches in question: v ,

u(bi, b)) = 0.
If the magnetically coupled inductances are in mediums of the same magnetic permeability,
the magnetic coupling is a symmetric relation. Le. the following equality holds (cf., e.g.,
@), p. 134):
u(bi; by) = u(b;, by).

The existence of a magnetic coupling between the branches b; and b; is expressed
mathematicaly in the third postulate equation from Definition D2. This is to say that
z;5(s), the j-component in the equation (7a) for the branch b;, contains the monomial
M;; + s as a component (or simply is equal to it). Symmetrically for z;;(s), the i-component
in the equation (7a) for the branch b;, contains the monomial Mj; - s. Thus, in an electric
circuit all of the magnetic couplings are determined by the generalized Ohm’s law, which
is involved in the characteristics of the pair Q = (G, g).

Definition D2 is more general then the definition given in Chen (2), p. 59, where the
third postulate is expressed differently. The generalized Ohm’s law in Chen has the form
of two matrix equations:

U(s) = E@s)+ Z(s)I(s) ' (8a)
or
I(s) = J()+Y(s)U(s), (8b)

where Z(s) and Y(s) are two matrices of order b and are called the branch-impedance
and the branch-admittance matrices, respectively, and E(s) and J(s) are two b-vectors
indicating the sources and the initial conditions; they are called the branch voltage-source
and the branch current-source vectors, respectively. In Chen’s definition it is assumed that
all the sources in the circuit are always of one kind: either they are all voltage sources
(then the condition (8a) holds) or they are all current sources (then the condition (8b)
holds). Let us call such circuits source homogeneous, in contradistinction to source hetero-
geneous circuits containing sources of both kinds.

It is well known (cf. (1), p. 59, (4), p. 166, (8), p. 35) that every real voltage source
(i.e. a source whose diagram consists of an ideal voltage source connected in series with
its internal impedance) can easily ‘be transformed into an equivalent real current source
(i.e. a source whose diagram consists of an ideal current source connected parallely with
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its internal admittanece), and conversly. For the ideal source, however, there is no such
transformation (cf. (1), p. 60, (8), p. 36). In fact, there exists a procedure — known as the
“Blakeslay transformation” (cf. (9), p. 96) —which converts..a source homogeneous
circuit into a source heteogeneous one. However, the equivalence of circuits-due to this
transformation is not strong enough for our purposes, preserving either the voltage pattern
or the current pattern only, but not preserving the topology of the circuit.

In circuit theory one consideres circuits containing ideal as well as real sources of both
types, i.e. current and voltage sources. In engineering practice, too, to simplify computa-
tions, real sources are often approximated by ideal sources by omitting their internal
impedances. or admittances. Consequently, it is better not to confine the class of electric
circuits to source homogeneous ones — the more so that we want to define N-ports with
maximal generality.

It can be easily seen that for source homogeneous circuits the third postulate of Defini-
tion D2 becomes-the third postulate of Chen’s definition. For consider a circuit without
current sources. Each branch of such circuit is described by equation (7a). Thus we obtain
a set of b equations forming one matrix equation of the form (8a). Similarly, for a circuit
without voltage sources from b equations (7b) we obtain one matrix equation (8b). Since
for an ideal source there is only one of the two equations (7), it is impossible to write down
generahzed Ohm s law, elther in form (8a) or m form (8b). So the sxmphmty and elegance

of Chen ] thlrd postulate 1s obtamed at the pnce of confmmg the class of electrlc c1rc1ms .

to source homoge us.
oAy PAAS A e -yn't \rliu Aﬁxqmmv( An (43 1 »gnt\ﬁ\ 2y RaTadsi s atRg | w'wrr(ymf'vrv» RSl SR SRS Y

) Let us now mtroduce the concept of a “sub- circuit” as .an auxiliary. one for deflmng
N-ports o

Defnztzon D3 T S S T ST A
'Acircuit Q"= (V, B, ¢) is called a ‘sub-circuit of a circuit QO = Vs, Bo, &) if-and
only if:
1) the graph G = (V, B) is a partial subgraph of the graph G, = (V,, By), 1.e. G < Gy;
2) the function ¢ is the restriction of the function &, to the set B, i.e. ¢ = gy|B.
Let the formula: Q = @, express the fact that Q is a sub-circuit of Q. Then Definition
D3 may be put equivalently as follows:
) QcQy<=Ga Gy A &= glB.
Moreover, let Comp(G,) be the set of all the components of the graph G,, and
let Comp(Go\\G) be the set of all the components of the complement of G in Gy, i.e.
the:components of the difference G\ G. (The set of the components of the empty graph
is assumed here to be empty: Comp(Go) ='0)..
The theoretical basis so constructed makes it possible to define the concept of a-linear
time-invariant N-port with full generality.

Defmztton D4
.~ Accircuit @ = (V,, B, ¢) is an- N-port in the circuit QO = (Vo, By, &) if and only if the
following four conditions are satisfied: - o
1).Q is.a sub-circunit of Qo, i.e.

Q< Qo
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2) The cardmahty of the set Comp(G,\G)—Comp(Gy) is N, ie.
‘ card(Comp(Go\G) Comp(Go)) = N;
3) The number of vertices belongmg to both graphs G and GO\G is even, and it is equal
to .2N, i.e. ‘ .
cardV+ = 2N ) )
where ¥+ is the set of vertices of the trivial graph (V*,0) = GN(Go\G);

4) Bach component G, belonging to the set Comp(Go\G)—Comp(G,) has with the
graph G exactly two vertices in common, i.e. ’ ' -

VG, e (Comp(GO\G)_ ComP(Go))' G,nG= (Vs+a,0)s

where Vi < ¥+ and cardV} =
Vertices belonging to ¥+ are called the terminals of the N-port in question.

The first of the conditions requires no comment, whereas the meaning of the three
others needs some dlscussmn As an illustration let us use the circuit 1nd1cated schematl-
cally in Figure 2. :

Fig. 2 An illustration for the discussion of the conditions
of Definition D4.

The second condition means that removing the sub-circuit Q from its super-circuit
Q, increases the number of components by N-1, provided the graph Q is a connected one,
i.e. when Comp(G) = {G}. In general, however, 0 may be unconnected. In that case
removing it from Q, increases the number. of components by N-x, where o removing it
from Q, increases the number of components by N-&, where o =card(Comp(G)).
Observe that « being greater than N can not be excluded. For the circuit from. Fig. 2
the following equations hold:

card (Comp(Gy)) = 4,
card (Comp(Go\G)) = 7,
= card (Comp(G,\\G) — Comp(G,)) =
= card (Comp(G,\G))— card (Comp(G,\G) N Comp(Go)) =
=7-2=23,
o = card (Comp(G)) = 2.

Hence, we can see that the number of components has 1ncreased by N—o =3 (from 4

to 7).
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From the condition (4) it follows that each circuit Q; = (G, &) where &, is. the restric-
tion of the function ¢, to the set By, is a two-terminal element. Conditions (3) and (4)
together make it possible to partition the set of vertices ¥+ into pairs by using the following
construction. Let Gs;, G,, be two components from the set Comp(Go\ G)—-Comp(G,),
and let ¥, V;, be all their vertices, respectlvely If Gs; # Gi,, i.e. if they are different
components, then obviously: -

V_,I(\Vsz=@.

Thls means that two different components G, Gsz can not have any vertex v e ¥+ of the
circuit @ in common (cf. Fig. 2). So, let us put:

Comp(Go\G)—ComP(Go) = {Gslb Gs25 sres GSN}'
Then the following partition = of the set of vertices ¥+ into disjoint pairs (their number
bemg N) is given:
V+/7Z= {VSIF\V"', VSZHV-F’ chey VsNﬁV+}. )
If we mark each terminal by a numerical index, then the partition s may be written diffe-
rently as follows: ~

, V+/.’/'t= {(v2l 1:7)2:.)}: l=1 2 N

i - Lét us denote the set of all circuits by Q, and the set of all N-ports by N. ‘The formula
Q is-an N—port in 0y may now be .expressed equivalently as (Q, Qo) € N, where. Nc 0?2,

 of course. This: makes clear that.the property of “being an N-port” is not a feature of the
circuit'Q-alone, but that it is a relation between this circuit and its super-circuit @,. Observe

- further that Q is the same N-port not only in relation to the super-circuit given, bufc also
in relation to.a whole class of circuits:

N(@) = {00 € Q:(Q, Q) €N}

Directly from our definition of an N-port we get as a corollary:

VO eQ: (0,0) ¢N,

i.e. no circuit is an N-port by itself. Indeed, since we have G\ G = G, the set Comp(Go\
NG —Comp(Gy) is empty, and thus its cardinality is zero.

Obviously, under another partition of the set ¥+ of terminals into pairs, the same
circuit will also be an N-port, but with regard to another class of circuits.

o=zl
//// [ \\.- 1
o/ LN
4 l\ ® ///,
(O \\\_2//,/ . o . . .
\ - . Fig. 3 A degenerate N-port consisting of vertices only.

Observe that our definition covers also some degenerate cases. Consider for example
an N-port consisting of vertices only: (cf. Fig. 3). Let us check the conditions of Definition
D4. Obviously, Q is a sub-circiut of @,. The set Comp(G,) contains seven components,
all being single vertices here. The set Comp(G,\ G) consists of three vertices, i.e. of three
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components. It will easily noticed that the set Comp(Go\G) Comp(Go) is empty Hence,
its cardinality is zero, ie.

card (Comp(Go\G) — Comp(Go)) N= 0.
The graphs G and GO\G have no vertices .in common, thus
cardV* = 2N = 0. :
Since the set Comp(G,\ G) — Comp(Gy) is empty, it is a triviality that each of its elements
have with the graph G exactly two vertices in common. So, the pair (Q, Q,) being con-
sidered satisfies the conditions of Definition D4. In view of the equahty N=90 such pair
of circuits might be called a “O-port”.

In the semi-formal definitions current in circuit theory literature we are given a vague
structural condition combined with an explicit dynamical condition, called sometimes the
condition of “regular connection”. We will define now this condition in terms of our
construction. A regular connection of a circuit Q in its super-circuit Q, should be interpreted

as follows. For each pair of vertices (v5;_4, '02,) we consider two sub-sets of the set B
of branches of the circuit Q: the set :

B(vy;-1) = {beB:vy._, €b},
i.e. the set of branches of the circuit Q incident with the vertex v,;_,; and the set
B(v,;)) = {b € B:v,; € b}, -
an analogous one. For the set B(v,;_,) take the sum 2,2, 1 of the branch currents in the
following way: for each branch incident outwardly with the vertex v,;_, take the function
i(s) with the positive sign, and for each branch incident inwardly with the vertex v,; ., —

take i(s) with the negative sign. The sum E ,; for the set B(v,;) is obtained analogously.
Then “regular connection” means that for each i = 1,2, ..., N we have:

221-1 = _ZZE- ®

Our definition — in contradistinction to those semi-formal ones — contains an explicite
structural specification only. Since, however, the class Q of the circuits considered has been
characterized by the first Kirchhoff’s law (cf. the first postulate of Definition D2), we
have the following theorem:

Theorem TI

Regular connection in the sense of equality (9) follows from the structural condmons
of Definition D4. v :

Indeed, the generalized form of the first Kirchhoff’s law, entailed by its basic form, states
that the algebraic sum of all currents flowing through the oriented cutset at any moment
is zero (cf. (2), p. 61, (6), p. 141).

It can be easily noticed that the set of the branches of Q incident at v,; forms a cutset.
Adopting any of the two possible orientations we get an oriented cutset. By the generalized
Kirchhoff’s law and by the notatlon introduced above the followmg equatxon holds for

any z = l . N:
| ZZi—l+22i #0’_

which is clearly equivalent to the condition of regular connection (9).
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-Thus, in any circuit satisfying the conditions of Definition D4 the regularity condition
holds regardless of any magnetic connection between the branches b;, b;°belonging either
to different components {G;} and {G;} of the set Comp(Go\G)—Comp(G,) or to the
component {G;} of that set and of the graph G of the circuit Q. Consequently, the circuit Q
may be an N-port even when the class of circuits N(Q) contains circuits with arbitrary
magnetical couplings of branches. :

The regularity of connections is — by Theorem T1 — the necessary condition for the
pair (@, Qo) to be an N-port. It is not, however, a sufficient one. In fact, there exist circuits
containing a regularly connected sub-circuits, and yet being no N-ports under our defini-
tion. A trivial example of such a circuit is shown in Figure 4. It is obvious that in the circuit

P Fig. 4 A circuit containing a regularly connected sub-
~ circuit, and yet being no N-port.

R
; R . AV F1g 5 The regularly cqnnected Sub-CerUIt Q of the cu'cuj Qo
— .  from F1g 4. . ‘

8o/6

Fig. 6 Graphs G, and G of circuits Qo and Q.

Q, the sub-circuit Q of the scheme from Figure 5 is connected regularly. Graphs G, and G
of circuits Q, and Q are presented in Figure 6. The cardinality of the set Comp(Go\G) —
—Comp(G,) is. 1, i.e.

card (Comp(Go\.G) - Comp(Go)) = N = 1.
Four vertices belong simultaneously to the graphs G and Go\G:
cardV+ = 2N = 4.

In this way we have got a contradiction. We get another by checking the fourth condition
of Definition D4. Indeed, the only component {G,} has with the graph G four vertices
in common instead of two. Thus the pair (Q, Qo) is not — despite of regular connection —
an N-port in our sense.
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Not all of the regularly connected circuits — which are no N-ports — are trivial electri-
callv. An example of such a circuit is shown in Figure 7. The circuit @ is formed by two
inductors coupled magnetically (cf. ‘Fig. 8).

P

= 13 PAN
Fig. 7 Another regularly connected circuit which is no N-port. : : ? g L]

M

Fig. 8 The regularly connected sub-circuit Q of the circuit Qo from Fig. 7.

Checking the conditions of Definition D4 we can see — as before — that the pair
(0, Qo) in Figures 7 and 8 is no N-port. Observe that the regularity of connections is here
a consequence of the unconnectedness of the graph of the circuit Q. This unconnectedness
follows from the presence of a transformer. This suggests a generalization: the regularity
condition holds, provided any two pairs of designated vertices in the circuit Q belong
to two disconnected subgraphs of the graph of Q. So, we have formulated a sufficient
condition, but certainly not a necessary one (cf. the forgoing example) — for the circuit Q
to be regularly connected in its super-circuit Q, without being an N-port in this super-
circuit.

It might seem that there is an even more simple example of regularly connecting a sub-
circuit, without making it an. N-port (cf. Fig. 9). Evidently, the regularity condition holds

et) R

Fig. 10 Graphs G, and G of circuits
Qo and Q@ from Fig. 9 and
its graph diff_erence Go\G.

for both pairs of terminals '(p1 , v3) and (93, vy). Graphs G,, G and Go\G are of the form
as shown in Figure 10. The following equation is obtained by checking the third and the
fourth conditions of the Definition. D 4: . o

2 Rozprawy Elektrotechniczne 3/87
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: card(Comp(Go\G) Comp(Go)) N 2
and’
card V+ = 2N = 4.

The set Comp(Go\ &) — Comp(G,) contains two components, each having with the graph:
G exactly two vertices in common: (v;, vs) and (v,, v,). Hence, the pair (Q, Qo) is a two-
port in the sense of our definition. The ports, however, are here the pairs (vy, v3), (v2, V)
and not (v, ©,), (v3, v4) as we have assumed at the beginning. The example from Figure 9
is ' worthy of attention, since it shows a logical property of Definition D4. The designation:
of vertices as pairs of terminals of an N-port is not quite arbitrary and the regularity con-
dition is not a sufficient criterion for such designation.

Finally let us mention that — to the best of our knowledge — the only work in circiut:
theory which states clearly that the property of “being an N-port” is a relation between.
two circuits, is that of Professor Cz. Rajski (cf. (8), p. 23). The relevant remarks there:
were the point of departure for constructing the concept. of an N-port, as presented here.
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» E. WOLNIEWICZ-WARSKA

POJECIE N-WROTNIKA W SWIETLE TEORII GRAFOW

Streszczenle

W pracy podano czysto st1uktura1nq deﬁmcyz po_le_c1a N-wrotnika jako pewnego oblektu matematycz—
nego. Za. podstawq do konstrukcjl tej definicji obrano definicj¢ obwodu elektrycznego w. ujgciu teorid

) grafow Nlezbedne okazalo sie przy tym uogélmeme pojecia réznicy graféw oraz grafowej definicji obwodu

elekiryéznego. Zdefiniowano tez pojgcie ,,pod-obwodu™. Ponadto wykazano, ze podana definicja N- wrot-‘
nika implikuje dynamiczny warunek regularnosci po}aczeﬁ nie bedac-mu jednak réwrowazna.
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E. WOLNIEWICZ-WARSKA
NOTION DE N-PORTE A LA LUMIERE DE LA THEORIE DES GRAPHES

Résumé

Dans I’étude on a donné la définition purement structurale de la notion de N-porte en tant qu’un
objet mathématique. Comme base de la construction de cette définition a servi la définition du circuit
Slectrique utilisé dans la théorie des graphes. Il s’est avéré alors indispensable d’introduire une certaine
généralisation de la notion de la différence des graphes et de celle de la définition de graphe du circuit
-électrique. On a défini aussi la notion du , sous-circuit”. En outre, on a montré, que la définition introduite
de N-porte implique la condition dynamique de la régularité des connexions, sans en étre tout de méme
£quivalente,

E. WOLNIEWICZ-WARSKA
BEGRIFF DES N-TORES ALS GRAPHENDEFINITION

Zusammenfassung

Der Aufsatz enthilt eine rein strukturelle Definition eines linearen stationdren N-Tores als eines
mathematischen Objektes. Als Ausgangspunkt fiir diesen Begriff wurde die Definition eines elektrischen
Kreises in der Auffassung der Graphentheorie gewdhlit. Dabei zeigte sich als unentbehrlich, den Begriff .
«er Graphendifferenz und die Graphendefinition eines elektrischen Kreises zu verallgemeinern. Auch eine
exakte Definition eines Sub-Stromkreises wird gebracht. Dariiber hinaus wird nachgewiesen, daB aus der
‘ier konstruierten Definition eines N-Tores die {ibliche Bedingung einer | reguldren Verbindung” hervorgeht,
ihr aber nicht dquivalent sei.

E. BOJIBHEBUY-BAPCKA
N-IBYXITOJIOCHUK C TOYKH 3PEHUS TEOPUI I'PAP®OB

Pezrome

TIpuBeacHO YMCTO CTPYKTIYPHOE ONpefeNeHue HOHATHA N-IBYXIOJIOCHHKA, KaK HEKOTOPOTo Ma-
“TEMaTHUIECKOro 00BeKTa. 32 OCHOBY KOHCTPYKIIMK 3TOTO ONpEHeNICHNA TIPHHATO ONPEHeIeHre 3JICKTPH-
"GECKOT'0 KOHTYpa C TOUKM 3peEmsi Teopurt rpadon. ITpn srom oxasanocsk HeoGxoaumeIm oGolLieHue Ho-
HATHSA pasnuunsa rpadoB u rpadoBoro ompenesleHHA 3JIeKTPHUECKOro KOHTypa. OmpefeneHo TarKe
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O pewnym problemie- sterowania optymalnego dla ukladéw typu 2-D

BARBARA BILY (Jaworzno)
Instytut Matematyki, Politechnika Slgska

Otrzymano 1986.01.05

W artykule rozpatrzono problem sterowania optymalnego przy kwadratowym wskaz-
niku jakodci liniowym stacjonarnym ukladem typu 2-D opisanym modelem Roéssera. Po-
dano roéwniez prosty przyklad obliczeniowy ilustrujacy przedstawiong metode postgpowania.

1. WPROWADZENIE I SFORMULOWANIE PROBLEMU
Rozwazniy liniowy, stacj‘onarny uklad typu 2-D, t. zw. model Roessera opisany ukla-

dem réwnan réznicowych postaci (3), (2), (4):

x(l+1:]) ='Alx(i>j)+A2y(i3j)+B1u(isj) . (11)

y(ia.i+ 1) = A3X(l,])+A4y(i,])+B2u(i,])
gdzie :

(i,j)EZ"'XZ"', .X(i,j)e.R", y(l,])GRm, u(i,j)e.R”,

A;, B; sa macierzami rzeczywistymi odpowiedniej wymiarowosci.
Dla uproszczenia zapisu wprowadZmy nastepujace wektory i macierze blokowe:

A= [jl ‘Z ] € Retmx(ntm B [ﬁl] e Rwtmxp A (1.2)
3 4. 2

S@E,j) = [; g’ﬁ] € R**™ — lokalny wektor stanu.

Zakladamy, ze podane sa warunki brzegowe, tzn.

x(0,7) =x} (jez*), _ .
@, 0 =y (iezt) .. , : (.
oraz, ze lokalny stan koficowy S(r, 5) jest zadany
S(r3 S) = CK, o (1.4)

gdzie cx € R*™™ jest ustalonym wektorem.
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Rozwigzanie ukladu (1.1) ma postad nastepujaca [4]:

S(i, /) =ZA' ,_k[x(o k)} Z Al “[0(/1,0)]

k=0 h=

M -

i
Z[At {—~h,j-kp1, 0+ Ai-hJj-1-kpgo, 1]u(h k), (15)

™

w ktorym wykorzystuje sie tzw. macierze tranzycji Al zdéfihioWane w [2] oraz [4]. Uktad
ten rozwazmy w prostokacie D, ;, w ktérym zakladamy lokalna sterowalnos¢:
D, = {(,)eZxZ*; 0L i<r,0<j< s} (1.6)

Przy tym zalozeniu postawmy hastepujace zadanie sterowania optymalnego: wyznaczyé
sekwencje wektordw u(i,j) dla punktéw dyskretnych w D, ,, oraz odpowiadajaca jej
trajektorie S(i,j), ktoére minimalizuja wskaznik dwukwadratowy J..s postaci:

Ta= 3 STGHQEHSENT 3w, DRt o L

(t 1)eDr,s . o (x,])eDr,s .

przy czym Q(z, ]) PG, ) sq macierzami dodatnlo polokreslonyml oraz P(r, s) = 0

SEUEREELE ] '%’iV!‘Wf’;Af[ BAS0TY M VAR AWOEGW T
} 2. PRZE‘FQ{{MULOWANIE ZADANIA - MINIMALIZACJI
Sl ,..3 ayasenn $ Sikine AV } SEAL s MRl RS o AT L

W celu rozwiazania powyZszego zadania dokonamy prz‘eformulow‘ainia' go do ’z’aid’eiiiia
programowania kwadratowege. Najpierw przypomnijmy’ jednak postaé zadania progra—
mowania kwadratowego, .bardziej. dogodna. dla naszego celu.

Zadanie (1). Minimalizowaé f(z) = <z, Q.z), przy ograniczeniach Rz = ¢, gdzie z, ¢ s3
wektorami, R, Q, macierzami odpowiedniej wymiarowosci, Q. jest macierza symetryczng
dodatnio poétokresiona.

Jezeli potrafimy sprowadzi¢ nasze zadame do powyzszego to woéwezas, mozemy wyko-
rzystal istniejace juz twierdzenia [1], dotyczqce istnienia i algorytmu wyznaczania stero-
wania optymalnego. W tym celu oznaczamy: :

x.(o’j) — [g(oa])] Rn+m’ y.(i, 0) — {?}(l 0)] ER:z+nz (21)

oraz wprowadZmy wektor z posta01
T = [y.T(O’ 0)’ y.T(ly O)J y.T(Zs O)! ] y.T("_ 19 0)! .‘y.T(r) 0)7
x7(,0), x7(, 1), x'7(0, 2), ..., x’T(0, s—1), x7(0, s),
4% (0, 0), u7(0, 1), 47(0, 2), ..., u¥(0, s—1), 47 (0, s),

u™(1,0), «"(1, 1), u"(1, 2), ..., u"(1y s—1), u"(L, 5), T (22

............................

WT(r—1,0), u?(r—1, 1), uT(r—1,2), ..., u"(r—1,5=1), &"(r—1,s),
uT(r, 0), u(r, 1), u™(r, 2), ..., u"(r, s= 1), u"(r, )}, -
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z jest wektorem [(m4-m){r-+s5+2)+(s+1)(r+1)p] — wymiarowym. Naszym zadaniem
jest przedstawienie wektora stanu lokalnego S(i, j) € R**™, jako liniowej funkcji wektora
z, tzn. ’

S(,j) = M(i.))z

Zatem kolgjno mamy: .

"x'(0, 0)

J ' x(0, 1)
EA“—xm R Y N a| I .
= | N EZO )

’ x(0,/)

Sumg te jako Tunkcje wektora postaci:
70, 0), x7(0, 1), ..., x7(0, /), ... xT(0, s—1), xT(0, )"

mozna przedstawit jake iloczyn:

 x(0, 0)
x(©0, 1)
[ad, gt gin g0 0, T o ¥O /=D i v0, 9 2.3)
x'©0,/)
x(0,j+1)
x'(0, s)
Amnalogicznie otrzymuje sig:
' 7°(0,0)
N o N PACNY
ZAi—h,Jy-(h’O) = [A4%, A:—l,]j .”,AI.J’ AO,J] =
=0 y'(l—l,O)
V(i 0)
(0,00 |
y(1;0)
= A, 40T AT 4090, L ol = 1,00 |2 Ariv(-,0)  (24)
¥'(i, 0)
y(i+1,0)
Y, 0)
Wprowadzmy kolejne oznaczenie:
G(l,}) — Ai—l.jBl,0+Ai,j—1B0,1 (2_5)

G (i, j) jest macierzg (n+4m)xp —wymiarowa.
Korzystajac z tego. oznaczenia, rozpiszemy podwdjna sume we wzorze (1.5). Kole_mo
dla A = 0, mamy :
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[Ai“l'jB1'°+Ai’j“1B°'1, Ai—l.j—1B1.0+Ai.j—2BO.1’ ...,Ai'1'131’°+

 14(0, 0)
_ u(0, 1)
+Ai'0B0’1, Ai—1,0B1,0+Ai,—1B0, 1] —
u(0,j—1)
| 4(0,))
(0, 0)
u{0, 1)
= [G(@,)), GGE,j—1), ..., G@E, D), GG, O : =
u(oaj_ 1)
| 10, /)
4(0, 0)
u(,1)

. :0 i
= (66, 60, J=D. 0, 66 0,660 0. .. 0| KTV 2o

u(0,7+1)

H S R - _u(O;S)
Kolejny sktadnik dla # ="1/ma postaé iloczynu '
| “u(l, 0)
u(l, 1)

o e 1 . . 1;(1,1'_1)
[GGE-1,)), G@E-1,j-1), ..., G(i—1,1),G(I—1,0),0, ...,0] u(l, ) .27

u(l,j+1)

u(l, 5)

Postepujemy identycznie z nastepnymi sktadnikami rozwazanej sumy az do 4 = i wlaczaie.
Woéwcezas ostatni sktadnik jest postaci:

\u(i, 0)
u(i, 1)
[6(0, /), GO, j~1), ..., GO, 1), GO, 0),0, -, of| “G/=D | @.8)
> “ u(l’])
u(i,j+1)
(i, )

Dla zwartosci zapisu wzoréw (2.6)—(2.8) mozemy przyjal, zZe

s~j

Gk, ) &[Gk, )), Gk, j—1), ..., G(k, 1), G(k, 0),0, -, 0],
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dla k=0,1,2,..,r jest macierza [(n+m)x (s+1)p] — wymiarowa, oraz

u(k, 0)
u(k 1)
u(k, ) : ERPLS(k = 0,1, ..., 7).
u(k, s—1)
u(k, s)
Wéwcezas mozemy zapisaé podwéjng sume we wzorze (1.5) w nieco innej, bardziej dogodnej
dla naszych rozwazafi formie:

ZEG(i*h,f—k)u(h, k) =

h=0k=0
= G;(i, )u(0, )+ G;(i—~1, Hu(, 4+ +G0, DHuG, -) =
' u(0, )
= [6G, ), Gyli=1, -, .., G0, 1| “E . @9
u(z', ) .

Biorac pod uwage wzory (2. 3) i 4) lokalny wektor stanu S(, J) mozna przedstawié
W postaci: .

[ ¥(-, 0)
x(0, -)
S(@,j) = [4}7 LG i—1. - al#0. )
a]) [Al ’A.i ,G_,(l, ):Gj(l 15 ): ""GJ(OB )] u(l ) . (210)
Poniewaz wektor z ma postaé: ' o
¥(-,0)
x(0,7+).
u(©, )
7 = u(l, -) ], zatem poszukiwana macierz M(i, j) oraz
: iloczyn M(i, j)* z mozemy zapisaé naste¢pujgco:
u(i, +) oo :
__u(r’ )]
F'y(_,o)
x(0,
| «,
M@, j)z = [43, A}, G,(i, -), G,(G—1. 9, ..., G0, +),0,..,0]f : 2.11)
f u(i, +)
u(i+1
utr, )
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M, j) jest macierza o Wymiarze (2-+m)x [(a+m) (r+5+2+(s+ D+ gl
Jezeli wprowadzimy do rozwazafd wektor kolumnowy S, ztozony z wszystkich stanéw
lokalnych S(i,j) w obszarze Dy, tzn. o

S, ) Cemg | &(k,@) _

S — S(l’ ) e_R(r+1)(s+1)(n+1n), gdzie S(k, ) . "?(k’ I)} eR@sﬂiBMn-{-m) . (2J2)
S@r, ) : oy B R

k=0,1,...,r

woéwcezas prawdziwe sa nastgpujace réwnosci:

| Mk, 0) o
Sk, ) = 1:”(’" Dz = Mk, )z . 2.13)
| Mk, 5 |
oraz o

S = I_M(l’\') z = M-z, gdzie M jest nﬁacierzq o wyniiarze St e
HE e,

S b :

o [ +) s+ D) m]x [+ m) (+5+ D+ E+DE+DA]

Zatem uzyskalismy 'pészukivﬁme'priedstawiénje wektora stanéw lokalnych S jako funkcji
wektora z. Wykorzystamy to do transformacji wskaznika J ;, zadanego wzorem:. (1.7).
Skrécenie zapisu jest mozliwe dzigki uzyciu symbolu iloczynu. skalarnego, mianowicie:

J,.. = STQS+UTPU = (S, 0S)y+<U, PUy eRE)

Wektor S zdefiniowany zostat uprzednio wzorem (2.12), natomiast',\#éktor U rozumiemy
analogicznie, tzn.

10, -
U = |19 | ¢ perneroe ' (2.16)
u(r, *)
Macierze Q i P s3 macierzami przekatniowymi postaci:
| 0(0, 0) 0 | P(0, 0) 0
00, 1) PO, 1)
Q=1 . .. , P= R @1)
o(r, s—1) 0 P, s—1)
0 o, s) B 0

Q ma wymiar [(#+1D(s+1)@+m)]x[(r+1) s+ (n+m)
P ma wymiar [(r+1)(s+Dplx [(r+1D(s+1)7]
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Poniewaz wektor z mozna przedstawi¢ blokowo, jako:

¥(-, 0) (0

z = |x(0,-)|, zatem U= [0 0 I]| x(0, -) (2.:1;8)l

gdzie T — macierz chnostkowa (r+1) (s+l)p,
a wn;c mozemy zaplsac, .

UTPU = zTsz-, 'gdzié ‘P(; - 2:.19)

o oo
co ol
b oo

Podobme przeksztalcamy drugi sktadnik (2.15).

o STQS = 2TMTQMz = 270z, gd21e Qo = M QM
gd21e M Jest macierza zdeflmowanq w (2 14).
A wiec udalo si¢ przedstawié J, , jako funkcje jedynie - Wektora z:

To.s = 7Qor+2"Poz = 2[00+ Polz = 270,15 = <z, 0.2) (220)

Qz jest maclerzq o wymiarze {(n+m) (r+s+2)+(s+1) r+Dplx(n+m) (r+s+2)+(s+
+1)(r+1)p]
symetryczng, dodatnio pdtokreslona. Mozna teraz przeformu%owac ogramczema stanu -
do postaci zaleznej od wektora z:

Wartosci brzegowe x(0, j), y(i, 0) na dwu smanach prostokata D, ; s3 zadane réwno-
sciami (1,3), a wigc réwnowaznie dane sg wektory x(0, *), y(-,0), zdefiniowane we
wzorach (2 3) i (2.4). Mozemy zatem naplsac nastgpujace réwnosci:

[y(-,O)] ==.[I 0 0] 0] _ [yo(-,O)] |
x(0, ) 010f x(O, 2) 1%, ) 2.21)
Podobnie dla ogfaniczeri stanu koricowego S(r s) mamy:
S, s) = M(r, s)z = [4y°, 47, Gi(r, ), G(r—-1,.), ..., G (1 ) ke, (O )]z = ¢g
S - 2.22)

Oznaczmy:
Wy s) = [Gi(r, ), G(r—1,-), ..., G(1, -), G0, -)].

Zatem ogramczema przyblerajq postac rownama Rz = ¢, gdzie;

I 0 0 Yo(-5 0)
R=|0 I 0 , ¢ =]x,00,)1. (2.23)
Ap® g W(r,$) cx .

Macierz R ma wymiar [(n+m)(s+r+3)]x [(n+m) (r+s+2)+ (r+ 1) (s +1)p], a wektor ¢
nalezy do przestrzeni R™*™©+r+3) A wiec nasze zadanie kwadratowego sterowania
optymalnego zostato przeksztalcone do réwnowaznego, odpowiadajacego mu zadania
programowania kwadratowego.
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3. WARUNKI ISTNIENIA ROZWIAZANIA OPTYMALNEGO

Zatozenie 1. ~
¢+DE+D) > (1+m)
Zatozenie 2.
Uktad dynamiczay opisany réwnaniem (1.1) jest lokalnie sterowalny w prostokacie Dy, ;.

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym lokalnej sterowalnoséci ukladu (1.1) w prosto-
kacie D, jest, aby: [2}, [3]; rzad W(r,s) =r1zad [G(r,s),G(r,s—1), ..., G(r, 1),
Gr,0), ..., Gr—1,5), ...,G(1,s), ..., G(1,0), GO, s, GO,s—1),...,G0,0)] = n+m

‘ 3.1

Zalozenie lokalnej sterowalno$ci ukladu (1.1) w jezyku pregramowania kwadratowego
oznacza, Ze istnieje co najmniej jedno rozwiazanie dopuszczalne tego zadania (tzn. istnieje
wektor z spelniajagcy warunek Rz = ¢), a wéwczas dla kwadratowego zadania sterowania
(2.20) istnieje réwniez rozwigzanie optymalne [1].

Wyznaczenie tego rozwigzania staje si¢ latwiejsze, gdy istnieje jednoznaczne rozwig-
zanie optymalne. :

Ponizsze twierdzenia podajq warunki dostateczne Jednoznacznosm rozw1qzan1a opty-
malhego - przy: - zalozeniu istnienia’ rozwiazania dopuszczalnégo -[1].

w,ﬂTwzerdzer:ue ) S e e et -
Jezeli Ker(Q,)nKer(R) = {0} to 1stme3e Jednoznaczne rozw1a1zame optymalne
* Twierdzenie 2. ' . '
Przy zaloZemu, ze rzqd R = +m) (s+r+ 3), pomzsze warunk1 s rownowazne

,) Ceoh Lmnoa

,
Ker(Q,) nKer(R) = {0} <D = [ IQ; (I; J jest nieosobliwa. (3.2)

Dowody tych twierdzeri mozna znalezé w [1]. :
Warunek tw. (1) méwiacy, ze podprzestrzenie zerowe operatoréow Q, i R maja tylko
zero jako element wspdlny, jest stosunkowo tatwy do sprawdzenia w praktyce, poniewaz

jest on réwnowazny warunkowi, Ze

rzad le] = m+m)(r+s+2)+E+Dr+Dp

Nalezy jednak podkresli¢, ze warunek Tw. (1) jest tylko warunkiem dostatecznym istnienia
rozwiazania optymalnego i to jednoznacznego, nie za$ koniecznym. Podany niZej warunek
jest warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia rozwiazania optymalnego (nie-
koniecznie jednoznacznego) dla zadania programowania kwadratowego (1).

Twierdzenie 3.

Niech z bedzie rozwigzaniem dopuszezalnym zadania (1). Wéwezas Z jest rozwigzaniem
optymalnym zadania (1), gdy istnicje wektor ¥ e R®+™¢+s+3) taki, 7e spelnione jest

réwnanie. macierzowe postaci _ :
—0, RK|{z ] _[o ,
| R 0 } ¥l e 3.3)
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Rozwiazanie tego réwnania (z, ¥) daje zadane rozwiazanie optymalne z, natomiast ¥

_jest odpowiednikiem wektora mnoznikéw.

W naszym przypadku macierz R zdefiniowana wzorem (2.23) ma 'maksymalny rzad,
16wny (n+m)(s+r+3). Wynika to z przyjetych zatozef (1) i (2). Zatem zgodnie z twierdz.
(3), jednoznacznos$é rozwiazania optymalnego jest réwnowazna nieosobliwodci macierzy
kwadratowej D. Jezeli wicc waranki jednoznacznosci sa -spehiione, mozna rozwigzaé
réwnanie (3.3) odwracajac macierz D wystepujaca po lewej stronie réwnosci (3 3). Nalezy
zauwazy¢, ze rownanie (3.3) moze by¢ rozwiazane ze wzgledu na z nawet wéwezas, gdy
macierz D jest osobliwa. Wobec faktu, Ze réwnanie to wyraza warunki konieczne i dosta-
teczne optymalnodci, istnienie rozwigzania optymalnego naszego zagadnienia pociaga
za soba istnienie co najmniej jednego rozwigzania rownama (3.3). Ponadto, kazde rozwig-
zanie réwnania (3.3) jest rozwiazaniem optymalnym. - =

Uwagi
Wymiar macierzy (3.3) jest duzy, ale mozna go znacznie obnizyé, wykorzystujac strukture
zadania. Mianowicie, réwnanie (3.3) mozna zapisaé inaczej -
R™YP—-0,2=0 : (3.4a)
Rz = 0. (3.4b)
Warunek (3.4b) jest macierzowym zapisem zadanych warunkow brzegowych
¥°(-,0), x°(0, -), oraz warunku
W(r, DU = cx—Ay*po(-, 0)— A7 x0(0, ) (3.9)
Rozpisujac pomocniczo wektor ¥ oraz dzielac macierz Q, na odpow1edme bloki, réwnanie
{3.4a) zapiszemy w postaci
I0 4= ¥, . [@s Qz s .'}:’ ) 0
0147 Pol—109s Qs Qs )f =104. (36)
00 Wir, )11 ¥;s 07 Os Qol|U 0

Poniewaz y = °(+, 0), X = x°(0, ), zatem warunki (3. 5i(3.6) mozemy zapisa¢ wspdlnie
jako konieczny do rozwigzanja ukladu rownan.

P, AT, - 0,0 = 0,5 +0:3

Wy + AT W= 06U = 0,5+0s% (3.7)
w(r, NY5—QoU = Q1)+0s%
W(r, )U = cx—Avsy— A%

Pomimo tego, ze nadal ¥; oraz 0 sa wektorami, powyzsze podejécie stanowi jednak pewne
zmniejszenie wymiarowosci w stosunku do réwnania (3.3).

Wydaje si¢, ze wada prezentowanego tutaj podejscia jest duzy wymiar macierzy, jaki
moze wystapi¢ nawet dla stosunkowo prostych zadan. Niemniej macierze te zawieraja
duzo zer, a ciagle opracowywane metody postgpowania numerycznego z tego typu ma-
cierzami rzadkimi moga zrekompensowaé t¢ wade.
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4. Przyktad

Rozwazmy uklad typu 2-D-opisany modelem Roe‘ssera, 0 macierzachv:

RS E R S
Go=0n S

ex = m QG = [i i] PG,j) = 1,(P(1,1) =0)
Warunki BrzegoWé sa dane réwnoécianii: : | -
x(0,0) = x(0,1) = »(0,0) = y(1,0) =0

Zatem zgodnie ze wzorem (2.2), (2.14), (2.20) wektor z, oraz macierze M i Q, sg postaci
nastepujacej: B : : ‘ ' ' '

2 = [3(0,0), 5(1, 0), %0, 0), (0, 1), 40 0), u(0, 1), u(1, 0), u(l, 1]

z;-;»;{a-rrc;{:f»-tfx'::l‘;‘:0,150;1-'0‘;'«‘1 ,0.:’.935@&9 ,900: ¢ eep Arii oy Slerae N
01 0 00 10 00090 004 red mer ez TR € ey yf{ .y
000000100000 ,

lo10001011000 Q '_‘»'gl gz 33
EEN SN :-":"rg(_? .':!:\?;f'"]}-’f(lz‘vl-,or 11‘001 000‘;\ I zn'—‘}Q4Q5Qg7' ,"_{1':{ d
0001060000000 T 28 29 .
010001111100
00010000001 0]
gdzie
2 2 11] (2 20 0] (1 00 0]
2412 2422 S J3110
Q1_1111 92”1100 Q3‘1000
121 2] 121 1] 2110
2 2.1 1] 2 20 0] (100 0]
24121 2422 3110
Q““ozol Qs‘o-zzz Q‘"zllo
0201 0 2 2 2] 211 0]
(131 2] 132 2] 41 10]
0101 0111 1210
2=10101 Q8‘0111 %=l1120
(0000, 000 0] (0000
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1 000] 100
0100 0 110
0010 100
0001 10 1
1100000 , ~fool
. 1010010 S B
B=1 % po1010] B4 =g
10001110 ot ‘\
: :10 00 10
1 t1 0 r1,. _ |10 r 10
0 : 0 101 Al = 10 VW,(l,l)—,‘O1
i ! 10 0 10 00
‘Wprowadzajac wektory: .
Xy 1 %s
X3 X6 X9 . *i1
Y, = , Y= Y, = U=]x:
X3 X7 X10
x x X13
4 . 8.

téwnanie (3.7), dzigki ktéremu WYZnaczamy optymalny ‘wektor sterowaf U ma postaé
uktadu réwnan liniowych: :
Xi—%; =0
X3 +X9—3%11 —X15—%;53 =0
X3—Xy; =0 ‘
XatX10—2X13—X12— X313 =0
X5—X; =0
Xe+Xo— X131 —X12—X13 =0
Xq+Xo—2X13—X13— X33 =0 .
Xg+Xo—2X1; =X12— X33 =0
Xo—4%1; —X12—Xp3 = 0
Xg—X11—2X1,—X13 = 0
Xj0—X11—X12—2X13 = 0
Xy1+X, =1

X13-="
Stad otrzymujemy:
. o ~ ) 1 N L
Y = 3 41 1709
¥, =—1 Y, = v, =14 U=|3 =100,
: 41 1 : 4] -2 3 T -
) -3 -2 - X : U(1,0)
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Wektory stanu lokalnego odpowiadajace sterowamu optymalnemu U wyznaczamy
z réwnania (1.5)

50,0) =0

tojfo] 1|
500, 1) = A%°B*'4(0, 0) = =1
D= o ) T -
| K

- 1

S(1,0) = 4%°B1ou(0,0) = | 4

0

S(1,1) = (4%1B1O 4 4°BO1)u(0, 0)+ A%°B°u(0, 1)+ A%°B™ u(1, 0) = [i]

Warto$¢ optymalna J¥

it 1
%
1,1={0'—][ ] L+
4 114

; | s

| ' +[1 1]11 1+—1—"“‘+"i +1=5
11 3] *\7 4

’ .uu({)éj BAL G ass d0T036 . M an e vul»ung FO  NHBSGLALL €4 uluu; tadh mu-,il;b ,(; \‘/ LG

' Powyiszy przyklad obliczeniowy ilustruje metod¢ postepowania’ przyWyz-‘naczamu stéro-
wania optymalnego na podstawie sformutowanych iv..artykule twierdzen.

e :‘.,\),‘
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B. BILY .
ON SOME PROBLEMS OF OPTIMAL CONTROL FOR A 2-D SYSTEM

Summary

The paper deals with the problem concerning the control of a two-dimensional, linear, discrete, sta-
tlonary system (so-called 2-D system), In recent years a great attention has been paid to the latter systems,
among others, to the well known and, considered in may paper,- the Roesser’s model. The main purpose
of this work is to solve the optimal control problem for the Roesser’s system, at a given quadratic per-
formance index’ and estabhshed final state. Final results and theorems are supported by marhematical

programming methods.
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B. BILY
PROBLEME DE COMMANDE OPTIMALE POUR LES SYSTEMES DU TYPE 2-D

Résumé

Dans Iarticle on présente le probléme de commande concernant les systémes linéaires, discrets, station-
naires bidimensionnels (dits systémes 2-D). Derni¢rement on attache beaucoup d’importance & ces systemes
et surtout au systéme de Roesser. Ce systéme est trés en vogue et je le prends en considération dans mon
travail. Le but principal que je me pose est de résoudre le probléme de commande optimale pour les sys-
témes du type Roesser 2 un indice de qualité carré donné et a I'état final déterminé. Les résultats et les
théorémes définitifs sont reportés de la méthode de programmation mathématique.

B. BILY
UBER EINIGE PROBLEME DER OPTIMALSTEUERUNG FUR DAS 2-D-SYSTEM

Zusammenfassung

Im Artikel wird ein Problem der Optimalsteuerung dargestellt. Das Problem betrifft ein zweidimen-
sionales, lineares, stationires, diskretes System, das sogenannte 2-D-System. In den letzten Jahren wird
die Aufmerksamkeit auf derarge Systeme gelenkt, darunter auf das populire und in meinem Aufsatzti-
erwogene Roesser-System. Der Hauptvorschlag besteht in der Losung folgender Aufgabe: die Optimal-
steuerung fiir das Roesser-System mit gegebener Quadratgiitezahl und dem stationdren Endzustand zu
bestimmen. Endergebnisse und Theorem sind der Methode fiir Mathematik-programmierung entnommen.

B. BYLJIbI

O HEKOTOPOI1 IIPOBJIEME OITTMMAJILHOI'O VIIPABJIEHWA OJIA CHCTEMBI THIIA
2-I

Pezome

PaccMaTpMBAeTCA HEKOTOpast IpoGlieMa ONTHMAIBHOIO YIIPaBJICHHS AJS ABYXMepHoOH, mmueHHOH
CTanMOHApHOH cHCTeMBI (Ha3bIBaeMoi 2-J1 cucTeMoif). B mocnemHme roAst GoNbIIoe BUHMAHHE YAEIAETCHA
ITHM CHCTEMAM, 4 B UACTHOCTH OUEHE NOMyJApHOH cucreme Tuma Peccepa. [NIaBHBEIM TIPEIUIOIKEHHEM
TPYZa SIBJIAETCA DEIleHUe 3a[auy ONTAMAIIBHOIO YIPaBJIEHHA CHCTCMBI Peccepa anst 3apUKCHPOBAHHOTO
KBaJIPATHOTO KAYECTBEHHOTO IOKA3aTENA M KOHEUHOTO COCTOAMHS. OKOHYATENbHbIE PE3YNLTAThl MOy~
YAIOTCA AHAJIOTHUMHBIMHA KaK B METOJe MAaTeMaTHUECKOro IPOrpaMMHPOBAHMII.

3 Rozprawy Elektrotechniczne 3/87



Tese




ROZPRAWY. ELEKTROTECHNICZNE, 1987, 33, z. 3-4, ss. 627-640

621.317.341:512.25:518.6

On modelling of distributed parameters processes with two-dimensional
discrete linear equations

WIESEAW MARSZALEK (Opole)
Wyzsza Szkola Inzynierska w Opolu

~ Otrzymano 1986.03.12

This paper deals with modeiling : of distributed parameters processes with so-called
Roesser’s two-dimensional discrete linear models with constant coefficients. We’ve considered
“the. pa.rtlal differential equations which describe the dynarmcs of cross- and counter-flow heat
exchangers as well as of long transmission lines. The ‘method is based on finite difference
technique and useful properties of the Roesser’s models. An illustrative example is given.

1. INTRODUCTION

During recent years a great work has been done to generalize the known results of
one-dimensional (ID) discrete systems to two- (2D) and multi-dimensional {(mD) systems.
Many authors (Roesser [1], Fornasini and Marchesini [2, 3], Eising [4, 5], Kung et. al.
[6], Kaczorek [7, 8], Paraskevopoulos [10], Tzafestas and ‘Pimenides [11], Stavroulakis
and Paraskevopoulos [12]) have studied fundamental properties of the 2D systems such
as: controllability, observability, realization, stability, pole assignment, minimality,
dead-beat control, separability, etc. The methods of analysis and synthesis of the 2D
systems are based mainly on state-space equations and polynomial techniques.

The 2D discrete linear models with constant coefficients were first introduced to analyse
the 2D digital filtering, digital picture processing, computer memory design, X-ray enhan-
cement and others. These fields are discrete in their nature and two independent variables
{for 2D systems) are of the same kind. The different situations appear when we wish to
apply such models to study continuous distributed parameters processes via the finite
difference techniques.

Some natural questions appeared few years ago: what kind of partial differential
equations (PDEs) can be analysed with the 2D discrete models?, are there any advantages
in applications of those models to the analysis of continuous systems?, etc.

As far as the author is aware the answers for such questions are not complete yet,
though some examples given by Marszalek [13, 14] have brought many valuable results.
The 2D discrete linear models were applied successfully to analyse the thermal processes,

3*
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dynamics of long transmission lines (the wave equation), gas absorption problems, water
stream heating [13], the Poisson equation [14] and bilinear continuous systems [15].

In this paper we shall present further studies of modelling of continuous systems with
the 2D Roesser’s discrete models with constant coeff101ents First we start with some
preliminaries.

2..2D ROESSER’S MODEL WITH CONSTANT COEFFICIENTS

Consider the following 2D state—spdé’e discrete model

x" = Ax+Bu (N
where

x*@ N1 x°(@, j+1)
4, 4, _ 5
il -l
x*(, ]) and x"(z ]) areh honzontal and Vertlcal vectors of n 1 and s components} respectwely

@j=0, 1 , ,;);_and B (q = 1 2) are constaht matnces of approp-

riate d1mens1ons”’"d *u’(z, J)“lS’a 2D mput YVector of 'pcomponentss -
An outpiit equation of 2D Roésser’s model is assumed to take the form

A [x”(i, j)] S [x"(i+1,j)

.....

where
y - »(i,7) .is. an .output vector of s components,..
= [C; C;] and D are s°(n,+n,) and sp constant matnces Iespectlvely
Addmonally, we assume that the boundary/initial conditions x*(0, j) and x°(i, 0),
i,j=0, 1,2.... are also known.
The 2D discrete model (1), (2) is a generalization of the 1D discrete model of the form

x(k+1) = Ax(K)+ Bu(k) (3a)
»(k) = Cx(k)+ Du(k) (3b)

where x(k) € R", A, B, C, D are constant matrices and the condition x(0) = x, is known.
It is well-known that the solution of the equation (3a) is given by

k-1 .
x(k) = Ao+ D) A*=*~1Bu(a) @
a=0 .

and the transfer function of the model (3a, b) takes the following form

A Z{y(k))
@ = Z6®)

where Z(-) denotes the discrete Z-transform. :
Similar formulae exist for 2D discrete model (1), (2). The solution of equation (1)
with given x"(0,j) and x°(;,0), i,j=0,1,2,..., is given by [l]

= D+C(zl,—A)~'B )
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) R N L Or R S [ 0 ]
{x”(i,j)}_ZA [ 0 ]+ZA "8, 0)

=0
- ;o . ©)
Wl
+22A* a1.j- f’[ ]u(oc /3)+ZZA‘ @ i=p-1 [ ]u(a,ﬂ),
a=0 5=0 o=0 = 2
where the transition matrix 4%/ for a system’s matrix
4y 4]
4 [A3 AJ O
is given by the relations
J— AI,OAi—l,j+A0.1Ai,j—-1
A, A.] 0 0 o
1,0 _ |41 42 0,1 __
A ) I
A =T | '

A~ =401 =0, i,j=1,2,3,...
The 2D transfer function of the model (1), (2) is given as

I, 0

noo ]—AT B = D(ea)+ CE)la b~ AGIBGD.  ©)

Gtz 7) = D[
where

A(zy) = 4, +A2(221n,—A4)_1A3

B(Zz) = By +Ay(z,1,,— 44)7' B,

C(zr) = Ci+ Cz(zzln,“A‘t)—lAs

D(z,) = D+Cy(z,1,,— A1)~ Bs.

(10)

The fundamental properties of the 2D discrete systems of the form (1), (2) were studied
in details in many papers. The comprehensive summary of the methods is given in the
recent book by Kaczorek [8]. It is worth to point out here that many theorems of 1D
systems’ theory can be generalized for 2D case. One, for instance, can compare the 1D
Kalman’s and Hautus’ theorems for controllability and observability and the respective
2D theorems for local and modal controllability and observability [4—6]. The similar
equivalence exists also for problems of minimum energy control [15], dead-beat control
[8], observer theory [8] and others.

Tt must be however said that the gcnerahzatlon of 1D results into 2D ones is not always
straightforward and obvious. For example, the problem of proper definition and determi-
nation of 2D eigenvalues for Roesser’s models has not been solved up to now. Some
difficulties appear also for the analysis of 2D stability [16].

~ Although the original Roesser’s model was given for two independent discrete vauables
i and j only (see (1), (2)), some very recent papers have generalized the con51derat10ns
for any m-dimensional model (m > 2). Thus the general transition matrix 4%z
can be defined in a manner similar to that given by equations (8), i.e.
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Ail,iz,...,i,,, — AI.O,...,OAi,_—l,iz,‘..,i,,.

N S WUN ) 0 SRS e

..............

A0,0,...,O =]
Alvteoin = 0 if §; <0 ori, <0 or ... i, < 0.

In the above 1; denotes number 1 at j position (j = 1, 2, ..., m).
An interesting method of determination of the solution of equation (1) for separable
Roesser’s model is given in [7] where the extended Sylvester theorem is applied.

3. MODELLING OF DISTRIBUTED PROCESSES WITH ROESSER’S MODEL

ST gy

The first order hyperbohc system of partlal dlfferentlal equa’uons is often used in the
analysis of. dlstnbuted parameters processes _The contintious, &equanons .of such systems
can be transformed iito ‘discrete eqiidtions By applymg the finite’ d‘L fference‘techmques. 1
Some important sets of first order differential equations were succesfully transformed
into 2D discrete Roesser’s models in [1 3] and the. approach was illustrated by numerical
examples.

Now we shall present other sets of first order differential equations which can be
transformed by various approximations into model (1). The mathematical description
of each example is rather short, so the reader interested in more details of the processes
and continuous equations is referred to the appropriate references cited in each subsection.

3.1. THE CROSS-FLOW HEAT EXCHANGER

Interesting sets of first order PDEs were obtained years ago to describe the behavioor
of heat exchangers. Perhaps the most popular differential model of the heat exchanger
shown in Fig. 1a is due to Nusselt [17]. This model w1th spatial coordinates x and y takes
the form

aaz; L — _aT, +aT,,

' (11
oT, :
ayz = bTI_sz,

where a and b are real constants, T;(x, ») and T,(x, y) are the temperatures and the
boundary conditions are as follows
Tix=0,»p=1

T,(x,y =0)=0. (12)
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b
a) U;h )
\‘Uzh
2 -
U
‘i Z 5
MON T T A
41 / | o -G )
:
PIIHITINIIIV

c) ’ d)
- — , . 2 | (4
— - Gas iy ] 'B 0,
—— o
- : 0 {
Clinker ~—X-——l _

“ Fig. 1 The simplified schemes of the heat exchangers

'3.2. THE CYLINDRIC HEAT EXCHANGER

“The set of two first order differential 'eq:ué.tio'ns of a Slighﬂy different form was given
recently by Biltanti et. al. [18] who solved the problem of identification and digital control
of heat exchanger shown in Fig. 1b. The’respe_ct’ive differential equations for such system
are

oT, | 8T, _

7"!‘&‘0 ox -—.Tz—'T1 (13)

oT,

p—r =yTi=G+DT,
~with
_ G B = H2C2 - k,D,
kynDy’ ksnD_,' ’ k.Dy’

where

¢, , ¢, — specific heats of liquid and metal respectxvely,
ki, k, — coefficients of heat transfer liquid/metal and stream/metal, respectively,
D;, D, — the internal and external diameters, respectlvely (see Fig. lb),
T.(?) is the stream temperature. : ~
The boundary and initial. condltlons for system (13) are.the same as in the next example
(§ 3.3) and will be given later.

3.3. THE PACKED BED
The set of first order differential equations of the form (13) was considered also by
Each and Pieczka [19] who studied the dynamics of the packed bed shown in Fig. Ic,
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We have here

3T1 = %o (Tz ‘; Tl)

3t &y 01 Cp‘ (14)
T, | T,

ot to ox & 02€;, (1i=12)

where
o, is the heat transfer coefficient,
01, 0, are the densities of clinker and gas, respectively,
Cp,» Cp, are the specific heats of clinker and gas, respectively, v is the gas velocity
&1, &, are the filling factors of clinker and gas, respectively.
The boundary and initial conditions take the form

TI( % X, % x) = O
HUVEL 0, cpl vey Qlcpl

o, £202¢
TZ(O,—————— ) @) p= 22020,

819161:1 L 8,191 CPL

(15)

The first condition shows that the temperature T :is-given zero for the space-time
points which lay on the front of the moving gas. For ¢ = 0 the front of the gas is at x = 0.
It is easy to prove thatithersetsxof example:3i2 andv313%ean bessimplified by introducing
of the sultable transformatlon For, 1nstance for the contxnuous model (14) We may choose

IR EE¥
e

v A::'OC,;
Tl el i L e
,stlglc,,l s 3
oy dy

N = —1— .
€101Cp, ~ UVEL01Cp,

,(‘ X
RSl Gy T I e é.

and obtain
on
oT,
ot

with the conditions: T;(¢,0) = 0, T»(0, 7) = f(x).

=T,—-T;
(1n
=TT

3.4. THE COUNTER-FLOW HEAT EXCHANGER

The fourth example of the first order differential equatiqns is due to Romie [20] and
his continuous model of the counter-flow heat exchanger shown in Fig. 1d.

oT, oT,
a +v;, —— % = och +,BT2

(13)
aT, oT,
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where
v;, U, are the fluids velocities (see Fig. 1d),
a, 3, 7, 6 are real parameters which depend on some physical constants of the system
as follows
(h4),(h4),
o= —p=— 19
b=~ T, + G100, 19

N (hA)1(hA),
[(hA)1 + (hA)2} (A 0¢),

y=—0= (20)

and
h is the thermal conductance per unit heat transfer area,
A is the heat transfer area,
! denotes the fluid flow lenght of exchanger,
Ay is a cross-sectional area for fluid flow,
o is a fluid density,
c is a unit heat capacity of fluid, :
the lower indices 1 and 2 denote the stepped and unstepped fluids, respectively.
The following initial and boundary conditions are assumed to be known (see Fig. 1d)

Tl(O: t), TZ(la t)a Tl(xﬁ 0)’ T2(x9 0) (21)
A slightly different model is presented in the following subsection.

3.5. THE LONG TRANSMISSION LINE

Now let’s turn to the first order differential equations of the long transmission line
shown in Fig. 2 [21—23] ’

Jd |u 0 L| 0 lu 0 Rl||u 0
selel e ol bl 6 allel = ) @
with given nonzero initial conditions
» ‘ u(xa O) =.f(x): 7J(x, 0) = g(X), (23)

where u(x, t) and v(x, ¢) denote the voltage and current, respectively, L, C, R and G are
electrical parameters of the line.

y(xt) Rax  Lax . v(x+axt)
—— e !
Boundary condition Boundary condition
at x=0 uixt) Gax} | ==baxlufx+ax,t) at x=Lf

Fig. 2 Elementary section_ of long transmission line

2L

. . : . 0 L
‘where P is the miatrix whose columns are the eigenvectors of [ ]

Define

co
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Then we obtain the system (22) in the form

2121, VIC 0 __]_3_3“[; , 1[Ra+Gla ~Ra+Gja =‘o 23
ax|wlT |0 —VIC]| ot |w]l" 2 |Ra—Gla —Ra—GJlall| 0

where a =}/ C/L.

The initial conditions for z(x, ?) and w(x, t) take the form

2(x,0) = () +g()/a] (26)

and
W, 0) = o e -g0jd. )

Note that the set (25) in fact is the same as the one given in (18). Therefore the analysis
of long transmission line is similar to the analysis of the system of example 3.4. The boun-
dary conditions depend on the active elements connected to both endpoints of the line.
For instance, two voltage sources give [13]

| w0, 1) = eo(t), ulLy, 1) = e, () |
A vanety of other different examples of the boundary cenditions is disccused in details
in [21]

BRI e N TS SRS YOS A T £ SALEC LR CO SR TLI LTRSS 17 AC it R LAPI S M 14 SEP

4. ANALYSIS OF CONTINUOUS:SYSTEMS WITH 2D ROESSER’S MODELS

"In the above sectlon we have glven Tive examples ‘of fhe f 1rst order Eﬁfferentlal equatlons
for various continuous processes. Note that the form of all those equations is similar
though the sets of examples 3.1—3.3 are slightly different from those of examples 3.4
and 3.5. We shall therefore examine examples 3.3° (as the most representative for the
first three systems) and 3.4 (as the representative for 3.4 and 3.5).

Let’s start with example 3.3, i.e. equations (17). This system is a particular case of more
general continuous system of the form

oT, : R

= ot + 1w, (28
oT, [A3 ATy B, : )
on ' : .

where T,(£,n) and T((C,n) are vectors of »n; and »n, components, 4, (r=1,2,3,4)

and Eq (g = 1, 2) are constant matrices of appropriate dimensions and u 2 (€, n)is an
input vector.

Making use of the forward difference quotients for both derivatives in equation (28)
we - obtain after simple manipulations

hes . 1 e hys o Y
lu C+LD} _ bt add ACAZ._,][u.(l_’J_)]_f.[ACEl]u(i,j),, ey
uu(l,J-}-l)‘ AnAS In2+A77A4 uv(laj) A"?Bz
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where

W0, ) = TLUAL AN, w6)) = TGALJAM, uG.)) = uGAL, jam),

AL and Az are the net spa;cings for ¢ and %, respectively:®.
Let || - || denotes a matrix norm. Define the contmuous and discrete operators (Ly; L,)
and (L, L), respectively: :

[Ll(TZ, T1)]_A’ © ot {Zl' A, [Tz(é,n)] 30
Vo | 7|4 Al )
Ly(T,, Ty) Zf1 Az A4 T(C,m)
on »
 LICEDAGIAN=TRA L JAR ) .
»L'1(T2, T1)] 2 B N4 - R B2 | A LUNS N
VLo, T T AL, GHDAM—TGAL JAT | |4y A]| ToGAC, jAD)]
A7 C i
(€28

Assuming that there exist bounded second order partial derivatives of 7,(¢, n) and

T, (¢, n) with respect to ¢ and 5 we obtain from the Taylor series expansions

AL 32T2(5z+ﬂ;AC: 7'7j)i-

Ll(TZa Tl)—L.l(TZs Tl) it 2 ) 352 (32)
L,(T>, T)—Lx(T3, Ty) AN PT(Cs, ni+p"' AN ’
2 s ot € m)
&=IiAL, ny=jAn, p,p €0, 1.

It is easy to notice that the right side of equation (32) tends to 0 for AC, A7 — 0.

The equation (29) is exactly in the form of 2D Roesser’s discrete model, for

4, = Inl+ACZ1.
Az = An4s
= AC§1 »
W'©,)) =T 20,787

! A2=A§1;1—2

Ay = In2+AnZ4
B, =“."'A7]B_2 ’
l’(l 0) = Ty(iAL, 0).

Re:)

The contmuous equatlons (17) can. also be analysed thh the method of Paraskevopoulos
.and Stavroulakis [12]. Two differential equations (1 7) can be transformed into second

order equatlon as follows -

2T, 8T, = 8T,

aten T ot

Replacmg the mixed derivative with

=0, k=1,2. o (34)

T _ T(+1,j+D)~— Tk(1+1,1) Tk(z j+1)+Tk(l 7

alon

AT 7 (33)
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and the first order derivatives with the forward difference quotients we obtain another

Roesser’s model
[u"(i-'i-l,j)] - [01 Cocl—cz][uh(i,j)] » (36)
W@, i+ 1 o, JwG NI : ,

where v
e =1/(1+Al+A)
¢y = 1+ An/A+AL+AD
co = (1+AD/A+AT+AD (3D
i = o Tli—1, )= e Tii—1,j-1)
W 2 T, j—1).
The boundary/initial conditions are assumed to take the forms

: uh(o’]) = €1 Tk(oyj)_CZ Tk(osj'— 1)

WG, 0) = TeG, 0). G®
For k = 1 we have from equation (17)
L= BON-R0 ()
with 77(0,0) = 0 and 75(0,n) = f{). Thus
. [ERAEY I “ R .,"..:fi‘;ﬂ. o
T, = [etfdi
b, T (40)
For k = 2 we obtain . - ,
ST 0] = T, 0= T3¢, 0) @1
with 7,(0, 0) = f(0) and T,(Z,0) = 0. Thus
0) = e~%(0
TZ(Ca ) e f( ) (42)

" T2(0, ) = f(n)

Based on the above formulae the initial and boundary conditions for both cases (k =
=1, 2) can be easily found from relation (38).

The sets of first order differential equations of examples 3.4 and 3.5 are more compli-
cated to be analysed. This is due to the special boundary conditions to be involved in.
calculations. For example, the case 3.4 has: T,(0,¢) and T,(l/,t) — see Fig. 1d. The:
initial conditions are as usual: T, (x, 0) and T, (x, 0). The different (positive ‘and negative):
signs of the spatial derivatives in (18) cause also some difficulties. It is well-known that
the form of the difference scheme of a simple initial/boundary problem for the Euler
equation ’

a%+% - S0 (43)

depends on whether a is positive or negative.
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Therefore we can approximate (43) with [24]
wi+ 1, )—u,)) | uli+1,))—u@+1,j—1)
a Y + N f(l,]) for a > 0
and
a u(l+1a£;u(l;]) u(l’J)—AuEI,J_I) =f(l,]) for a < 0
Similar transformations applied for equations (18) yield
D (o1 + AX)AL BAxat 1 AX ..
NI\ oaisar . warAx | wiartAs 16
. .  OAX A+ AX— AXATY ! AX ..
‘ = 0 —
T2(1+19]) — .02 At’”z : At7)2 TZ(ZsJ)
___________________________ — e -
- (v1+Axa)At BAXAL L AX .,
AN T3,
Tsli,j+1) VI ATFAX NEIN (O ALFAX 3. )
_T4(i3j+1).~ | O : " 1 t 0 0 _T4(i9j)_
A4, Az][uh(i:j)]
= U 44
[A3 A4 uu(la.]) ( )
where
.o A . , , oo A . .
T3(l3.]) = Tl(l+1’.]"'1)a T4}(l,1) = TZ(Z’J—I)

The initial/boundary conditions for the Roesser’s model (44) are as follows.

T,0,7), TsG,0) ="Ty(i+1,0) and T,(,0) =
T,(0,7) is unknown.

We make the following calculations to obtain T,(0,j). Define

A, A7 a0y @y
145 44 h oy DY |
It is obvious from equation (8) and definition (45) that
L DR # A, k=1,2,3,4.

T,(i,0) ‘are known from (21),. but

45)

The solution of the Roesser’s model (44) for T (n, j)-and T»(n, j), n = I/ A X, becomes

T, 1)] _ N gera| 70, D) L 0 g [ T35, 0
Bl 2% [Tz(o o)+ Z S |

iJ aded i gig
i A [01 cs i) A [a’l d ]
1) SRR , @ =1 “ .
ol did did

Thus we have from equation (46)

Define again .

L) - ch 10,4 - “,0. a)+h(n,1)

a=0

(46)
@47

(48)
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where h(n,j) denotes the second term of the right side of equation (46) written in the
modified form for T,(n, ), (T5(,0) and T,(i, 0) are known).

Note that T,(n,j) = T.(}/Ax,jAt). Then we can easily get T,(0,/) from equation
(48) as follows '

T,0.1) = | Tat.1)~ Zczl—mco @)— ch “T,0, )—h(n, )] (49)

Having obtained T,(0, j) from (49), (note that T(0, ) is in fact function of T} ©, &)
_and Tp(n, o), @ = 1,2, ...,j) we can find T;(7,/) and T,(i, /) in the form of equation
(46) with n — i. The following example is chosen for illustration. :

‘Example
Consider the differential equation (17) with 7,(£,0) = 0 and 7,(0, n) =.1(n) where
1(n) denotes a unit step function. Choosmg AC = A7 = 0.1 we have from equatlonf

(29

[u"(z‘+1,j)] N _1_ [9 1] [u"(z',j) ’ [u"(o,j)] _ [Mjm)]

(@, j+1) *(, N1 u®(i, 0) 0

.»The discrete solutions for £, nle [0; 5] are shown in Fig. 3. The exact solutlons of the
IS . ;

a) o
1 T W L PR Y
-08p: 0
H T.”Jﬁ } 1‘ 7N F EEY
¢ LY TR A T 1:°
u gl A g A\
| =1
42 =205
aJ N VT RE ST S
05 1
X—>

Fig. 3 Solution of the 2D Roesser’s equations

tespective differential problem are

h(c 7]) Tz(C: 77) = 1 e-—C 'I-BSI(C’ 77)
W(C, n) =T, n) = 1—e *""Bso(C,7) -

o0
‘ (M +nmyM
B = D e
MImV M1
M—max(—n,p)( +n) Ml

and they compare well with the solutions obtained with 2D Roesser’s model. - '

5. CONCLUSIONS |

The problem of modelling of continuous linear distributed parameter systems has
‘been considered in this paper. We have shown that many ‘sets of first order differential
equations can be analysed with the 2D Roesser’s discrete models with constant coefficients.
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The obtained formulae are simple and easy for numerical programming. The solutions
obtained with the proposed method compare well w1th exact solutions of” the ‘Tespective
differential problems [8,13].

11.

12.

13.

14.

1s.
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W. MARSZALEK

MODELOWANIE UKEADOW O PARAMETRACH ROZLOZONYCH ZA POMOCA
DWUWYMIAROWYCH LINIOWYCH ROWNAN DYSKRETNYCH

Streszczenie

W pracy zastosowano dwuwymiarowe dyskretne liniowe rownania Roessera do analizy ukladow
o parametrach rozlozonych. Rozwazono réwnania opisujgce krzyzopradowe i przeciwpradowe wymienniki
ciepla jak rowniez réwnania linii dhugiej R, L, C, G. W analizie tych rownai wykorzystano metodg roznic
skoficzonych oraz wlasno$ci rownan Roessera. Przedstawiono przykiad obliczei numerycznych.

W. MARSZALEK

METHODE DE MODELAGE DES SYSTEMES AUX PARAMETRES
REPARTIS PAR LES EQUATIONS LINEAIRES DISCRETES
A DEUX DIMENSIONS

Résumé

Cet article est consacré & présenter la méthode de modelage des processus apparaissant dans les sys-
tdmes aux paramétres répartis. Cette méthode utilise des modelés discrets et linéaires de Roesser 4 deux
dimensions avec des coefficients constant§. Les équations différentielles partielles; qui décrivent la dynamique
du fluide dans les échangeurs’de chaleur avec croisement et contre-courant sont-étudiées -dans:ce: travail.
En outre les équations décrivant les phénoiménes transitoires dans les lignes longues de transport de 'énergie
électrigue. sont considérées parla. méme méthode. Des études: deices; systémes sont basées sur.la:technique:
des dlfferences flmes et -sur less proprxetes:'empruntees raux modeles dé Roesser. (Des-exemples. 111ustrant

cette: methode sont.aussi présentés.: LN UWTUT O o e nw N T s et T T e

W. MARSZALEK

MODELLIERUNG DER ANORDNUNGEN VERTEILTER PARAMETER
UNTER ANWENDUNG VON DISKRETEN ZWEIDIMENSIONALEN
ZUSTANDSGLEICHUNGEN

Zusammenfassung

In der Bearbeitung wurden Methoden fiir die Modellierung von Systemen mit verteilten Parametern
dargestellt unter Nutzung der zweidimensionalen diskreten Roesser-Modelle mit konstanten Parametern.
Es wurden partielle Differentialgleichungen betrachtet, die die Dynamik der Kreuzstromwarmeubertrager
und Gegenstrom-Wirmeiibertriger sowie die Fernleitung beschreiben. Die beschriecbene Methode nutzt
die differentiale Approximation, als auch die Eigenschaften des Roesser-Modells aus. Es wurde ein Beispiel
fiir die numerischen Berechnungen angegeben.

B. MAPIIAJIOK

MOIEIAPOBAHME CHCTEM C PACIIPEIEJIEHHBIMM ITAPAMETPAMY ITPH HOMOIIII/I
IVICKPETHBIX JBYXMEPHBIX JUHENHBIX VYPABHEHUU

Pesmome

IlpuMenensbl AByXMepHbIE JUCKPETHbIe ypaBHEHHA Peccepa A MOAENMPOBAHHA CUCTEM C pacrpe-
I(eTIeHHbIME TapameTpamu. 1Ipe/CTaBiIeHsl CHCTEMBI YPAaBHEHHHA C YaCTHBIMYU IPOHSBOMHBIMI NEpBOro
HOPSIIKa, KOTOPHIE ONHCHIBAIOT JMHAMUKY TEMIOOCMEHHHMKOR U JUIMHHON MUHWM. AHANMS 9THX CHCTEM

OCHOBAH HA METOOE KOHC‘{HOMCPHOﬁ AnIPOKCHMALINH X HEKOTOPBIX CBOMCTBAX . MOJesIeH Peccepa. Hpen"

CTaBJICH YHCJICHHLIH IIpHMED.
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Metoda obliczania czasu przejscia w binarnej petli fazowej

CEZARY DREGER (Warszawa)

Instytut Telekomunikacji, Politechnika Warszawska

Otrzymano 1986.07.16

W pracy przedstawiono metod¢ obliczania czasu przejscia w binarnej pefli fazowej modelowane
jednorodnym lafdcuchem Markowa pierwszego rzgdu. Wyznaczone zostaly wzory pozwalajace wy  m
nowa¢ skomplikowany rachunek macierzowy. Podano wyniki obliczen uzyskane przy wykorzystaniu
przedstawionej metody.

1. WPROWADZENIE

Systemy transmisji danych sa w wigkszosci systemami synchronicznymi, w ktérych
proces synchronizacji petni wazna i podstawows role [3]. W systemach tych wykorzysty-
wane s3 uklady cyfrowych petli fazowych (PLL), a spoéréd nich uklady binarnej pethi
fazowej. Uklady te charakteryzuja si¢ duza niezawodnoscia, doktadnoscia dziatania,
powtarzalnoscig parametréw i latwoscig realizacji w réznych wariantach elementowych,
co powoduje ciagle zainteresowanie metodami analizy wymienionych ukladéw.

Schemat blokowy binarnej petli fazowej przedstawiono na rysunku 1. Zawiera on:

W S ()
67 *1egkl N
. x(%)
. . . . E——
Rys. 1 Schemat blokowy binarnej petli fazowej

wysokostabilny generator impuléw sterujacych GZ; uklad wykonawczy UW; dzielnik
czestotliwosci przez N oraz uklad decyzyjny UD. Generator sterujacy generuje impulsy
sterujace z czgstotliwoscia f;, = N/T. Przy braku korekcji na wyjéciu dzielnika otrzymujemy
prostokatny przebieg odtworzonej skali czasu o okresie T.

Proces korekeji opisany jest réwnaniem réznicowym [2]

WTiar) = Y(T) +yk[x(T) e,

4 Rozprawy Elektrotechniczne 3/87
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gdzie y(T;) oznacza chwilg wystapienia momentu charakterystycznego odtworzonej skali
czasu w i-tym odstepie T;, a x(T;) oznacza chwilg wystapienia w odbieranym sygnale
momentu charakterystycznego wykorzystywanego do wytworzenia impulsu synchronizacji
w tym odstepie 7;. Faza odtworzonej skali czasu korygowana jest o stata wartos$C y =
= TN wzgledem impulséw synchronizacji, ktére moga wystegpowa¢ w chwilach czasu
nominalnie réwnych wielokrotnosci odstgpu jednostkowego T. Natomiast k[x(73)] jest
wzmocnieniem petli zaleznym od charakterystyki uktadu decyzyjnego i réznicy czasu
pomigdzy momentami charakterystycznymi odtworzonej skali czasu i sygnatu odebranego.

Kx(T] |

1 =———
|

72 7 T2 y(T-x(%)

e i e o -1

Rys. 2 Charakterystyka ukladu decyzyjnego

Najczesciej stosowana jest charakterystyka prostokqtna [2 6] przedstawmna na rysunku
2 dla ktOI'C_]
1 —ﬂ2<ﬂﬂ}mab<0 e
sl - { L0 < AT < T2 @
i pojawiaja si¢ w sposéb losowy. Impulsy synchroni’zaCJl x; wytworzone z odpowiednich i

momentow x(T;) tworza, ciag losowy opisany przez ciag funkcp ggstosm prawdopodo—
biedstw f(x— nT) _najczedcie] rozldadu normalnego [1,6. .

Py Pus1, o1

Dy wet

Rys. 3 Graf laficucha modelujacego
P+t K binarna petle fazowa

Modelem przedstawionego uktadu jest laficuch Markowa pierwszego rzedu okredlony
tréjka uporzadkowana (S, P, Po) [2], w ktdrej S = {si} jest zbiorem stanéw zwigzanych
z mozliwymi poloZzeniami momentéw charakterystycznych odtworzonej skali czasu

Vi = —T2+y(k—1). 3)

wzgledem $rodka odstgpu jednostkowego T, P, wektorem rozkladu poczatkowego, a P
macierza przejé¢ o elementach p;; okreslajacych prawdopodobienstwa z jakimi uklad
zmienia stan w jednym kroku. Prawdopodobienstwa te sa wyznaczane na podstawie
znajomoéci funkcji gestosei rozktadu f(x—nT) i charakterystyki ukladu [1]. Zachowanie
sic ukltadu w stanie ustalonym okresla wektor rozkladu stacjonarnego P;.

Jednym z wazniejszych parametréw okreslajacych wlasciwosci omawianej petli jest
czas synchronizacji wstepnej, to jest czas jaki uptywa od chwili wlaczenia uktadu (podania
sygnatu synchronizacji) do momentu osiagnigcia stanu synchronizmu. Czas ten jest okres-
lony przez czas przejscia w laficuchu Markowa modelujacego uktad.
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Praca niniejsza po$wigcona jest metodzie obliczania czasu przejscia w uktadach mode-
lowanych faficuchami Markowa, a w szczegdlnoéci.czasu synchromzac_u wstgpne_] w binarnej
petli fazowe;. :

Zaprezentowana zostanie metoda oraz uzyskane przy jej zastosowaniu wyn1k1 obhczen
czasu przejécia, dla uktadéw o réznych parametrach, dzialajacych w roznych warunkach
poczatkowych.

2. METODA OBLICZANIA

Czas przejécia w laficuchu Markowa, rozumiany jako $rednia liczba krokdéw wyko-
nanych od wyjscia ze stanu S; do osiagnigcia stanu S;, okreélaja elementy m; ; macierzy M,
zwanej macierza Srednich czaséw przejScia. Macierz $rednich czaséw przejscia jest réwna
[5]

M= [1-Z+EZ,] D, “@
gdzie 1 — macierz jednostkowa, Z — macierz fundamentalna laficucha, Z,, — macierz
diagonalna o elementach z;; macierzy Z, E — macierz jedynkowa, D — macierz diagonalna
o elementach

d;; 7 &)
okrelonych przez elementy p; wektora rozkladu stacjonarnego P..
Macierz fundamentalna

= [[-(@-P,)] S 10)
opisana jest przez macierz P przej$¢ w jednym kroku oraz macierz graniczng
P, = limP". @)
n—>w

Obliczanie czaséw przej$¢ w oparciu o przedstawione wyzej wzory macierzowe jest
bardzo czasochtonne ze wzgledu na koniecznosé wykonywania rachunkéw (a szczegdlnie
operacji odwracania) na macierzach o znacznych rozmiarach (od kilkadziesiat do kilkaset).
Wykorzystujac wiasciwoéci macierzy opisujacych taficuch Markowa uzyskaé mozna WZOry
dogodniejsze do obliczefi.

Lancuch Markowa opisujacy binarna petle fazowa jest nieprzywiedlny i aperiodyczny
[1, 2], posiada zatem wektor rozkladu stacjonarnego P, pokrywajacy sie z rozkladem
granicznym P,. Oznacza to, ze kazdy wiersz macierzy granicznej réwny jest wektorowi
rozkladu stacjonarnego, a zatem rozklad graniczny tego taficucha moze byé okreslony
na podstawie znajomosci rozkladu stacjonarnego [2, 4].

Uwzgledniajac powyzsze we wzorach (4), (6) i dokonujac odpowiednich przeksztalcefi
z wykorzystaniem zasad rachunku macierzowego i whasnosci wyznacznikéw (zobacz
dodatek) otrzymujemy dogodny do obliczeri wzdr

1 s
my; = P .. ®
Ay, (0, HI-P+EP,(1n)] oy

A [I-P]

4*
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gdzie Ay, jj(i,/) [¥] oznacza minor stopnia (n—2) wzgledem elementéw o -indeksach
(1, 1) i (j,j) macierzy [*], w ktorej i-ta kolumne zastapiono sumg kolumn' i-tej. i j-tej,
A,l[*]—mmor stopnia (n—1) wzgledem elementéw o indeksach (j, 1) macierzy [*],
P4, (1n) — macierz diagonalna, ktérej elementy. przekatnej sa .identyczne z elementami
pierwszego wiersza macierzy P, natomiast I, P, E oznaczaja poprzednio okreslone macierze.

Na podstawie wzoru (8) mozna obliczaé czasy przejécia w kazdym dowolnie ztoZzonym
aperiodycznym laficuchu Markowa.

Macierz przejé¢é w jednym kroku tafcucha Markowa modelujqcego binarna petle
fazowa jest macierza trojdiagonalna o postaci [6]

D11 Piz :
P2y P22 Pas 0 .

po| : O
0 pans1 Pav PwN+r

DPN+1N PN+iN+1_EIN+1xN+1

Dla faficucha o tréjdiagonalnej macierzy przejé¢ P oraz j = i+1 na podstawie (8)
otrzymujemy

i - i
Z [I u+‘1‘ H Pu—1

My = . (10)
HLocponnaniniang )‘ ey i ETRTY, Qo G e
Rozpisujac wzér (8) dia "
Ry W oI (00 G0 S0 X (L) S
P T Ay [I-P] K
i
Aygip1ie1(, i+ D[I-P+EPy,(1n)]
mi; - - ]2
+1 = ;+11[I P] ( )
oraz ‘ ‘
Ay, iy2ie2(i+1, i+2)[I—P+EPy(1n)]
Miitiv2 = . 13
s Broaill-P] =
korzystajac jednoczesnie z tego, ze
Ai+11[I'":) = Pivairy AVt (14
. Dit1iv2
co wynika ze wzoru (D31), tatwo sprawdzi¢, Ze
Mypps = Mypg+Mipaica. ) ' (15)

Dla taficucha o tréjdiagonalnej macierzy przej$¢ powyzsza zalezno$¢ mozna uogdlni¢
na

i-1
my = kak+1 (16)
k=i
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Wzory (10) i (16) stanowia podstawe. do przeprowadzenia analizy czasu przejs’cia
binarnej petli fazowej. Pozwalaja one na: wykonanie analizy bez koniecznoci przeprowa-
dzania skomplikowanych rachunkéw macierzowych; ktore, dla duzej liczby stanéw laf-
cucha, staja si¢ bardzo czasochlonne nawet przy zastosowaniu techniki komputerowej.

3. ANALIZA CZASU SYNCHRONIZACII WSTEPNE]

Korzystajac z przedstawionej powyzej metody przeprowadzono obliczenia czasu
synchronizacji wstgpnej dla trzech réznych wariantéw warunkéw poczatkowych w jakich
rozpoczyna si¢ proces korekcji. We wszystkich przypadkach-przyjeto T = 1 za znormalizo-
wang warto$¢ czasu trwania odstgpu jednostkowego, a za miarg znieksztalcei izochro-
nicznych sygnatu synchronizacji — wartoéé odchylenia standardowego ¢ rozkladu nor-
malnego N(0, o).

Wariant I W wariancie tym obliczono $rednia liczbe krokéw m jaka wykonuje
uklad wychodzac ze stanu s = 1 aby osiggna¢ stan centralny s = N/2+1 dla roznych
wartosci stopnia podziatu N i dla réznych wartosci nominalnych znieksztalcer: izochronicz-
nych o. Uzyskane wyniki przedstawiono na rysunku 4. '

zm Ll . UL

300} , g%

200+

100} =01

. 01

N T8

Rys. 4 Liczba krokéw m potrzebna do osiagniecia / )
stanu N/2+1 przy wyjsciu ze stanu 1 32 54 [ 128 ,T

W warunkach rzeczywistych uktad w chwili wlaczenia moze rozpoczac proces korekcji
w kazdym ze stanéw od 1 do N/2+1. W takim przypadku okresli¢ mozna $rednia liczbe
krokéw m, jaka jest potrzebna do osiagniecia stanu centralnego. Liczba ta moze byé

okreslona jako
N/2+1

ms = 2: Dy 7
iz
gdzie p; oznacza prawdopodobiefistwo rozpoczecia procesu korekcji od stanu i-tego
natomiast m; oznacza liczbe krokéw potrzebna do osiagnigcia stanu N/241 przy wyjsciu
Ze stanu i-tego. ' ‘
Wariant II. W wariancie tym obliczono s$rednia liczbe krokéw m, jaka_wykonuje
uklad dla osiagnigcia stanu centralnego N/2+1 przy zalozeniu jednakowego prawdopo-
dobiefistwa startu p; = 1/(N+1) z kazdego stanu.

w ariant IIL W wariancie tym obliczono srednig liczbe krokéw m, jaka wykonuje
uklad dla osiagnigcia stanu centralnego N/2+ 1 przy zalozeniu, Ze proces korekcji rozpo-
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czyna si¢ startem ze stanu okreslonego przez pierwszy przychodzacy impuls synchroni-
zacji. W praktyce jest to realizowane przez wymuszenie stanu poczatkowego w dzielniku
petli czyli tak zwane,,zerowanie” uktadu. Prawdopodobiefistwo startu jestw tym przypadku
rozne dla, kazdego ze stanéw i moze byc¢- okreSlone jako

Yité
J foax, (18)
Yis

gdzie 0 = p/2 a wigc jest rowne potowie kroku korekcji.

.- Graficzna interpretacj¢ prawdopodobiefistwa startu p; procesu korekcy z odpowiedniego
stanu przedstawiono na rysunku 5.

g, B o

U-s Y Yiss t . .Rys. S‘Prawdopocvlobieﬁstwo startu pi W wariancie II1
Uzyskane dla obu wariantéw wymkl przedstawiono na rysunku 6.

my i

125

100 -

50t

25+

Rys. 6 Srednia liczba krokéw potrzebna do osiag-
niecia stanu N/24-1 w wariancie I (linia ciagta)
n i wariancie III (przerywana)

Jak widaé na przedstawionych wykresach zerowanie ukladu binarnej petli fazowej
daje szczegdlnie korzystne wyniki pod wzglgdem czasu synchronizacji wstgpnej dla ma%ych

wartosci znieksztalceft izochronicznych sygnalu synchronizujgcego.

Na podstaw1e znajomosci liczby krokéw potrzebnych do osiggniecia synchromzmu
(stanu centralnego N/2+ 1) wyznaczyé mozna z zaleznosci #; = ms. T zdenormalizowana
warto$é czasu synchronizacji wstgpnej podstawiajac za m; Srednig liczbe krokéw a za T
rzeczywista warto$é czasu trwania odstgpu jednostkowego skali czasu.
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ZAKONCZENIE

Przedstawiona wyzej metoda obliczania czasu przejscia binarnej petli fazowej modelo-
wanej ergodycznym laficuchem Markowa znacznie upraszcza proces analizy przez eliminacje
czasochtonnego rachunku macierzowego. Ma to szczegllne znaczenie dla praktycznie
stosowanych uktadéw, dla kt6rych wymiary analizowanych macierzy osiagaja wartosci
od kilkadziesiat do kilkaset. Metoda ta moze by¢ réwniez zastosowana do analizy czasu
przejscia innych ukladéw, ktére modelowane sg ergodycznymi laficuchami Markowa.

" DODATEK:
Wyprowadzenie wzoru (10) na czas przejécia w taficuchu Markowa

Czas przejscia w taficuchu Markowa, rozumiany jako $rednia liczba krokéw wyko-
nanych od wyjscia ze stanu s; do osiagniecia stanu s; okreslaja elementy m;; macierzy
sredniego czasu przejicia [5]

M = [I-Z+EZ,]D, (D)

gdzie 1 oznacza macierz jednostkowa. Z macierz fundamentalng laficucha, Z,, macierz
diagonaing o elementach z; z macierzy Z, E macierz jedynkows, D macierz diagonalna
o elementach :
1
d;; 7 B (D2)
okreslonych przez elementy p; wektora rozkladu stacjonarnego P,.
Rozpisujac kazda z macierzy sktadowych otrzymamy

l 100 ...0] [z z, Zi3 e Zyy
0

01 .0 Z31 Z33 Za3 ... Zpp
M=i 001 00—l za1 235 233 ... 25, 14 (D3)
o001 Lz 2 oz ooz
11 1fzw0 0o .0 fYfa.0 o .o°
1T . 1HO 2,0 .0 J[Jo 40 .. o0
+H1 L 10 0 oz .0 fJOo 0 4, .00

Do : [ :l:: :
11 .. 1§00 0 ..z, Jo o o ..a4,l}

Po wykonaniu dzialan i podstawieniu zaleznosci (D2) uzyskuje sie

1 s
p;
5= o) @4
JJ i i 75].

Dy
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Macierz fundamentalna
= [I (P Pl Y, (D5)
opisana Jest przez macierz P przej$é w Jednym kroku oraz mamerz P rozkladu gramcznego.
Wprowadzajac macierz o .
B=[I-(P-P)] . o - (D6)

mozemy napisaé, ze Z = B™1, a elementy macierz'y’Z moga byé¢  wtedy okreslone jako
, . B, , : .
Zi5 = dCiB (D7)

przy oznaczeniu przez B dopelnienia algebraicznego elementu b;; macierzy B.
Korzystajac z (D4) i (D7) mozna zapisa¢, ze dla i # j
1 (By—B8)

T g deB - ™

Zgodnie z definicja dopelmema algebralcznego . :
B_B = ( 1)ZJAJJ—( l)J+1AJu C ' . (D9)

gdzie A;; i Aj; sa odpowiednimi minorami macierzy B.
Jezeli w mmorze A,, przenruesmmy kolumn@ ] na mlejsce kolumny z, to dopehueme

P D ROk Al I ] PO ML =

ilgebraiczne zimieni Znak’ ? gy gdzie S

oot e ety §§ e DOT NEGn o RENIE R T P Y

I = [i—j|—1. ~B10)

Zmiang znaku uwzgledni¢ mozemy zmlenlajqc warto$¢ wyktadnika potegi w dopelmemu
algebraicznym (—1)'*'A;; na wartos¢

3

ETECR O IRV RO

s s s - )21 j>i
k—]+z+lz—![——l f{Zi_l_ <i, (D11)
ktéra jest liczba nieparzysta dla kazdego i,j€N.

Wyrazenie (D9) mozemy zapisa¢ jako ,
B,,—B;; = O;;+A}; (D12)
gdzie A% jest minorem uzyskanym z minora A;; przez przemieszczenie kolumny j.
Minory Aj; i Aj; réznig si¢ tylko elementami w kolumnie i-tej i zgodnie z rachunkiem
wyznacznikéw ich suma réwna jest wartosci minora

1—(p11—p) —(P12 —p3) ... —(PutDP—pi -p) ... — (P —Dn)

—=(P21—P1) 1—(p22—p2) .- —(Pzi"i'sz"Pi"Pj) v = (Pan—Pw)
A, ) = ' ; : :
() —(pi—p) —Pi2—pP2) - 1=@utpi;—Pi~P) - —@u—Pn
—(Pa—p1) —(Pr2—=D2) o —PuAPu—Pi=P) - 1= (Pm—P0)
(D13)

z macierzy B, w ktorym i-ta kolumna zastapiona zostala suma kolumn i-tej i j-tej. Suma
wyrazéw w kazdym wierszu tego minora réwna jest jednosci, a zatem zastepujac pierwsza
kolumne suma kolumn otrzymamy
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1 —=(@12—p2) -« —@u+pii=pi—p0) .. —D@1u—Dn)
U 1~(pa2—p2) -« —(Du+D2;—0i=D) ... —(Pan—Dn)
A = P i : Di4
1(7) L —(@iz—p2) ... 1—(pus +Pi;—Pi—D) . —(Din—Dy) ( )
U ~@u2—p2) . —Bu+Puy—pi=p) ... 1— Pun—pn)

a zastgpujac kazdy wiersz, oprécz pierwszego, réznica elementéw tego wiersza i wiersza
pierwszego uzyskamy

1 - P12—p2) -« —@utpy—pi—p) .. —(P1n—Dr)
0 1—=@22=p12) -« —(P2i+P2;—P1i=P17) - —(Pan—D1n)
AG ) = | : : : .. (D15
(1) 0 —(Pi2—p12) - 1—(pis +Pi;=P11—P1)  —Pin—pP)| ( )
0 —(Pn2—pP12) -+ —(Pui+Pui—Pui =P15) -+ 1=(Dun—P1)
Rozwijajac powyzszy minor wzgledem pierwszej kolumny otrzymamy minor
1—(p22—p12) —(P23—P13) ... — (Pgi +D2;—P1 —P1j) cer T (P_zn —DP1n)
—(Ps2—p12) 1—(P33—p13) ... -— (P3:+ P33~ P =P1j) o —(DP3n—P1n)
A — : : : : :
1 ~(Pi2—P12) —(Pis—p13) ... 1—(py +0ij—P1u—P1) - —(Din—Pin)
—~(Pn2—P12) ~(Pws—P13) .- —(PutPuj—P1i—D1j) ... 1— (Pun—DP12)
(D16)

ktory moze by¢ zapisany jako minor stopnia (n—2) wzgledem elementéw o indeksach
A, D 1iG.0n, .
Ay = by, 50 DI-P+EP,(1n)], (D17)

macierzy [*], w ktorej i-ta kolumng zastapiono suma kolumn i-tej i j-tej. W macierzy [*]
oznaczono przez I macierz jednostkows, przez E macierz jedynkowa, pizez P macierz
przej$¢ w jednym kroku a przez Py, (1n) macierz diagonalna, ktérej przekatna jest identyczna
z pierwszym wierszem macierzy P.

Korzystajac z powyzszych wyrazenie (D8) mozemy zapisaé jako

L Bu (G HE-PHEP, (1n)] (Dlé)

i =, “detB
Na podstawie [2] mozemy napisaé, Ze
_ ALI-F]
i = —qw (D19)
Wyznacznik det W jest wyznacznikiem gléwnym ukladu réwnani
PII-P)l=0

531" _ . (D20)
j=1 ’
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o ogdlnej postaci

1

—Pi12

W] = —Pi13

—Pin

Po transpozycji i zamianie

—Pia

1 17

(1—p22) ~P32 “Paz - — P2
—p23 (1—p33) —Paz .- —Du3
D21
—P2a  —P3a ( _P44_) —Pna ( )
—P2n —P3n " —Pan - (1 _pnn) .

kazdego wiersza j, z wyjatkiem pierwszego, roznica wiersza

j i wiersza 1 a nastepnie rozwinigciu na’ podwyznaczmkl wzgledem plerwsze] kolumny

otrzymamy
(1+p12—p22) (P13—P23) (P1a=p24) -« (P1n—Pan)
(P12—P32) (1+p13—P33) (Pia—P3a) - (P1a—P3n)

(W] = (P12—Ps2) (Pls ~pa3) (1+p1a “P44) v (P1n "“P4n) (D22)

(P12—DPn2)

(P13—Pn3) (p14_Pn4) (1+p1n pnn)

| Na podstaw1e (D6) wyznacznik macwrzy B mozna zaplsac jako

(e ariald |(1 'le1“ ‘Pu) (Pz —sz) (Ps "Pls) (p:l:"pln)l .
| S (p1=P21) (1 +p, ~P2)  (P3=Prs) - (Pn —P__zn) -
|B| = (P1—Ps1) (Pz —Psz) (A +ps "Pss) (Pn—DP3n) (D23)

(p ._pnl) (p2 _an) (p3 —pn3) (1 +Dn —.'pnn) .

Uwzglgdmajqc ze macierze P, i P sa stochastyczne i zastepujac pierwsza kolumne suma

kolumn, a nastgpnie kazdy wi

EISZ Opr ocz plCI‘ WSZEZOo rozmcq tego wiersza i wiersza plCI‘W-

szego oraz rozwijajac na podwyznaczniki wzgledem pierwszej kolumny otrzymamy

!(1 +P12—P22) (P:s—l’zs) (P1a—p2s) - (P1n—P2n)
(P12—P32) (14+p13—P33) (P1a—p3a) - (Pin—P3n)

B] = (P12—Pa>

) (7. 3"‘P43) (1+p1a .’“P44) e (P1n _.'P4n) (D24)

(P12—Pu2) (P13~ Pn3) (Pra=Dna) - (1 +P1n —Dun) |-

Porownujac (D22) i (D24) mozemy stwierdzié, ze det W = det B i na podstawie (D18),

(D19) i (D25) uzyskamy

mij=l

Pj
o , D25
A,y G, HI—P+EP,(1n)] .y (D25)

A, I-P]

Macierz P przej$¢ w jednym kroku laficucha opisujacego binarna petle fazowa jest
macierza tréjdiagonalng i na podstawie (D17) dla j = i+41 otrzymamy
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1-py2+pi2 —P23 0 0 0 0 0
—P32+DPi2 1—pss. —pas 0 0 o 0
+pi2 - T =Py, 00 0
Ay = e 0T AP 0 0 (D26)
+Pi2 0 0 —pirrisr * 0
+P12 0 0 0 : . . ~Dn—1n
+ D12 0 0 0 0 ~Puue1 -1 =P

a po uwzglednieniu stochastycznosci i zastqplemu kazdeJ kolumny k& suma kolumn od k&

do. n uzyskamy

C\ P12+ P2

+Pi2

MRS 2Y)

+P12
+P12
+P12

—Pas

+PDaz
0

0\
0
0

0

—P3a

“+Das
0

0.

0.
0.

.."‘P4s v
" +Psa
0 .

0
0

=0

0

0
Pse
0

0

(== e i e

fpn—ln
+pnn—1

(D27)

Zgodnie z rachunkiem wyznacznikéw mozemy powyzszy minor rozlozyé na dWé minory
Alj - Alj(l) +A11(2) gdzie

Au’(l) =

+D21
0

cooo

+Pi2

+P12
+D12
+Pi2

F B +p12 :
A@ = |10

—P23
+P32

0o .

0.
0
0

ZE

+P32
0

0
0
0

_P34. ’

,+P43
0
0
-0

—Pas

+Dsq4 —

0
0

Cow oo O

com ooo

t

[l B o

0
—Pn—1n
+pnn—1

0

0

0

0
~Dn—1n
+pm|—1

po rozwinieciu ktérych wzgledem pierwszej kolumny otrzymamy

i k-1

= (2 [Toss [T 501 [] posee

I=k+1

I=i4+2

Dla fancucha o tréjdiagonalnej macierzy przej$é [2]

Aj = nPt 1+1 ”Pz,z 1

I=j+1

i na podstawie (25), (30) i (31) dla j =i +1 otrzymamy

(D28)

(D29)

(D30)

(D31)



652 C. Dreger. i : . " Rozpr. Elektrot.

(D32)

co nalezalo wyprowadzic.
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METHOD OF CALgULATIQN OF; TI'_IE E].RST ’I}RAI&SI\T ‘TIME IN BINARY PLL

"Summary

In this paper the method of calculation of ‘the fi"fét transit time in binary PLL, modelled by a homo-
geneous first order Markov. chain, is presented. Formulae are developed which lead to eliminating a com-
plexity matrix analysis. The results of computations based on this method are included.

‘ C. DREGER

METHODE DE CALCUL DU TEMPS DE LA PROPAGATION
DANS UNE BOUCLE DE PHASE BINAIRE

Résumé

Dans larticle on a présenté la méthode de calcul du temps de la propagation dans une boucle de phase
binaire modelée par une chaine homogéne de Markov du premier rang. On a défini les formules permettant
d’éliminer un calcul matriciel compliqué. Les résultats des calculs obtenus & I'aide de cette méthode y sont
inclus.

" C. DREGER

BERECHNUNGSVERFAHREN FUR DIE DURCHLAUFZEIT IM BINAREN
PHASENREGELKREIS

Zusammenfassung

Im vorliegenden Aufsatz wird eine Berechnungsweise der Durchlaufzeit im bindren Phasenregelkreis
dargestellt, der als homogene Markoff-Kette modelliert wurde. Derartige Modelle dienen als Basis fur
die Ableitung von Berechnungsformeln. Es. werden Berechnungsbeispiele gebracht.
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1I. OPETEP

METOJ, BEIYMCJIEHVI BPEMEHH ITEPBOrO OJOCTYDKEHUSA B LIEIIM <$A30BOHI
ABTOIIONCTPOMKU

Pesome

TlpencTaBiieH METOM BLIUMCIEHNS BPEMEHY NIEPBOTO HOCTIIKEHHA B e Hhas0Bol aBTONOACTPONKH
‘MOJE/MPOBaHHON pPeTyJIApHOM mempio MapxoBa mepBoro poja. BeiBemenb! (opMynbl, KoTopble HO3-
BJISET JIer4e, YeM MATPUUHBIC DEIIeHMs, BLIYHCIATE BpeMeHa NEPBOTO AocTmieHusa. IlpeacraBieHbI
Pe3yJILTATEI BEIUMCIICHHUI HaliieHHbIe HPEeIOsKCHHBIM METOIOM .






ROZPRAWY ELEKTROTECHNICZNE, 1987, 33, z. 3-4, ss. 655-667

621.3.014.12
621.317.321

Wykorzystanie funkcji Greena do analizy stabego zjawiska
naskorkowosci zachodzacego w cienkiej plytce prostokatnej
pod wplywem poprzecznego pola o dowolnej niejednorodnosci

JERZY GOLEBIOWSKI (Bialystok)
Zaklad Elektrotechniki Teoretycznej, Politechnika Bialostocka

Otrzymano 1985.09.20

W artykule opracowano oparty na metodzie Greena sposob obliczenia wektorowego
potencjalu pola elektrycznego oraz strat mocy w cienkiej plytce prostokatnej przy dowolnej
niejednorodnosci harmonicznego pola wzbudzajacego. Stanowi to” rozszerzenie wynikow
publikacji, w ktorych analizowano tylko szczegdlne przypadki wymuszen niejednorodnych,
badz jednorodne (rownomierne) pola zewngtrzne.

WSTEP

Analiza stabego zjawiska naskérkowoséci wymuszonego w cienkiej plytce prostokatnej
przez poprzeczne pole elektromagnetyczne byla tematem wielu opracowad. Stosowano
w nich zaréwno metody dokladne (np. Rotha [8], separacji zmiennych [10]) jak i przy-
blizone (np. réwnan catkowych [16, str. 77], [19], Ritza, Kantorowicza [9], [10], [13]).
W cytowanych wyzej publikacjach podano podstawowe uklady réwnan, ktére opisuja
slabe zjawisko naskoérkowosci w sposob ogdlny. Jednak przy konstrukcji analitycznego
lub numerycznego rozwigzania tych uktadéw zakladano, ze strumief przenikajacy plytke
jest sinusoidalnie zmienny w czasie i ze warto$¢ zespolona indukcji nie zalezy od wspol-
rzgdnych geometrycznych (polozenia), tzn.

By(x, z) = const
Tym samym wyniki wymienionych prac zostaly ograniczone do klasy jednorodnych pél
wzbudzajacych, pomimo ogdlnege punktu wyjscia.

Szczegdlne przypadki pol niejednorodnych rozpatrzono w [18], [7, str. 224]. W [18]
przyjeto, ze warto$¢ zespolona skladowej normalnej wektora indukcji wymuszajacej
pole jest iloczynem dwdéch funkgji, z ktérych kazda zalezy od jednej zmiennej przestrzennej

Bo(x. 2) = Brap()/(2) ©
Dodatkowo zatozono tam symetri¢ wymuszenia wzgledem osi odcigtych z czyli parzystosé
wzgledem rzednych x

P(—x) = (%) m
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oraz rozwijalno$¢ @(x) w szereg Fouriera

P = D) Clmgu(®) ®
m=1 ’
W [7, str. 224] narzucono ograniczenia (1) i (2) na dwa wymiary
Bo(—x, ~z) = Bo(xa z) (la)
Bo(x,2) = D, > B, Mgu(x)ha(2) (22)
n=1m=1

Zalozenia (2) i (2a) sa do$¢ silne poniewaz nawet zupelnos$¢ ukladu ortogonalnego
nie gwarantuje jeszcze zbieznosci szeregu Fouriera odpowiednio do funkcji ¢(x) lub
By(x, z) w kazdym punkcie obszaru. Réwniez jest powaznie ograniczona klasa funkcji
dajacych si¢ wyrazié jako iloczyn o zmiennych rozdzielonych (0) i spelniajacych zarazem
zalozenie parzystosci (1) lub (1a). Z tych powoddéw .rozwigzania prezentowane w [18]
i [7] nie uwzgledniaja dowolnej niejednorodnosci pola zewngtrznego i stanowia przypadek
szczegdlny. "

w mmejszym artykule przeprowadzono rozwazama w oparcm [ metode Greena
[3, str. 118], [6 str 168] Umozhwﬁo to anahzg przypadku ogolnego, W ktorym warto§¢
zespolona.-. skladowej normalnej. wektora. indukcji .wzbudzajacej.,prady wirowe w, plytce
jest dowolnq funkdjg punktu: poloZenia.: Jedynym zalozememgest magiosc By
patrywanym obszarze. B L

1. ANALIZA MODELU

Prostokatna plytka przewodzaca o wymiarach 2a na 2b, grubosci g i konduktywnosci
znajduje si¢ w poprzecznym polu elektromagnetycznym harmonicznie zmiennym w czasie.
Niech warto$¢ zespolona sktadowej normalnej indukcji magnetycznej w punktach plytki
wynosi Bo(x, z). Przyjety uklad wspoirzednych pokazano na rys. 1.

xh :
© © © O© O} © ©

ol © © © 0,0 ©0
2b
© 0]06 © © © 0O O]
O o © o 0
Bo(x2)
[ONN N O © © e © © .
0 70 =  Rys. 1. Przewodzaca plytka prosto-
-7 6 6 o 0 o 0 z katna w poprzecznym polu elektro-
© © © © © o 0] magnetycznym,

Przy znanych zatozeniach odnosnie stabej reakcji pradéw wirowych i matych rozmiarow
plytki wektor gestoéci pradu ma tylko dwie skladowe styczne. Jest to przyczyng zreduko-
wania si¢ wektorowego potencjatu pola elektrycznego [12] do jednej skfadowej normalnej
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- 1 o
= —u(x, 2)1
g( )1y

Moina ja opisaé [7], [8], [11] réwnaniem Poissona
V2u(xz) = jerygBo(x, 2) 3)

z warunkiem brzegowym ’
al) =0 4

. . 2 &2 02 ‘
gdzie w — pulsacja, V? = ey + o

I' — obwéd plytki ‘

Kryterium zakresu stosowalnosci zaleznosci (3) i (4) sformutowano i udowodniono w [9].
Zgodnie. z nim, wyniki’ niniejszej pracy sa obarczone nieznacznym bledem, jezeli magne-
tyczna liczba Reynoldsa jest nie wigksza -od: jednosci

Rew = 2y |/ 2 <1 (42)

gdzie u — przenikalno$é magnetyczna
Funkcje Greena pierwszego rodzaju definiuje si¢ [6, str. 171] jako rozwiazanie réwnania

V2G = 8(x—7) d(z—£) ®)
z warunkiem Dirichleta o
G(I) = o, | - ©
gdzie G = G(x,7,z, 8, (g, §) €8S, S— pole prostokata.
x|
- K
2b
L/ =<

)

Rys. 2. Zagadnienie brzegowe dla funkcji 0
Greena. 6(r)=0 ”L § 2a z

Aby scatkowal rownanie (3) nalezy zastosowaé symetryczna (druga) tozsamosé Greena
(31, [4], [20] na plaszczyznie wzgledem u i G

u(x,z) G(x,1,2,8) w(l) G

Po podstawieniu laplasjanéw (3) i (5) do lewej oraz wartosci brzegowych (4), (6) do prawej
strony wzoru (7), rozwinigciu wyznacznikéw, zastosowaniu twierdzenia o filtrowaniu delta
Diraca otrzymano

di. 0}

I

u(n, &) = joy, ff G(x, 7, z, &)By(x, z)dxdz. (8)

N

5 Rozprawy Elektrotechniczne 3/87



658 J. Golgbiowski ) Rozpr. Elektrot.

Zgodnie z definicja wektorowego potencjatu pola elektrycznego gesto$¢ pradéw wiro-
wych wyznacza si¢ z ogdlnej zaleznosci [11]

7 = —‘lg— rotu(x, 2Dy ' )

W [11] podano tez wzdr na straty mocy spowodowane polem réwnomiernym. Przy takim
wymuszeniu jego faza jest stala w rozpatrywanym obszarze

@(x, y) = arg[Bo(x, y)] = const., (x,y) €S %a)

i mozna tak dobraé poczatkowa chwilg czasu, by wartosc tej statej wynosita ( - 12[) w S.

Gdy zatozenie (9a) nie jest spelnione (np. w przypadku pola biegnacego), powyiszego
wywodu nie mozna powtérzy¢ (réznym punktom plytki odpowiada rézna chwila poczat-
kowa). W konsekwencji rozwigzanie réwnania (3) pozostanie funkcja zespolona.

W dodatku I zamieszczonym na koncu niniejszej pracy uwzgledniono ten fakt i tak
zmodyfikowano podany w [11] wzér na straty mocy, by byt rowniez prawdziwy dla nierow-
nomiernej fazy wzbudzenia

P o [ [0 DBole, Ddrdz (10

gdzxe U*(x, z) — sprzgzona warto$c zespolone_] funkcji pradu. i
.o, Efektywne wykorzystanie wzoru (8) uwarunkowane jest wyznaczemem funkc_u Greena
w analizowanym obszarze.

2. FUNKCJA GREENA ROWNANIA POISSONA Z WARUNKAMI BRZEGOWYMI
PIERWSZEGO RODZAJU DLA OGRANICZONEGO
OBSZARU PROSTOKATNEGO

Ksztalt obszaru (prostokat) zdecydowanie sugeruje, ze réwnanie (5) nalezy scatkowaé
metoda Rotha [14, str. 247}. Zgodnie z nia, poszukiwane rozwigzanie ma posta¢ podwojnego
szeregu Fouriera

~ cos cos
66,2, = 3 3 4t m LK x~{_ }K an
n sin Sin
Jednakze warunek brzegowy (6) spelniajq tylko sinusy
. [ mxm . [ nn
sin (? z), meN oraz sin (ﬁ x), nen. 12)
Wynika stad, ze ogdlne rozwiazanie (11) zredukuje si¢ do nastgpujacej sumy
‘ O\ <. |nm . [ mn .
G(x,n,z,8 = 2;_; A(n, m)sin (%x) 51n(72). (13)

Obliczajac z (13) pochodne czastkowe rzedu drugiego wzgledem x i z oraz podstawiajac
je do (5) otrzymano
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2 Z A(n, m) ( b2 ‘:R: ) sm( ’;bt )‘sin (%n— z) = —08(x—n)- 0(z—

(14)
Obliczajac calki
2a : o o
| ' ] mn \ . [Kn Odlam#K .
| sin z} sin zldz = 15
of (2a ) (2‘1 ) {adlam:K (15)
2b
nw ‘i 0dlan#l
sin sin dx = - 16
of (2b ) (2b ) {bdlan:l (16)

stwierdzono, ze ciagi funkcji (12) sa ortogonalne odpowiednio w przedziatach (0, 2a)
i (0, 2b). Stalg szeregu (14) mozna wigc wyznaczy¢ ze wzoru na wspotczynnik uogdlnionego,
podwdjnego szeregu Fouriera [3]

2 2 m2n2
A, ’”)( a5 +W\)

26° w
Of { 8(z— &) 6(x—n)sin (%E z) sin (%z— x) dzdx
== 2b 2a : ’ (17)

Z ,
f f sin? ( ’ZZ z) sin? (%yl—:— x) dzdx
00

() sn (5 4
1 sin 25 sin —EE*

ab n’n 4 m2n? \
(*4252‘ )

Podstawiajac (18) do (13), przestawiajac kolejnos¢ sumowania i zamieniajac iloczyn sinu-
séw z indeksami n na réznice cosinuséw otrzymano

2 b\ .
G(x,1n,2,8) = _—:;771_24 s1n( rzn‘:l'c z)sm(-—’;%z E)x
m=1

: ©_ cos [n ___n(n —x) ] ©_ cos {n _—n(x +7) ]

2b 2b
x 2 b*m? - 2 . b*m? ’ (19

az n=1 a2
Za pomoca twierdzenia catkowego Cauchy’ego o residuach [15] mozna zsumowaé naste-
pujacy szereg dla 0 < y < 2= [17, str. 48]

skad wynika

Aln, m) = — (18)

2+

@«

cosny 1 7 ch(y——ﬁ
2 Pid: 22T 2d shad - (20)

n=1

5%
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Dla 0 € x < 7 sg prawdziwe ponizsze nieréwnosci

(17 x)n (+x)= ' |
Sy <2 i0< 5 < 2. 1)

Do zsumowania wewngtrznych szeregéw zaleznosci (19) zastosowano wige wzér (20).
Po zastgpieniu roznicy funkc_u hlperbohcznych ich iloczynem [1] i uporzadkowaniu otrzy-

muje si¢g dla 0 < x < g
od s@( m z) sin (———mn :S)
_ 2\ 2a
G(x,'r],z,f)— 7_[‘41 (mnb) X
m=1 msh
mw ) muw . ’ .
x sh (—27 x) sh [—za— b n)] . (2
‘W wyrazeniu (19) mozna podstawic
an=0_ [ #x=m] .
i QOS [nx 2b ]; —- cos [n :,1’2b ok ’ (23)
Dla 5 < x < 2b sa wiec spelmone merownosm T ar
. Yény(\ b X) ‘;‘f‘!'f,‘lv h:%i i(-»rrrf;)l E . . . .
X—n)7 xX+n)7w ;:
PR A Akl AL VA
0< —3p <2mi 0 25 £ 2m. (24)

A

Po zastosowaniu wzoru isumacyjnego (20) i dokonaniu analogicznych jak w (22) prze-

ksztalcen otrzymuje si¢ dla 7 < x < 2b }
2 v 2a v
G(x 7,25 §) ? : X

m= msh ( mab )
a

xsh( 5 1;) [’Z—:(Zb~x)}. ‘ (25)

Laczac ze soba wzory (22) i (25) ostatecznie stwierdzono, ze

2 2‘0 Sm( ) .n(%é).x

Gx,m,2, ) = ( mrth \
a

sh(_"liz_x)sh [_’”i(zb—n)] da0<x<7
2a

) (26)

sh (ﬂn) sh [n;—:;(zb——x)] dla 5 < x < 2b.



Tom XXXIIT — 1987 Wykorzystanie funkcji Greena... 661

3. PRZYKELADY OBLICZENIOWE

Celem sprawdzenia poprawnosci obliczen scatkowano (8) dla jednorodnego wymuszenia
i rezultat poréwnano z danymi literaturowymi. Stwierdzono, ze wzory ®), (13) i (18)
prowadza przy B, = const do identycznych jak w [8] zaleznosci.

Z kolei zastosowanie wzordw (8) i (26) daje nastepujacy wynik dla B, = const

@ shlw(%—x)]

. 3wygB,a’ ! da
u(x,z) = —j = Z G Ty X
. . 27
& 2m—1)=n sl 2m—1)= Zl
£ 4a 2a
| [(2m—1)nb]
ch | —Fu—"—
} 2a

Jak widaé, kazdy wyraz szeregu jest iloczynem. Natomiast zalezno$¢ wyprowadzona
w [10] zawiera oprécz szeregu dodang funkcje w postaci zwartej. Przyczyna tej formalnej
| réznicy jest fakt wykorzystania roznych metod analizy. Metoda Greena nie wymaga
bowiem (w przeciwienstwie do metody rozdzielenia zmiennych [10]) przedstawienia
rozwigzania réwnania Poissona (3) jako sumy catki ogdlnej i szczegblnej. Naturalnie
po podstawieniu (27) do (10), scatkowaniu przy B, = const, zsumowaniu szeregu [17]

= 1 A
Z_; @m—1* = 9% 0
otrzymuje si¢ taki sam jak w [10] wzor na straty mocy w ptytce dla B, = const

" { @em— 1)nb_]

_ 4 B O 1 192 @ 2a
m=1
Rozpatrzmy obecnie przykiad wymuszenia nieréwnomiernego. Niech
X Zic.)
Bo(.x, Z) = Bsh (—z—a—) Cos (_ia_) (30)

Kladac (26) i (30) do (8) uzyskano nastgpujace wyrazenie na prad, przeptywajacy przez
dowolna linie laczaca punkt (x,z) €Sz brzegiem plytki, proporcjonalny do sktadowej
normalnej wektorowego potencjatu pola elektrycznego

=
u(x, z) = j8wyga®B

manb
etssh ( )
a

5 mim
c sm(7 Z) (= 1)"cos(1)—1
T [ ] () +Pm(x) +1u(x)]  GD
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a) b)
1{5 7{5 T
x10 <10~ - /7 N
13 13 ' %“\5 - \
- 7\
174 2 : \
ca\
1 1 /1
I T\
10 o / va \
| o\
g g /;/ /\‘\\\‘
1\ 8 T 8 // f \
1 RNCyY REvar HE N ot feigpaw o siNcaW v o
.i“}ﬁf»u O eeo ] ;IL\&;‘_I_?‘JQ(«.A}JSQ'; -i’if!wi AAY N ui&"s*ﬂwgzﬂi A o
5 5 / \ :
- ' Y '
. y »/:\ \\\ \
4 y Y
3 | Iy /FAEEN
\ 4 \
2 / 4 //
i/ 7
[ z=0 =017m

0 75 150 225 300 375 450 m 60 0 75 150 225 300 375 450 m 600

X %19 X —= <19

Rys. 3a. Rozklad modutu funkcji pradu (funkcji  Rys. 3b. Rozklad modutu funkcji pradu (funkcji

strumienia) (31) dla z €40, 0,05> m.

gdzie

Lu(x) =

strumienia) (31) dla z€¢0,05,0,12) m.

sh [l% (2b——x)]

X mx mie X
e — 1 . [mﬂsh (ﬂ) ch (Tx) —sh (7‘-1— x) ch (Z):I .
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()
N \ 2a (1—mn) ' b (1 —mm) .
P, (x) = p— ch[ i @b+x)+mn —(—1—] -sh [T 2b—-x)|;
- ( m x) o
_ 2 (1 +mn) _ b1 (+mm)
Fu(X) = T ch [ P 2b+x)—mn 7] sh i (x 2b)_ .
Modut funkcji pradu (31) stablicowano numerycznie dla ponizszych parametréw

rad ‘ _¢ H

L
Om
g=10"*m 2¢4=0,12m 2b=006m

Otrzymane wyniki przedstawiono graficznie na rys. 3a i 3b. Postugujac si¢ tymi wykre-
sami poréwnano moduly zaleznosci (31) w punktach symetrycznych wzgledem osi plytki
(x=0,03m,z = 0,06 m), nie lezacych na jej obwodzie. Stwierdzono, ze wartoéci modutu
sa wieksze w punktach polozonych blizej prostych x = 0,06 m lub z = 0. Pole wzbudzenia
(30) posiada takg samg wlasno$é, co ttlumaczy powyzsza asymetri¢ rozkladu |u(x, z)|,

Eaczac $rodkowe punkty plytki z jej brzegiem otrzymuje si¢ najdtuzsze linie, a wiec
inajwicksze warto$ci ptynacego przez nie pradu [7]. Uzasadnia to polozenie maksymalnych
wartoéei |u(x, z)| w centralnym fragmencie plytki. Latwo zauwazyé, ze rozwigzania- (31)
nie mozna otrzymac¢ na podstawie zaleznoséci podanych w [18] i [7] poniewaz wzbudzenie
(30) nie spetnia przyjetych tam zatozefi (1) i (la).

yar = 34- 108 [B] = 1,257-10"¢ T

4, PODSUMOWANIE WYNIKOW

Rozwiazanie (26) podstawione do zaleznosci (8) umozliwia obliczenie w rozpatrywanym

prostokacie wektorowego potencjalu pola elektrycznego % u(x, z)Ty przy dowolnie

zadanym (lecz ciaglym) wzbudzeniu niejednorodnym B,(x, z). Stanowi to rozszerzenie
wynikéw prac [8], [9], [10], [16, str. 77], [19], w ktdrych efektywnie analizowano tylko
jednorodne pola zewnetrzne oraz [18] i [7, str. 224], gdzie silne zatozenia (0), (1), (1a)
(2), (2a) powaznie ograniczyly ogdlnoéé rozwazan. Ponadto rozwigzanie podane w [7]
jest podwdjnym szeregiem trygonometrycznym, ktorego wolna zbiezno$¢ stanowi pewng
wade [2], [5]. ’

Wspomnianej wady nie posiada metoda przedstawiona w niniejszym artykule, bowiem
w wyniku czeéciowego zsumowania funkcji Greena daje ona rozwigzanie w postaci po-
jedynczego szeregu, np. (27), (31). Zastosowana w pracy metoda Greena jest tez korzyst-
niejsza od metody rozdzielenia zmiennych. Warunkiem koniecznym jej stosowalnoéci
jest bowiem znajomo$¢ catki szczegolnej rownania Poissona (3), ktorej okreslenie stanowi
bardzo powazng trudnoé¢ [9, rozdzial 3]. Przy wykorzystaniu funkcji Greena problem
ten w ogdle nie wystepuje, co jest zaleta prezentowanych w artykule rozwazan. W niniejszej
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publikacji uogélniono réwniez wzér na straty mocy (10) w taki sposéb, by faza pola
wymuszajacego mogla by¢ funkcja wspélrzednych przestrzennych, a nie tylko dowolna
stala jak w [9], [11].

Przedstawiony algorytm moze byé stosowany do analizy stabego zjawiska naskérko-
wosci zachodzacego w plytkach innych ksztattéw, pod warunkiem wyznaczenia odpo-
wiednich funkcji Greena.

5. EWENTUALNE ZASTOSOWANIA

Waznym elementem wielu ukladéw elektrycznych sa cienkie warstwy przewodzace
nanjesione na powierzchnie dielektryka (np. uzwojenia i obwody drukowane). Analiza
zjawisk elektromagnetycznych zachodzacych w takich warstwach jest istotnym zadaniem
technicznym. Grubos$¢ omawianych warstw jest znikoma, wigc przy czgstotliwoécei prze-
mystowej kryterium magnetycznej liczby Reynoldsa (4a) jest spetnione dla obwodéw
drukowanych na plytkach o malej i $redniej powierzchni.

Prezentowane w artykule rozwazania moga tez stuzyé do analizy pradéw wirowych
w rdzeniach ferrytowych o przekroju prostokqtnym gdzie ze»wzglgdu na bardzo mala

1 -
~10
(10 s -Qm

) warunek .(4a) Jest dobrze spelmony nawet przy wysoklch

konduktywnosé

czgwtgquq;@ch 19).:Badana, lgp.nf;gllnac_]aﬂ(ﬁ;ys J,) tworzy _Lez“mo.delcobhpzemowy Strat
dodatkowych w-niewielkich, prostokatnych‘detalach paramagnetycznych (np. w podklad-
kach). W mniejszym stopniu (duze, lecz jeszcze dopuszczalne wartosci liczby Reynoldsa)
model ten odnosi si¢ do wierzchnich pakietéw.$cianek przenikanych przez strumienie
rozproszenia transformatoréw i dtawikéw [8], [18].

Podane w artykule dokladne wzory analityczne moga byé réwniez wykorzystane do

testowania programéw obliczen numerycznych dokonywanych réznymi metodami.

DODATEK I

Wyprowadzenie wzoru (10). ‘
Moc odpowiadajaca stratom cieplnym jest okreslona prawem Joule’a-Lenza. W dyskue
towanym przypadku ma ono postaé

- %” |1 7i12dS. (32)

Kwadrat normy wektora zespolonego jest réwny sumie kwadratéw modutéw skiadowych
tego wektora [7]

R = |72+ T2 | (33)
Z (9) wynika
- 2 l 2
1 = e || G|+ 2] (34




Tom XXXIII — 1987 Wykorzystanie funkcji Greena... 665

czyli
172 ;;—zngradunﬁ. (35)

Kwadrat normy gradientu mozna wyrazi¢ za pomoca ponizszego iloczynu skalarnego

7]

||gradaij® = gradﬁ~ (gradu)* = gradu - gradu*. | . ' w(3.6)
Podstawiajac (36) do (35), a nastepnie (35) do (32) otrzymano
p=—L f f gradu - gradu*dS 37)
& Y -
Niesymetryczna (pierwsza) tozsamos¢ Greena [20] na plaszczyznie wzgledem u i w* daje
zwiazek
ff gradu - gradu*dS = fu‘* 22 a —ff w*V2udS (38)
s
Z (4) jest
w*(l) =0 o 39)
Kladac (39) do (38) i poiniej (38) do (37) stwierdzono, e
p= L f f w*V?udS : © (40)
v
Wykorzystujac (3) otrzymuje si¢ wyprowadzony wzér (10)
p = —jo [ [ w(x, 2Bo(x, z)dxdz. (41)
s
DODATEK II

Przypadki szczegblne wzoru (10)
Jezeli faza Bo(x, z) w obszarze S jest stala (np. dla fali stojacej), to mozna dobraé tak

poczatkowa chwilg czasu, by faza ta wynosita ( —%) Wowcezas

Bo(xa Z) = _jBO(x: Z)’ (42) ‘
gdzie By(x, z) przyjmuje wartosci rzeczywiste tak jak i prawa strona réwnania (3)
VZu(x, z) = wygBo(x, ) 43)
Z warunkiem ’
u(l) = 0. 44

tatwo jest udowodnié, ze réwnanie Poissona z rzeczywista prawa strona i z zerowym
warunkiem Dirichleta ma rozwigzanie rzeczywiste. W tym celu wystarczy rozpisaé (43)
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oraz (44) na czg$¢ realna i urojong, za$ do tej ostatniej zastosowac twierdzenie nr 1 podane
w [21, str. 89). Stad catka zagadnienia brzegowego (43) i (44) spetnia warunek

u(x, z) = u(x, z), 45)

Jezeli wigc wymuszenie Bo(x, z) ma staly fazg w S, to we wzorze (41) mozna pominaé
oznaczenie wartosci zespolonej (kreskc) oraz sprzgzonej (gwiazdke). Uwzgledniajac
dodatkowo (42) otrzymano

p = —o [ [ u(x, 2)Bo(x, 2)dxdz. - (46)
S

W przypadku réwnomiernego modutu wzbudzenia Bo(x, z) = B, zalezno$é (46) przybiera
postaé dobrze znana w literaturze [9], [11]

P = —wB, ff u(x, z)dxdz.
S
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J. GOLEBIOWSKI

GREEN’S FUNCTION APPLIED TO WEAK SKIN EFFECT WITHIN A THIN SMALL
RECTANGULAR PLATE DUE TO A TRANSVERSAL FIELD OF ARBITRARY HETEROGENEITY

Summary

The author dévelops a procedure, based on Green’s method, of vector calculation of the electric field
potential and power losses in a thin rectangular plate due to a heterogeneous exciting field. It is an extension
of published results concerning peculiar cases of heterogeneous or homogeneous external fields.

J. GOLEBIOWSKI

APPLICATION DE LA FONCTION DE GREEN A I’ANALYSE DU FAIBLE EFFET DE PEAU
SE PRODUISANT DANS UNE MINCE PLAQUE RECTANGULAIRE
SOUS L’ACTION DU CHAMP TRANSVERSAL A HETEROGENEITE ARBITRAIRE

Résumé

En se basant sur la méthode de Green, dans Iarticle on décrit le mode de calcul du potentiel vectoriel
du champ électrique et des pertes de puissance dans une mince plaque rectangulaire pour I'hétérogénéité
du champ d’excitation harmonique arbitraire. Cela constitue une extension des résultats des publications,
dans lesquelles n’ont été analysés que les cas particuliers des contraintes hétérogénes ou bien les champs
homogénes (uniformes) extérieurs.

J. GOLEBIOWSKI

NUTZUNG DER GREEN-FUNKTION FUR DIE ANALYSE DES SCHWACHEN, IN EINER
DUNNEN RECHTECKPLATTE UNTER DEM EINFLUSS DES QUERFELDES MIT BELIEBIGER
UNGLEICHARTIGKEIT AUFTRETENDEN HAUTEFFEKTES

Zusammenfassung

Im Artikel bearbeitete man die Vektorberechnungsmethode des Potentials eines elektrischen Feldes
und der Wirbelstromverluste in diinner Rechteckplatte bei beliebiger Ungleichartigkeit des harmonischen
Erregerfeldes. Die Analyse wurde an Hand der Green-Methode durchgefiihrt. Dies Bedeutet eine Aus-
dehnung derjenigen Publikationen, worin nur besondere Fille der inhomogenen oder homogenen (gleich-
méiBgen) AuBenfelder analysiert worden sind.

E. I'OJIDMEBEMOBCKHN

HCIIOJIb3OBAHME PVYHKIMM I'PHHA IJI1 AHAJIMI3A CJIABOI'O ITOBEPXHOCTHOI'O
SIBJIEHUA B TOHKOY IIPAMOYTOJIFHOM IUIMTKE IO BJIMAHUWEM IIOIIEPEUHOIO
TIOJIS JIIOBOYI HEOIHOPOIHOCTHU

PesmomMme

IIpusenen ofSocHOBAaHHEBIM Ha MeTofe I'puua crocol pacueTa BEKTOPHOTO HMOTEHIHANA 3IEKTPHYEC-
KOT'O IOJSI M TIOTEPh MOIHOCTK B TOHKOH IPAMOYTONBHON IIMTKE IIpH JI000H HEONHOPOMHOCTH Trap-
MOHIYHOrO BO30Y)XAAIOIIEro MOMst. DTO ABJFACTCA PaclIUpeHweM Pe3YJIbTATOB IyGnMKarmii, B KOTOPBIX
TIPO2HAMSHPOBAHEL TOIBKO OTHENbHBIC CIIyYal HEoJHODOMHBIX BO3ACHCTBHIL BTN OTHOPOMHEIE (DaBHO-
MEpHBbIE) BHEIIHUE IOJIfA.
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A contribution to the analysis of the electromagnetic field
on the surface of solid iron of variable
magnetic permeability

MARCELI KAZMIERSKI (E6d%)
Ins(ytut Energetyki, Zakiad Badari Transformatoréw w Lodzi

Otrzymano 1984,09.12 ) .
Application of an equivalent complex magnetic permeability u. -of solid iron for a power frequency

electromagnetic field analysis, provided that surface dimensions of iron elements are more than few centi-
meters, is theoretically proved. The permeability, generally found by measurement on ring-shaped samples,
may be inserted directly into the Maxwell equations, giving in consequence simplified final equations
as for 4 = const. and conflnes the problem to non-lmear boundary conditions. As an illustrative example
of the proposed procedure, an analysis of the electromagnetlc field for an arrangement consisting of a.c.
carrying parallel conductors in parallel with a ferromagnetic half-space, is submitted. Alsd the effect of the
electromagnetic properties of solid iron (¢ = f(H);y) and of its temperature on the final computation
results is examined. The high diversity of the parameters, due to great differences in chemical composition
and of thermal and mechanical processing (which, in some cases, is quite pronounced even for the same
grade constructional steels) complicates a comparison of the calculated and measured results and essentially
limits their conformity.

1. INTRODUCTION

Analysis of a power frequency electromagnetic field in simple systems consisting
of solid iron elements of variable magnetic permeability is essentially a conventional
problem of power electrodynamics — compare [6], [8], [10], [11], [12], [14], [15], [20],
[21], [22], [23], [24], [25], [27], [28], [33], [34], [35], and other authors?. In spite of such
wide interest, which is primarily associated with a possibility of various practical appli-
cations, the problem cannot be considered as fully and thoroughly examined.

In general the magnetic permeability of a piece of solid iron placed in an electromagnetlc
field is a function the coordinates x, y, z and time #: '

p = alHx, y, 2,01 = ux, y, 2, 1) . 0))

In the above expression the following are taken into consideration: three-dimensional
variations of the magnetic permeability as well as its variations with time in every point

D Only limited number of literature on the discussed problems is listed in References.
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of the metal, resulting from the hysteresis loop B(#) = f{H(#)] for the maximum value
of the magnetic field strength in a given point. It was proved experimentally that these
factors contribute to distorsions of waves of the electromagnetic field vectors, namely
magnetic flux density B(z), magnetic field strength H(¢) and electric field strength E(z).

List of some symbols used in the paper:

A — vector magnetic potential, instantaneous value [Wb/m]; A — complex amplitude
of the vector; A, — complex amplitude of a z-component of the vecior; 4 —
amplitude of the vector, .

E — vector of the electric field strength instantaneous value [V/m], other symbols
as for A,

f— frequency [Hz],

H — vector of the magnetic field strength, instantaneous value [A/m], other symbols
as for A,

J — imaginary unit, j2 = —1,

a = Y/ jowy — complex coefficient of wave damping in a conducting medium [I/m],

d(x) — Dirac’s function,
H = o * 4, — absolute magnetic permeability [I-I/m] u, — relative. magnetlc permeabx-
lity; po = 4m- 107 H/m, \ oo S e
w0 = an—— angular frequency [rad/s].- - R R
publications ha "“appeared to’ discuss’ the prdblem in the way presented here

,a.?.r SO 1653 ml—r'o' O st SALIEIE 15 Y -

field,

for

puter techmque —e.g. '[35] : D i :

. Essential. 31mp11f1catxon of’ equatlon (1) is based on ani assumptlon that the magnetlc
permeablhty isrindependent: of time;- what medns in - praetlce that itiis 1ndependent< of*ithe’
inistantaneous ~— H(#); but depends ‘on the maximum ~— H,,, valie of the ‘magneti¢ f1e1d‘
strength in a given point of the metal medium: '

p = ulHu(x,y, 2)] = u(x,y, 2). )]

Numerical solutions obtained under such conditions are based either on the finite diffe-
rences method [25] or on the method of finite elements — [10], [12], more and more
widely accepted nowadays. It should be noted that as a result- of the use of the simplified
formula (2), the higher harmonics in H(¢), B(t) and E(z) waves, resulting from the magnetic
non-linearity of the conducting medium, are eliminated. Hence the method is approximate
and the correspondence between the electric and magnetic field strengths and the magnetic
flux density waves in a real ferromagnetic material, and in its mathematical model, should
be interpretated as the correspondence between equivalent distorted and undistorted
sine waves.

Further simplification is based on the dependence of the magnetic permeablhty of the
solid iron on the amplitude of a tangential component of the magnetic field strength
at the metal surface:

b= plHu(x, Y] = p(x, ). &)
It leads either to approximate solutions of the field equations as with u = const. with
appropriate correction coefficients (Nejman’s conception — [27], later utilized and de-
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veloped-e.g. in-'works [8], [24]) or to the also approximate solutions based on the equivalent
magnetic permeability (uz) of solid iron — [19]. The origin of this conception appeared
nearly forty years ago — e.g. [30]. The permeability has a complex form:

= pa[Hps(x, y)] = ps(x, y)exp[—j¥(x, p)]. @
The equivalent magnetlc permeablhty defined in such a manner, being a function of surface
associated ‘coordinates, may be treated as a physical quantity and may be directly intro-
duced into the Maxwell’s equations. The first part of the paper deals with more detailed
justification of such a procedure.

It is evident that the accuracy of the above mentioned methods for the electromagnetic
field analysis when solid iron is involved, depends largly on the accuracy of determination
of the electromagnetic characteristics (y; u = f(H)) for a particular grade of steel. The
effect of these parameters on the calculated electromagnetic field components on the solid
iron surface is illustrated by an example of parallel conductors placed above steel half-
space — see Fig. 2.

The work reported in this paper was carried out as a part of the government-sponsored
project 05.5A “Chosen fundamental problems in electrical engineering”.

2. USE OF THE EQUIVALENT MAGNETIC PERMEABILITY
FOR MULTI-DIMENSIONAL ARRANGEMENTS

2.1. BASIC FORMULAE

Let us investigate a conducting medium characterized by x4 and y and bounded by
surface A. In point P, being the projection of point P, on surface A, an orthogonal coor-
dinate system z, #, & may be proposed, where z-coordinate is normal to surface A and 5
and £ are surface associated coordinates on A — Fig. 1. It can be proved that if curvature
radius R of surface A is large compared with the depth of electromagnetic field penetration

¢ A
¢
4 Z. Ag00)
T
. 2614 VZ
§ /y Ay
X‘ HX Hg ///
S Ry
O\
7 n Pr(2,,00)
¥4,

Fig. 1. Orthogonal coordinate system
in a conducting medium. Yz
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into metal, appropriate Maxwell’s equations with z, %, & coordinates are similar to those

with Cartesian coordinates. E.g. for the magnetic field strength the dlvergence operator

expressed by z, %, & coordinates has the form [7]:

leH = —1—-[ (3233)H§+ (esel)H +- _(eleZ)Hzls (5)

e e€;.
where e, e,, e; are Lame’s -coefficients. They are equal to (see Appendix 1)

z .
RE,n)° :
where R is the local curvature radius of surface A in point P. Thus, when practical z-
variations are small compared with. the curvature radius. of the boundary surface, which
is true in practice for all metal media having the surface dimensions exceeding a few centi-
meters, it can be assumed that e; = e, = e;3 = 1 and:

0H: oH, O0H, 0H: 0H, OJH, 6
oF "o Ta 9 tan T ez ©)
where 7', & are Cartesian coordinates laying on plane A’.

Inside the metal medium, in point P,(z,, 0, 0), a local orthogonal system of Cartesian
coordinates X, y, z may be so determined as to have the x-ax1s to 001n01de w1th the resultant
field strength, tangentlal to surface A SRS 5 '

RN £ F UL P ¢

e =e, =1+ e; =1,

divH =

: PATIE A ISR R M SRR RIS I
H ]/H2+H2

Both x- and y-axes are coplanar with plane A, parallel to A’. Vector E, is also coplanar

w1th A, and its amphtude is determmed by the formula

sanrd oo oo Dan w2 oond

and its dlrectlon comc1des w1th the y-axis.

Basing on the explicity of the Dirichlet condition solution it was proved in paper [11]
that if the curvature radius of the metal is large compared with the depth of the electro-
magnetic field penetration, the normal component of the vector potential, and thus the
normal component of the electric field strength in the region, can be assumed to equal
zero by identity. Similar conclusion, obtained by different ways, has been derived in
papers [15] and [26]. Hence, the electromagnetic field in the neighbourhood of point P,
expressed by the new coordinate system has components H,, H,, E,. Thus Maxwell’s
equations assuming sinusoidal changes with time of the field vectors take the following
forms

o.H, 0H,
oz ox
E,
= — 3 7
5 = JopH: @)
3} =] CL)‘M.EZ

It can be proved — [11], [20] that in the metal media, for which the field variation with
the metal depth is cosiderably larger than on the surface, without appreciably affecting
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the analysis accuracy®, the second term of the first equaation (7) can be neglected. Formula

0H, _ oH, _ OH,

9z ox oz . - ®
in connection with the second equation gives:
d2H, ) :
) dZ-E = jouyH, = “2Ex 6))
and leads to the same result as for one-dimensional field: ,
H; = Hy(x)e~™ 10)
E, = “%~xs(X)e‘“’ = E,(x)e™". (1D

(The amplitudes on the metal surface are marked by “s” index)

Taking the above into consideration’ the following conclusion can be formulated:
for metal media, where changes of the eleciromagnetic field components with the metal
depth are significantly larger than along the surface (and this is true for most practical
systems where surface dimensions of the metal object exceed a few centimeters), the re-
lationships applicable for one-dimensional field may be safely used for the differential
(local) analysis of the field. Same conclusion has been derived in papers [8], [11] by different
methods.

2.2. EQUIVALENT MAGNETIC PERMEABILITY

An idea of the equivalent magnetic permeability results from equivalence of a real
ferromagnetic material and an equivalent fictitious medium, magnetically linear. Since
the real ferromagnetic material, due to its magnetic non-linearity, is a source of higher
harmonics in H(t), B(t) and E(#) functions, the equivalence of the magnetic field strength
and magnetic flux density and electric field: strength on the real ferromagnetic material
surface and on the equivalent medium surface is approximate and should be considered as
the equivalence of the distorted equivalent sine waves®.

The equivalent magnetic permeability u, of solid iron should be interpreted as per
meability of such fictitious linear medium, which placed inside an a.c. electromagnetic
field of any configuration, instead of the real ferromagnetic material (keeping the same
volume and the same boundary surfaces), will not affect the field distribution and amplitu-
des of the field vectors in the space surrounding the metal medium (except for the above
mentioned approximation re. distortion of waves). The surface impedance at any point
on such equivalent medium surface and the loss density are thus approximately equal
to the surface impedance and the loss density at the corresponding point on the real ferro-
magnetic material surface. o

The equivalent magnetic permeability, according to the above definition, has a complex
form — eqn. (4). Both, its amplitude and phase are functions of the magnetic field strength

"2 According to [20], the error order due to this, in typical systems, is 2.10-¢...2.10~4% for the ferro-
magnetic materials (solid steel) and 3 - 10-3% for copper. !

% The equivalent sine wave is such that its r.m.s. value is equal to r.m.s. value of the distorted wave.

6 Rozprawy Elektrotechniczne 3/87
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amplitude on the surface — Hys and inditectly are' functions of the surface associated
coordinates x, y. They do not change along the z-coordinate.
Complex form of the magnetic permeabﬂlty p of the equivalent medium means that

the sinusoidal H generates the sinusoidal B characterized by angle ¥ lagging with simul-
taneous attribution to is of the features of the eliptical histeresis loop medium. Possibility
for making an approximate quantitative analysis of histeresis effect on the loss distribution.
and division in ferromagnetic material (e g. [28], [32] and other) is an add1t10na1 advantage
of this conception. : :
In practice, when determining the equlvalent magpetic permeablhty, the final conclusmn
from Item 2.1 is used, which states that in any point of the ferromagnetic medium placed
within a power frequency electromagnetic field (which meets conditions re. the surface:
dimensions of the medium), the characteristic field quantities — magnetic field strength H,
electric ficld strength E, vector potential A, stray loss density p, etc. are interrelated as in.
one-dimensional field. Owing to this, permeability 4, may be determined by measurements

on rmg—shaped [19] or ellipsoidal [13] samples.

Equivalence of the real ferromagnetic material and the equivalent fictitious media,.
a result of permeablhty ,uz by defmltlon, permlts to analyse the electromagnetlc field in
an arrangement w1th the equlvalent fictitious medlum, and in consequence to mtroduce ‘
du.'ecﬂy permeablhty Pz ‘into the Maxwell’s equat*ons

3. USE OF THE EQUIVAT'ENT MAGNETIC PERMEABILITY FOR THE ANALYSIS
OF FIELD ON THE.SOLID IRON SURFACE, GENERATED BY CURRENTS
IN PARALLEL CONDUCTORS . . - ..,

As an example ‘llustrating the application of the equivalent magnetic permeability g ,.

the electromagnetic field components distribution on the solid iron surface is determined.
(see Fig. 2). Side walls characterized by 4 = co are introduced to adapt the Fourier series-

Z} [
L/
b 7
. @
Uy Uy Uy -[Ik B r=0
S+ A e e —
2 T 7 9 k| @
< Ho;¥=0
|4 l
L\ \l\ \J\ S\ \[k -
0 X Xy X3 Xy Qv Fig. 2. System:a.c. carrying k-conductors:

Uk _ over a conducting half-space.

for the solution of our problem. The effect of the walls on the field components on the
solid iron surface is estimated in Appendix 2.
The field analysis in similar systems at constant and variable magnetlc permeablhty,
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by using various methods, has been discussed in many publications — [6], - [14}, [16],
117}, [20), [21], [22], [23], [25), [31], [33]. '

The system under consideration is of two-layer structure. One layer (air) is a dielectric,
-of a conductivity assumed to be zero and of magnetic permeability equal to that of vacuum;
the second layer is conductive, having constant conductivity y and variable, complex-
sagnetic permeability #-. Magnetic permeability, amplitude and phase are, according to

eqn. (4), functions of the x-coordinate. Moreover it is assumed that both layers are homo-
.geneous and isotropic and have infinite thickness and their boundary surface is a plane.

The electromagnetic field is generated by currents ; (i = 1, 2, ., k) in parallel con-
.ductors, placed in non-conducting medium, parallel to the boundary plane The conductors,
like the whole system, are infinitely long along the conductor axis (y axis) and their cross-
section areas are small compared with the distance between the conductors and the bo-
undary plane and with distances between them. Therefore their cross-section dimensions
are neglected.

Both, the currents in the conductors and the electromagnetic field generated by them
in the conducting and non-conducting media are of periodic character. It is assumed that
‘their time variations are sinusoidal and the frequency is such that displacement currents
amay be ignored. Moreover, it is accepted that the current amphtudes I; and their phases
«p; satisfy the following condition

k
Zliefw -0, (12)
i=1

which means that they form a compensated system.

3.1. BASIC EXPRESSIONS

The aim of the analysis is to determine the magnetic and electric f 1eld strengths on both
-media boundary surface. It is assumed that the guantities to be determined are continuous
and bounded functions of the coordinates x, z and time ¢ on the whole XZ, plane excluding
field source points (current carrying conductors) and the walls of u = co. Relations
between them satisfy the Maxwell’s equations which, in the system under consideration
and assuming that 9/dy = 0 and Hy, =0, lead to egn. (7).

Let us introduce vector potential A, defined by [6], {71, [8]

‘ B = rotA (13)

in the analyzed system

' = 1,4’ (14)

The components of the electric and magnetic field strengths from eqn. (7) can be expressed
in terms of A4, by the following formulae

E, = —jwd, (15)
H, = —”1 33’—;” (16)
A a

G*
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Differentiating both sides of (16) with respect to z and of (17) with respect to x and substi-
tuting the result in the first eqn. (7) and after taking into consideration (15), we get
o1
04, dlnp, (18)

924 %4 ’ ,
Vi, = Gt g = Mt My = Jupy At

Eqn. (18) differs from its equivalent Helmholtz’s equation for the linear medium by the

term M, = 04,/0x dlnu.[dx “introduced” by the magnetic non-linearity of the conducting
medium by applying the equivalent magnetic permeability. In practice, when dimensions

/

i N/ =
| NI P
} [T\ | /
| / \/ |

X L

; A
N :
'71700,%; 100 ‘,\‘\ j \ / % |
ﬂfl)W'll”ZI IHXI \. \ = - . - 2 ;
e g3k \' // \ \\v/‘tr ! »
M ! Nk
}‘\\\\ /'><
Lg1 // \'\ @I i ", ./' : /@'/ —
N 22l
\\ // ) \\‘F~ -
g2 93 4 g5 g6 g7 mas8
X —

Fig. 3. Estimation of amplitudes of eqn. (18) both terms for a metal surface (z = 0) in one-phase, two-
conductors system; distance between conductors 0,34 m; h=0,12 m; I = 10100 A.

of a metallic object exceed a few centimeters, the term involving din iz /0x in (18) can be

neglected as |M,| < |M;| (10%...10° times lower — Fig. 3). Thus

| V24, = o4, | (19)
(20

where :
@ = Yjop:y = y2klcos(x/4—¥[2) +jsin(w/4—¥/2)]

oy 0By

k 2
For air y = 0 and g, = po = const., eqn. (18) is simplified into the Laplace’s equation
@n

V24, = 0.
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The following conclusion may be thus formulated: for practical systems comprising
ferromagnetic materials with the proposed assumptions and with expressing the variable
magnetic permeability of a conducting medium by the equivalent one, formulae for the
vector potential of the electromagnetic field in both metal and air can be simplified to
the form describing the case when the metal medium is magnetically linear.

3.2. SOLUTION OF THE FIELD EQUATION

For the system under analysis the vector potential 4,(x, ¥) can be determined from
the following equation

4,3, ) = Y Cufiz)cos I x. (22)

n=

-

The zero term (r = 0), as it is shown in Appendix 4, is equal to zero in this case. As H,
component has to be zero on the walls, characterized by # = (x=0,0), it follows
from the condition

o0
By Ny oo g _
H, o _ﬁﬂncnﬂ,(z)smﬂ,,x—o for x =0,7
that
/1,,:1’_7-; n=1,2.. (23)

The vector potential in three selected regions of the XZ plane — Fig. 2, may be expressed
as follows:
— forarea 1 (z = A)

o0
AP = 2 Cine~*n"cos A, x, (2%
n=1
— for area 2 (0 < z < /)
.4§’2) = 2 (CZne—l"z+C3nel"z)cos z"lx’ (25)
n=1
— for area 3 (z < 0)
00 e o0
AD = Z D,,e‘/“z‘f"%%os)u,,x = e“ZZDnCOS AnX. (26)
n=1 n=1

Eqn. (26) does not, of course, give the vector potential distribution inside a real ferro-
magnetic material but inside an equivalent fictitious medium. On the surface of this equ-
ivalent medium, as specified in Item 2, the electric and magnetic field vectors are the same
as on real ferromagnetic surface. ,

Constants Cy, ... Cs,, D, will be determined from the boundary conditions. For
z = k we have
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AVl = AP ]z=n
1 a4 ] 1 a4 - @D
‘ﬂo aZ z=h Po oz z=h = 8\

The effect of a rapid change in tangential component of the magnetic field strength H,
due to the boundary surface current density is given by the second eqn. (27). For a single
filamentary current placed at point x; the surface current density can be expressed using
the Dirac’s function — refer for example to [4]

g(x) = ]/fliefq’ié(x—xi).
Thus, for the system from Fig. 2 it is equal to

k
g(x) = Y2 D Lemd(x—x), (28)
i=1

where 8(x—x;) is the Dirac’s function (J — distribution).
The 6 — distribution is expandable in a trigonometric series — [2]*. Thus, the express-
jon (28) may be represented by a cosine series over the region <0, [>:

g(x) = % g+ /\ a,,cosA X : | 29
n= 1 . R
where
K
ay = ilf g(x)dx = %‘Z-Iieﬁh =0 - (30)
0 i=1
2 2 .
a, ] Ofg(x)cosl xdx = e AWyt 3y
and
_ k
VZe s V., .
W, = uo T Z I e/%icos A, x;. (32)

After substituting (30) and (31) in (28) and determining Cj, constant from (27) we get for
region 2:

4;2)(3‘-5 y) 4\_, (C2n “hI+ W, el"z) €os /1,,)6 : (33)

3.3. NON-LINEAR BOUNDARY CONDITIONS

Conditions on the boundary between regions 2 and 3 are expressed by the following
APze0 = 4]0
1 945 1 94y (34
Ho 3 |, T # B . |

4 ge also Charpter ,,General theory of & function” in: D. Iwanienko, A. Sokolow, Klassiczeskaja
teoria pola, GITTL, Moskwa-Leningrad, 1949, pp. 9—32 '
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- It follows from the first condition that: , o

‘ C2n = Dn_ Wn ‘ } (35)
Substituting (35) in the second condition (34) we get‘th'e following set of equations for
determining constant D,: '

D) I~ Dy +2W,)cos 2, x = F(x) Y Dycos hyx (36)
n=1 n=1
where #(x) = Z[H,(x)] is expressed by the formula
“ o oy |7, P(H) ]
F(x) = = = exXpjl—+ —r" 37
£ = #o Bl ]/,urz(Hxs) P [ 4 2 D
By applying formulae for coefficients of the Fourier series to eqn. (36) we get
4 0
A(—D,+2W,) = %«fﬂf_"(x) 'chosljxcosl,,xdx, n=1,2,3..
o . ~ G8)
2 )
Ao(—Dy+2W) = 7—J3‘_’(x) ‘21/ Djcos 2;xdx, - n=0
i=

It can be proved, see Appendix 4, that D, = 0 for proposed assumptions. By denoting
1

K., = f F (x)cos A;xcos A,xdx
[¢]

the foﬂ%ying‘ final set of the eQuations is obtained
oo

Wody = Y DM, (39)

J=1
where

1 1

Mj’" = TKJ-’"‘I' 26*

7 jYd.n

and éf, is the Kronecker’s symbol.

The infinite set of equations (39) has been solved numerically and the matrix K; ,
has been determined by the iterative method (replacing function x over the range 0 <
< x < I by a broken line).

. _
70 = S5 @
u=1
where
gy+r,x for xe <x11—1 5 xl’>
| Sulx) = {0 for xed{x,_q;x,) 0
and _ FOp- )%= F (X,) Xy

=
Xp—Xp-1

o= 'Z’..(xp)'_‘?'_—(xp—l) .

r
Xp—Xp-1
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As the first order approximation of the function & (x), its value obtained from the-
solution for u = const. has been accepted. The iterative process is fast converging. For
practical systems, after 3...5 iterations, results obtained in the succesive iteration do not
differ from those obtained in the previous one by more than 5%.

4. EFFECT OF THE MATERIAL CHARACTERISTICS
DIVERSITY AND OF TEMPERATURE ON THE CALCULATION RESULTS

The non-linear function & [H,(x)] = £ (x) — (37) includes the basic electromagnetic
parameters of the metal medium i.e. conductivity y and permeability u = f(H). (The
Yz = f(Hy,s) curve is, at a given frequency, indirectly dependent on the d-c magnetization

curve — [15]). Thus, accuracy of determining & (x) for a given grade of steel affects accu-
racy of the results obtained by using the proposed method. Both conductivity y and shape
of the u = f(H) curve, corresponding to the d-c magnetization, are considerably dependent
on carbon and other admixtures contained in a particular steel grade and also on the
crystallographic structure, especially of the surface layers — [1], [9]. The latter are also
affected by heat and mechanical processing — [29]. Taking all these factors into con-
sideration when calculating the field in a real system is practxcally impossible. Construc-
tiotial’ steel available on the doimestic market aré ‘characterized by highly divérsified per
cent content of components. Sometimes even the limits prescribed by the applicable stan-
dards — [36] are exceeded. This fact obviously limits the accuracy of the calculated results.

Cases when there is a possibility of cuttmg a sample out of a greater object, testmg the
material sample and introducing the testmg results into a computer program aré ifi practlce-
rather exceptional. But even in such cases there is no guarantee that the electromagnetic
characteristics of the sample were not changed due to mechanical processing (mechanical
cutting or flame cutting).

8
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Fig. 4. Grade St3s steel conductivity versus temperature. 1 — Sample I, 2 — Sample IL

Figs. 4 and 5 illustrate y = f(®) curves and d-c magnetization curves, for two samples.
of St3s steel. The differences are clearly visible. Chemical composition of the samples
are given in Table 1.



*A19A130adsas [g1] 1od eyep Iy ojdures ‘I aldures ‘(g)f = *n — 9 *¢ p ‘Apansadser [€1] xod eyep ‘I ojdwes
‘T oldures ‘(F)f = g — ¢ ‘T ‘T '[9S SE1S opeIs 10} i3uons ppo1y onsuseur snsioa Aqestniad OOUSEUI SALB[OI PUR 9AIND WONBZNSUSEUL. O-(F ¢ 81g

Q00 Wiy 09 0% o S e 0z o 0 1
_ _ 20 00z
R
\ \%
90 oog
00 008
g n
o e-ssL
. I"\“\ .
> = 2t ooz
— L Ve Hoost
e S| [ \\\
‘\\\\ " YA
e : . A9t Hooes
\.I\O»\\\\b\.
— "] : .
: _ 81 Hooss
/ i
(c ¢ Howz

[681]



682 M. KaZmierski Rozpr. Elektrot.

Table 1
Chemical composition of the St3s steel samples
Chemical composition (%) V20

C Si P S Mo { Cr No W | x10%-—-
Sample I— [19] 0,2 | 0,15 0,03 0,37 0,5 0,05| 0,031 07 7,2
Sample I 0,16 | 0,25 0,015 | 0,013 | 0,59 | — l — — 5,686
Data from [13] not specified ‘ : 6,34
According to max | 0,1— | max max — I — — i — —
PN-72/H84020 — [36] | 022 | 0,35 | 0,05 | 005 | E |

4.1. F(Hzs) FUNCTION

Graphs of the real ‘and imaginary parts of & (Hxs)f‘-at temperatureg@ = 20°C for grade
St3s ‘gteéfl (based on test%sj;?qn:samples I and IX) are shown in Fig. 6. Excluding, less interesting;

from‘practical point, of| View, the weak field range, the real L F (H,s) and imaginary —
o ) L. ! o SO B £,) R G
F:(H;) part can be quite correctly approximated ‘by the! following linear function

; Z(Hxs) = Q+BHJCS ’ (42)
where: '% ) :
Sample I Sample 11
[ 1]
o m | = 1,0 1,2
1 W
o ™|~ 1,6 1,8
[ 1]
—_—_ = . -4 . -5
R, A 1,16-10 8,436-10
R, [%W —  126-10-%  1,444.107¢

Comparison of the computed results obtained by using the above specified coefficients
O and R with the results of measurements on a large-scale physical model of one-phase,
two-conductor system is shown in Fig. 7. Similar comparison for a three-phase, three-
conductor system is illustrated in Figs. 8 and 9. The figures show relatively great effect
of the material on the amplitudes of the magnetic field strength on the metal surface.
Differences of amplitudes due to the material diversity are, of 20% order for the tangential
components and 10% for the normal components. :

The presented measurement results are from various measuring cycles in which two
different plates of grade St3s steel were used (the sheet used was not that used for the
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Fig. 6. Real and imaginary parts of & (H,;) for grade St3s steel, 1 — sample I, 2 — sample I1.
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Fig. 7. Comparison of measured on a large-scale physical model and calculated amplitudes of tangential

(Hxs) and normal (H,s) components of magnetic field strength on grade St3s solid steel surface for one-

phase, two-conductor system. Distance between conductors is 0,34 m; £ = 0,12 m, I = 10100 A. Cal-

culations have been made for ® = 20°C. 1 — measurement; 2 — calculations based on sample T data;
3 — calculations based on sample II data.

ring-shaped samples®). The measured tangential and normal magnetic field strength
components on the metal surface are for the three-phase system (Figs. 8 and 9) closer

to those calculated for the sample I, and for one-phase system (Fig. 7 closer to those
calculated for the sample II.

® If only considering different ring-shaped sample thicknesses (sample I — 18 mm, sample IT —
49 mm, plates of the physical model — 8 mm). The ring-shaped samples were prepared by means of flame-
cutting from a larger piece of steel and then machanically processed (on a lathe).
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Fig. 8. Amplitudes of normal compounent of magnetic field strength on steel plate surface (grade St3s steell)

for 3 — phase, 3 — conductor system. ¢; = ¢; = 0,46 m, h=0,15m, I, = 4600 A, I, = 5660 A, I; =

= 4750 A. 1 — measurement; 2 — calculation based on sample I data and for 0 = 20°C; 3 — calculation
based on sample II data and for: a —20°C, b — 80°C, ¢ — 150°C.
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Fig. 9. Amplitudes of tangential component of magnetic field strength on steel plate surface (grade St3s
steel) for 3 — phase, 3 — conductor system. ¢; = ¢z =046 m, h=0,15m, I; = 4600 A, I, = 5660 A,
I; = 4750 A. Designations — see Fig. 8.

4.2. EFFECT OF TEMPERATURE

So far no effect of the temperature variations of the steel plates was taken into bac.(':lount.
It follows, from eqn. (37), that the function H,s depends on conductivity and consequently

on temperature ©. To take it into account, eqn. (42) should be written in a more general
form o

=%'_’_(}Ixs) = k@(_g_%_Rins)a v (423.)
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where, for grade St3s steel of the sample II parameters basing on Fig. 4:
' 310,
ko = ]/ 290,840 " )

The calculatéd results for three-phase, three-conductor and one-phase, two-conductor
systems and for varying temperature of the steel plate are shown in Figs. 8...11. For a

180
x192
Alm

160

40
120
T 100
Hzs
80
60
: 40
Fig. 10. Amplitudes of normal component
of magnetic field strength on solid iron surface
for one-phase, two-conductor system. ¢ = 20
=0,23 m, A= 0,1 m, I = 7500 A. —— mea-
surement, calculation for: —— © = 20°C, 0
— —— 0 = 80°C, —+ — @ = 150°C.
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Fig. 11. Amplitudzs of taaz:ntial comdona 20
of magnetic field strength on solid iron surface
for one-phase, two-conductor system. Data and Jls

designati ons — see Fig. 10.
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change in the plate temperature from 20°C to 150°C the maximum difference in the normal
component of the magnetic field strength on the metal surface is up to 127, and in the tan-
gential component up to 6%. In the physical model the steel plate temperature is of course
not constant. In a thermal steady-state it is a three-dimensional function of the stray
loss density, heat coduction of the plate and heat transfer to the ambient air. However,,
as’it can be seen from presented examples, neglecting this fact does not greatly affect the:
results. ,

The per cent differences for the analysed systems between the measured and calculated.
maximum values of the magnetic field components on the metal surface, due to the diversity
of grade St3s steel material data and due to ignoring of real temperatures of the plate,
are listed in Table 2. ’

Table 2

Extreme differences (per cent) between the maximum values — measured and calculated, of the
tangential-H, and normal-F, components of the magnetic field strength on the solid iron surface.

Maximum difference referred to calculated

Component System values based on material as for:
U o Sample I | Sample II
: 1:phase | 20,5 3,5
3 3:-phase 7 | 7.5 - 20,0
: 1-phase ‘ 9,5 0,3
H,, -3-phase , 105 o100

]

5. CONCLUSIONS

The approximate solution of the electromagnetic field equations in systems with solid
iron of variable magnetic permeability is presented. It features replacement of ferromagnetic
material by a fictitious medium of p, permeability which is a function of the tangential

component of the magnetic field strength on the solid iron surface, and, indirectly, a func-
tion of the surface associated coordinates. It is a consequence of the statement proved
in the paper that for the metal media and at the power frequency — when the physical
surface dimensions of the object under consideration exceed a few centimeters — for the
local electromagnetic field analysis, the relations valid for one-dimension field may be
applied. The further consequence of the above mentioned statement is a possibility of
determining magnetic permeability u, based on measurement e.g. on the ring-shaped
samples.

Introducing permeability u, into the Maxwell’s equations leads approximately to the
rélations as for u = const. and confines the problem to the solution of the non-linear
boundary conditions. ’ '

Correctness of the method is proved by comparison of the measured and calculated
results on equivalent physical models.
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Results of testing the grade St3s constructional steel show considerable diversity
.of the electromagnetic characteristics. This may be attributed either to differences in' che-
mical compos1t10n of the tested samples — see Table 1, or to differences due to heat or
mechanical processing [29]. The proper selection of the material data, represented by the
function & (H,;), influences directly the calculated.results. It has been also shown that the
steel plate temperature influences the calculated electromagnetic field components in
some measure. In consequence, as it is practically impossible to precisely determine the
material data and the real temperature distribution for each case, con31derable erfors in
-determining the magnetic and electric field strengths on the solid iron surface are inevitable.
“This conclusion is confirmed by other autohors [4], [18],. [29].

The presented comparison of the measured and calculated results permitted to estimate
the error due to the above. For the systems under analysis‘ it is as high as 209, for the
#angential component of the magnetic field strength on the solid iron surface and 10%
for the normal component — see Table 2. .
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APPENDICES

1. FORMULAE FOR LAME’S COEFFICIENTS

Let there be given an arbitrary smooth surface I' — Fig. 12 — with determined point 0,

being an origin of curvilinear coordinate system of s, ¢, n, where n.is normal to surface
and s and ¢ are coplanar with I. Moreover two points are determined — M(s, ¢, n) and
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Fig. 12. For Lame’s coefficients determination

M'(s+ds, t+dt, n+dn) — being in distance dl. Tn Cartesian system the coordinates of M
and M’ are x, y, z and x+dx, y+dy, z+dz respectively. Square of distance dl is equal to
= dx?+dy?+dz? (A.D)
or
dI? = e}ds®+e3dt®+e3dn?, : A2)
where e;, e,, e; are Lame’s coefficients.

Let normal lines with respect to surface I', running through points M and M’, intersect
surface I" in points N and N’. Let curvature radius of surface I"is R(s, t). It is assumed that

'R(s, t) is a continuous function of s and ¢ and having continuous first dérivatives. From

Fig. 12, with approximation due to neglecting infinitely small values of hlgher orders, it
can be obtained N

2 = (MM')? = (MLY? +(LM')? (A.3)
, , _ NN
. Slnce LM’ = n, ML= [R(s, t)+nld®, dO = R D)
NN’ = y/ds?+dt?, square of distance dl is equal to
2 _ n # : 2 2 2
di? = l1+—R_.(S, t) ] (ds?+dt?*)+dn (A4
And finally
n
e = 1+ RG, t) e3 =1 (A.5)

Similar derivation in 2-dimensional system can be found in paper [3].

2. ESTIMATION OF THE EFFECT OF SIDE WALLS OF u = co0 ON THE CALCULATION
RESULTS

Existence of a side wall of infinite magnetic permeability in the system in Fig. 2, mostly
affects the electromagnetic field in the region of outer conductors (i = 1, k). The effect
will be estimated by considering a system consisting of a single current conductor with

7 Rozprawy Elektrotechniczne 3/87
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and without a side wall by applying the image method — Fig. 13. Our considerations
will be concentrated on the maximum value of the tangential component of the magnetic
field strength on the solid iron surface (x = 0, z = 0). The component is equal to:

—-
\®Mm1

Fig. 13. Estimation of effect of side wall of p = 00. a) eystem without side wall, b) system with side wall

 in a system without a side wall (Fig. 13a)
Hiom = Vz La-m (A6)

——'in a system with a side wall T(Fig‘. :‘13b) ‘
YT i > SRt
(":IM—M)’I'*‘W(J f’m)M"'hZ' 452 P G IR T e Tt ea_,(cA7)

Taanratery - rva b I{’xs‘ﬁl"':‘""

2
o T
Where the 1mage coefflcxents are denoted by m for solid iron. and M for an 1dea1 ferro-
magnetic .material, respectlvely St T

I

AA»V

Denotmg the error due to presence of the sxde wall by A We have ‘
|H;sm_H:’5.’vml . . h?
Hj.n =M h?+4b?

A= (A.8)

Assuming that M = 1, the minimum distance between the side wall and the conductor
can be expressed in terms of A and % by the following formula: :

bmin = V IZAA h (A9)

For example, for A = 0,1 m and A = 1%, Dmin = 0,5 m.

3. CONSIDERATIONS RE. SIMPLIFICATION OF EQN. (26)

The simplified form of eqn. (26) results directly from (10) and (11), which in turn are
a consequence of simplification of formula (8). Corectness:of the procedure can be proved
in another way too.

Generally, for solid iron, the following inequality applies — [8], [11], [19]:

0%4, 32A
5.2 >

(A.10)
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which will be used by introducing the dimensionless variables x’ = x/lI', and 2z’ = z.k
into eqn. (18), where k is determined by eqn. (20a). Distance I’ (the distance between the
outer conductors) is characteristic for the vector potential variations along x-axis and

1/k = ]/ w; y is the depth of penetration of the electromagnetic field which -characte-
rizes the 41, change albng z-axis. Thus equation. (19) takes a form
4,  , P4,
772 T g2

where &2 = 1/I'*- k? is a very small dimensionless parameter (¢*> < 1)®. Employing the
perturbation methods [5] for (A. 11), unknown function 4, may be expressed by a power
series with respect to parameter &2

= 24,¢ 5 (A.11)

4y = L7+ L0+ AP+ (A.12)
By substituting (A.12) in (A.11) and grouping the terms with the same power of we get
2 4(0) N
!*aaé;i =240 [57) n=0

i 32A§’n) aZAg’n—l) (A'13)

l dz'? + ox'?

The form of eqn. (26) used in the paper corresponds to zero term of the series (A.12):

A(x,2) = A(x)e CED

Error due to such procedure will be estimated basing on eqn. (26). In numerical solution

of an infinite set of the equations (39) the series terms above n = N, when the left side

of the equation (4, W,) is in practice equal to zero, are rejected. The term et [l — see

(32), is crucial from this point of view. Usually, for practical systems, taking into con-

sideration 20...30 terms of the series is quite sufficient. For » = 30 and typical values —

f=150 1/s, p, =4m-10"7-400 Vs/Am, y = 6-10° 1/Om we get — |a[> = 10°%, A% =
= 10*. Thus the error for the thirtieth term of the series is as follows

_ VP B

Of course, the error for the sum is substantlally lower.

Similar accuracy estimation for a 3-dimensional system by using a triple trigonometric
series has been given in [34].

YA B

- 100 = 0,5%;

4. CONSIDERATIONS RE. REJECTION OF THE ZERO TERM (# = 0) WHEN EXTENDING
THE VECTOR POTENTIAL INTO A COSINE SERIES

For n =0, after taking (12) into account we have from (23) and (32)
/2 o—ink
do=0, W,= 1im‘—2__"’_ Z L eicos Ayx; = 0.

0
n-—>! Py

8 Let us assume for example, as in real systems, that / = 2'm and 1/k = 5 mm. Thus s* = 6,25 -1076.

7*
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Thus, from the condition (36), which now has a form

- 0=F®Do

and for a finite value of & (x) it follows that D, = 0.
Moreover it should: be proved that in eqn. (38) the zero term is equal to zero too.

The integrand of the nght hand side of the second equation (38) is proportional to the tan—
gential component of the magnetic field strength on the iron surface

F (%) Z D;coS ;% = pho Hs (A.15)

Jj=1
Integral of the tangential component on the boundary surface and over the region under
consideration (0 € x < ) can be calculated by using the Ampere’s circuital law and by

‘4 2
N AN
| T ‘II\
Y N
! N
E L E
| el 1)
| !
A I )
s |I !
NS I I NS
=, 1 42 13 k
®©®® - © |
;"fﬁllf\ elin? o8 10 s Ko R L SO s g s 08) sy et o
-~ IL R —! o : 1
0 /1'/3’ A x Fig.’'14; For [ H.s(x)dx calculation
e 9t i
/Hu . sl Jilg\ 0 istlost

assummg the of mtegratmn as in F1g 14, Dlm__ ns1on h1 is so chosen as to get the
magnetlc field equal to zero at h1 high. Thus '

S , 0
[ Ba= f H, dx+ f H,(x = Ddz+0+ [ H,(x = 0)dz (A.16)
0 A 4 .

OABC

As on the walls of 4 = oo (x = 0, /) the H, component disappears, and considering the
fact that the ampere-flow through OABC contour is equal to zero — see eqn. (12), we
have

, _
Hdl= [Hdx=0 (A17)
0 . ’

OABC
Hence also D, = 0.

M. KAZMIERSKI
PRZYCZYNEK DO ANALIZY POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO NA POWIERZCHNI
MASYWNEJ STALI O ZMIENNEJ PRZENIKALNOSCI MAGNETYCZNEJ
Streszczenie

W pracy uzasadniono teoretycznie moziiwo$é stosowania zespolonej zastepezej przenikalnosci magne-
tycznej u. masywnego Zelaza do analizy wolnozmiennego pola elektromagnetycznego, o ile wymiary po-
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‘wierzchniowe obiektow stalowych przekraczaja kilka centymetrow. Przenikalno$¢ te, zazwyczaj wyznaczang
pomiarowo na probkach pierscieniowych, mozna wprowadzi¢ bezpodrednio do réwnan Maxwella, czego
nastgpstwem jest uproszczenie rownan konicowych do postaci jak przy u = const i przesunigcie srodka
ciezkosci zagadnienia do nieliniowych warunkow brzegowych. Sposob postgpowania zilustrowano na
przykladzie analizy pola elektromagnetycznego w ukladzie przewodéw rownoleglych z pradem prze-
miennym, umleszczonych réwnolegle nad polprzestrzenia przewodzaca ferromagnetyczna. Ponadto wska-
zano na wplyw wartosci parametrow elektromagnetycznych masywnej stali (w=fH);pi temperatury
na wyniki koncowe obliczefi numeryczaych, ktore to parametry, z uwagi na rozrzut w sktadzie chemicznym
i wplyw obrébki cieplnej i mechanicznej metalu, mogg przyjmowaé wartoSci zZnacznie rozniace si¢ miedzy
sobg w odniesieniu do tego samego gatunku stali konstrukcyjnej, CO W sposOb oczywisty ogranicza mozhwq
do uzyskania zgodnos$¢ wymkow obhczen numerycznych z wynikami pomiarow.

M. KAZMIERSKI

CONTRIBUTION A L’ANALYSE DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE SUR LA SURFACE
DE L’ACIER SOLIDE A PERMEABILITE MAGNETIQUE VARIABLE

Résum¢é

Dans cet article on a motivé théoriquement la possibilité de application de la perméabilité magnétique
équivalente complexe p. du fer solide & I’analyse du champ électromagnétique lentement variable, quand
les dimensions superficielles des objets d’acier dépassent quelques centimétres. Cette perméabilité, ordinai-
rement mesurée 3 ’aide des échantillons annulaires, on peut I'introduire directement aux équations de
Mazxwell. En conséquence les équations finales de Maxwell prennent la forme simpliffée de celles ot u =
= const et le centre de gravité du probleéme est déplacé comme pour les conditions aux Jimites non-linéaires.
La maniére de procéder a été illustrée par un exemple de P’analyse du champ électromagnétique dans le
systtme de conducteurs paralleles 2 courant alternatif, installés en paralléle au-dessus du demi-espace
ferromagnétique. Bn outre, on a indiqué P'influence des valeurs de parametres électromagnétiques de
Pacier solide (4 = f(H), ) et celle de la température sur les résultats finals des calculs numériques. Vu
la dispersion dans la composition chimique et 'influence du traitement thermique et mécanique du métal,
ces paramétres peuvent prendre les valeurs trés différentes pour la méme sorte de I'acier de construction.
De cette maniére la congruence des valeurs de calcul numérique avec les valeurs de mesure possibles a
obtenir est limitée.

M. KAZMIERSKI

BEITRAG ZUR ANALYSE EINES ELEKTROMAGNETISCHEN FELDES AN DER OBERFLACHE
VOM MASSIVEN STAHL MIT VARIABLER MAGNETPERMEABILITAT

Zusammenfassung

In der Bearbeitung wird die Anwendungsmoglichkeit der komplexen Ersatz-permeabilitit . eines

massiven Eisens fiir die Analyse des elektromagnetischen Wechselfeldes theoretisch begriindet im Falle,
wenn die Objektmessungen mindestens einige Zentimeter betragen. Diese Permeabilitit, die iiblicherweise
mittels Messungen an Ringproben bestimmt wird, kann unmittelbar in die Maxwellschen Gleichungen
eingefiihrt werden, wodurch die Endgleichungen zu gleichen Formen, wie bei p = const. vereinfacht
werden, und das Grundproblem zu nichtlinearen Grenzbedingungen verschoben wird. Die Handlungsweise
wird am Beispiel der Analyse eines elektromagnetischen Feldes in einer Anordnung mit parallelen Wech-
selstromleitern veranschaulicht, die parallel zu den ferromagnetischen Halbraum untergebracht sind.
Es wird auBerdem auf den EinfluB der Werte der elektromagnetischen Parameter des massiven Stahls
(u = f(H);y) und der Temperatur auf die Endergebnisse der numerischen Berechnungen hingewiesen.
Diese Parameter konnen wesentlich unterschiedliche Werte wegen erheblicher Streuung der chemischen
Zusammensetzung sowie des Einflusses der thermalen und mechanischen Bearbeitungsweise des Metalls
annehmen, und zwar bei gleichen Arten des Konstruktionsstahls, was offensichtlich die Moglichkeit einer
Ubereinstimmung der Ergebnisse der numerischen Berechnungen mit den MefBergebnisse beschrinkt.
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M. KA3BBMEPCKH

K BOITPOCY OB AHAJIM3E 9JIEKTPOMATHHTHOI'O ITOJISI HA TIOBEPXHOCTHU
MACCHBHOM CTAJIM C HEJIUHENHOM - MATHUTHO¥ NPOHUIJAEMOCTIO

Pesmome

TeopeTHuecKH ToKa3aHa BO3MOKHOCTD IIPHMEHEHHA 3KBUBAICHTHON MarHUTHOH KOMIUICKCHOM IIpo-
HHIAEMOCTH M4, MACCHBHON CTaNM K aHANM3Y IEPEMEHHOrO JIEKTPOMATHHTHOTO HOJA B CIIydae, Korja

IIOBEPXHOCTHBIE Pa3Mephl CTAIBHBIX 3JIEMEHTOB IIPEBBIIIAIOT HECKOIBKO CAHTHMETPOB. DTa IPOHMIAE-
MOCTb, OOLIKHOBEHHO ONpEfeNseMas MO M3MEPEHMAM HA KOJBLUEBBIX o0pasiax, MOXKET ObITh BBE/IEHa
HETOCPEICTBEHHO B ypaBHeHMs MaxcBesia, BCIEOCTBHE Wero IIOIy4aeTCs YIPOIIEHHE pe3yiIbTaTHB-
HBIX YpaBHEHUH K BHAY KaK IPH 4 = cons! W TEPeNBIDKEHME LEHTPA TDKECTH MpoGiIeMbI K HeNMHEH~
HLIM TPaNWYHBIM YCIOBHAM. MeTon HpPOMLIIOCTPHPOBAH Ha NpHUMEpPE aHAIN3a SIEKTPOMaTrHHTHOrO
HOJIST CHCTEMbl IapasUIeNbHBIX IIPOBOJOB BEAYIIMX IIEPEMEHHBIN TOK, PACIOJIOMKEHBIX NapajIelbHO
HaZy GeppPOMarHUTHLIM IIOIYIIPOCTPAaHCTBOM.

Kpome Toro yKasaHo BIMAHME 3JIEKTPOMATHHMTHBIX MaPamMeTpoB MaccusHo#t craymm (u = f(H);¥)
H TEMIEPATYPHL HA PEe3yJIbTATLI HYMEPUUECKUX BLIUUCIICHMA, DTH NapaMeTpbl, IPUHIMAS BO BHHMaHME
paccesHue B XHMHUUYCCKAM COCTaBE M BIIMSHHE TEPMHUYECKOH M MeXaHMuecKoll oOpaboTHy MeTasia, Mo-
I'YT Ha MHOI'O OTJIMUATECA APYF OT APYra HJIA TOTO JKE CaMOoro COpTa KOHCTPYKIMIOHHON CTajiM, 4To KO-
HEYHO OTPAHMYHBAET BOSMOXKHOCTH COBIAJEHMI PE3YJIBTATOB BBIUMCICHHW ¥ H3MEepPeHM.
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Numeryczna analiza rozkladu pola magnetycznego w maszynie pradu
stalego

PAWEL STASZEWSKI (Warszawa)
Instytut Maszyn Elektrycznth, Politechnika Warsz_awska

Otrzymano 1986.03.25

W artykule przedstawiono numeryczng analize pola magnetycznego w maszynie pradu
stalego dla stanu jalowego i obcigzenia. Zaproponowano oryginalna metode wyznaczania
rozkladu pradéw w strefie uzwojenia twornika. W obliczeniach zastosowano metode ele-
mentdw skonczonych i wykorzystano uniwersalny pakiet programoéw. Przedstawiono wyniki
w postaci rysunkéw rozkladéw linii sit pola i rozktadéw indukcji w szczelinie dla stanu
jalowego i obcigzenia.

1. WPROWADZENIE

Ciagly rozwdj automatycznej techniki obliczeniowej w zakresie sprz¢tu i oprogramo-
wania powoduja wzrost zastosowan numerycznych metod wyznaczania rozkladéw pél
do analizy i obliczen projektowych obwoddéw elektromagnetycznych. Metody te umozli-
wiaja szczegdltowe uwzglednienie rzeczywiste] geometrii maszyn oraz nieliniowosci ma-
terialéw magnetycznych traktowanych jako obwody o parametrach rozioZonych. W tej
sytuacji, numeryczne metody analizy obwodow elektromagnetycznych maszyn elektrycz-
nych maja charakter precyzyjnego narzedzia do badania zjawisk i wlasnosci tych maszyn,
dostarczajac coraz wigcej informacji wykorzystywanych w procesie optymalnego projekto-
wania. : o ‘

W niniejszym artykule dokonano polowej, dwuwymiarowej analizy obwodu elek-
tromagnetycznego krajowego silnika pradu stalego PXOVK{104b-2, 170 kW, 1500 obr/min.
(EMIT-Zychlin) z zastosowaniem metody elementéw skoficzonych pierwszego rzedu®.
Rozpatrzono bieg jalowy i dowolne obcigzenie silnika w ustalonym stanie pracy. Uzyskane
wyniki w postaci rozkladéw linii sit pola magnetycznego i indukcji sa podstawa do iden-
tyfikacji parametréw i charakterystyk pracy maszyny, obliczanych w oparciu o wielkosci

-catkowe pola.

¥ Prace prezentowane w tym artykule zrealizowane zostaly w ramach problemu wezlowego 05.54 ,,Wy-
brane podstawowe problemy w dziedzinie elektrotechniki’. '



696 : P. Staszewski Rozpr. Elektrot.

Ostatnio coraz wigksza uwage zwraca si¢ na uniwersalno$¢ algorytméw i programéw
obliczeni polegajaca m.in. na: mozliwosci operowania réznorodnymi warunkami brzego-
wymi, automatycznej generacji i weryfikacji danych jak réwniez réznorakiej formie przed-
stawienia wynikéw. Prezentowana w niniejszym artykule numeryczna analiza obwodu
magnetycznego silnika pradu stalego wykonana zostala z wykorzystaniem specjalnie
opracowanego pakietu programoéw spelniajacego niektdre wymagania co do uniwersal-
nosci.

2. OKRESLENIE ROZKEADU PRADOW W OBSZARACH ZRODLOWYCH

2.1. OPTYMALNE POLOZENIE SZCZOTKI

Wzajemne usytuowanie biegunéw komutacyjnych, wycinkéw komutatora i szczotek
W rozpatrywanym przykladzie uzwojenia petlicowego schodkowego, przedstawione jest
na rys. 1. Optymalne polozenie szczotek na komutatorze wyznaczyé mozna przez dwa
warunki:

[

e cvanstdven - ochog He dm wobsianhe o e

!‘v[;"-r "z)w,ia:tgy r |

Lt growiiug
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Rys. 1. Poglqdowy szkic usytdowania obszaru rotora (zlobkow i komutatora) wzgledem biegunéw komu-
tacyjnych

 Warunek 1: Jezeli $rodki pretéow gornych znajduja si¢ w osi bieguna komutacyjnego,
to zestyki wycinkow (od pretéow gomych i dolaych polqczonych szeregowo) powinny byé
polozone w osi szczotki.:

Warunek 2: Optymalne ustawienie szczotki dla poszczegdluych polozeh pretéw gor-
nych i dolnych musi odpowiadaé momentowi gdy w polowie okresu komutacji sgsiednie
wycinki komutatora polozone sa w osi szczotki, wtedy gdy prety poloZone sg najblizej
(jednoczesnie) osi biegunéw komutacyjnych.

W oparciu o te waranki wyprowadzi¢ mozna [1] wzdr na wspélrzedna katowa optymal-
nego ustawienia szczotki zwiazanej z N-tg strefa biegunowsa maszyny
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Zomar = ) I +05e] G+(N—D)m)p dla N=1,..,2 (0
PIZy CZym X, &y Oznaczaja odpowiednio: wspdlrzedng katowa ustawienia szczotki
z punktu widzenia n-tego zezwoju oraz skrét zezwoju dla kolejnych n = 1, 2, 3 zezwojéw,
ktérych gérne boki znajduja si¢ w analizowanym zlobku komutujacym.

2.2. PRADY W PRETACH KOMUTUJACYCH

Prad w precie komutujacym wyznacza si¢ z prostej zaleznosei:
I = 21a 6kom/ysz (2)

gdzie I, i y,; oznaczaja prad galezi réwnoleglej i katowa szeroko$é szczotki. Kat komutacji
Orom Okresla polozenie wycinka komutujacego wzgledem osi szczotki i wyraza sie zalez-
noscia [1]:

6kom = Zopt— (‘B(g) + O>Stk) ‘ (23')

przy czym: f, — podziatka komutatorowa;
Yopt — WSpOIrzedna optymalnego ustawienia szczotki (p. 2.1);
B — wspoélrzedna osi rozpatrywanego, komutujacego wycinka komutatora
polaczonego z okreélonym gérnym pretem.
Wspdlrzgdna (@ obliczana jest z zaleznosci:

. Ig(g) — y(g)+a(g) (Zb)

przy czym: y@ — wspélrzedna polozenia rozwazanego preta gornego;
a@ — katowa odlegto$é tegoz preta. od rozwazanego wycinka komutatora
z nim polaczonego [1].
Prad komutacji obliczony dla gérnych pretéw zezwoju odnosi sig réwniez do pola-
czonych szeregowo prgtéw dolnych, ktére identyfikowane sa co do numerdw i wspét-
1zgdnych wedhug znanych zaleznoéci opisujacych uzwojenia.

2.3. PRADY ZASTEPCZE W TROJKATACH DYSKRETYZACYINYCH
W PODOBSZARZE UZWOJENIA TWORNIKA

W obliczeniach numerycznych rozkladu pola magnetycznego w maszynach elektrycz-
nych zachodzi koniecznos$¢ dyskretyzacji obszaréw. Ze wzgledu na lokalizacje pradow
W pretach zezwojéw nalezy dokonaé transformacji pradéw ,,pretowych” (1, ..., 6) w prady
zwigzane z elementami (tréjkatnymi) dyskretyzujacymi (I, ..., IV) ten obszar (rys. 2).
W przypadku uzwojenia twornika transformacja dotyczy zaréwno pradéw w pretach
zlobkéw, w ktérych prad jest ustalony, jak réwniez pradéw w pretach komutujacych.

Wyréznia sie dwa przypadki obliczeniowe zwiazane z réznymi mozliwymi obszarami
strefy ztobkowo-zgbowej maszyny, ktdre moga byé rozwazane: przypadek przynaleznosci
calego zlobka oraz przypadek przynaleznodci polowy ztobka (lewej, lub prawej) do anali-
Zowanego humerycznie obszaru maszyny (patrz rys. 2).
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Rys. 2. Szkice przekrojow zlobkow z oznaczonymi pradami przewoddw (I, ..., Ig) i pradami w tréjkatach
dyskretyzujacych (I, ..., Iiv) a) pely zlobek; b) poél ztobka (przypadek graniczny)

Na podstawie zaleznosci geometrycznych w podzielonym #Ztobku, wartosci pradéw
w poszczegdlnych trojkatach dyskretyzacyjnych wynosza:
— dla przypadku calego ztobka: :

;31LE U330 Cosmerater
Lennt e B
Iy = Caa I+ Coaalu+Cyels,
przy czym wspélczynniki C oblicza¢ nalezy z nastgpuj;;cych zaleznosei [2] — cz. V, rys. 2:
Cii=C35 = S51/S  Cop=Cy6 = Sg/S
Cis = Ca3y = 85[S  Cyp = (6 = Se/S
Ciz = Ca3 = Coy = Cyy = Ss/S = S4/S
-— dla przypadku polowy Zlobka:
I = Ci31,+Cs1s
Iy = Ci3l3+Css1s
Iy = Coulu+Crels
Iy = Coqly+Cysls,

Il

4

przy czym: )
Cis = 83/S;  Cis = Ss5/S;  C33 =0,5-53/S; Cis = 0,5—S;5/S
Cos = S4/S;  Coe = Ss/8;  Cay =0,5-8,/S; Caue = 0,5—S56/S:

W przypadku ztobkéw catych, w ktdrych zaden z pretow nie komutuje prad I jednakowy
dla kazdego z czterech tréjkatow dyskretyzacyjnych moze by¢ réwniez obliczony z prostszej
zaleznosci: ' o

I=L=I=hy=Iiy=0,Lx u/Q2a-n,) &)
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gdzie:
I,y — nominalny prad twornika;
u — liczba czynnych pretéw w zlobku;
a — liczba par galezi rownoleglych uzwojenia twornika; °
n; —liczba trojkatéw dyskretyzacyjnych (jednakowych) w Zobku;.
0, — wspdlczynnik okreslajacy stopien obcigZenia maszyny w stosunku do obcigzenia
Zhamionowego.

2 4. PRADY ZASTEPCZE W OBSZARACH UZWOJENIA BIEGUNOW
GLOWNYCH I KOMUTACYJINYCH

Warto$¢ pradu zastgpczego dla trojkata zww}zanego Z obszarem uzwojenia biegundéw
gidwnych obliczana jest z zaleznodci:

I = QIIfNZg/ng (6)
przy czym Ipy, z,, n, oznaczaja odpowiednio: znamionowy prad wzbudzenia maszyny
liczbg zwojéw uzwojenia bocznxkowego (na jédnym biegunie) oraz liczbe jednakowych
tréjkatéw, na ktére podzielona zostala powierzchnia przekroju poprzecznego boku cewki
uzwojenia bocznikowego.

Podobnie okresla si¢ wartos¢ pradu zastgpczego dla tréjkatéw zwiazanych z obszarem
uzwojenia’ komutacyjnego:

) = Qo Lyzilm, . ©)]
'w zaleznosci od znamionowego prqdu twornika I,y oraz.parametréw z;, n, analogicznych
-do parametréw z,, n, wystepujacych we wzorze (6). Wspdlczynniki Q, = Ly, Qp =
= I;/I,y wystgpujace we wzorach (5), (7) umozliwiaja wyznaczenie rozktadu pradéw
w trojkatach dyskretyzacyjnych dla dowolnego stanu namagnesowania i obciaZenia
Imaszyny, w tym réwniez dla stanu jatowego (Q, = 0).

3. CHARAKTERYSTYKA METODY I PROGRAMOW OBLICZEN W STANIE
JALOWYM I W STANIE OBCIAZENIA MASZYNY

Wiele programéw obliczen spotykanych w literaturze, dotyczacych numerycznej analizy
‘pola magnetycznego ma ograniczone zastosowania z uwagi na specyfike sformulowanych
zadaf oraz specyfike obiektéw dla ktérych te programy Zostaly napisane [3, 4, 5.

Celowe wydaje si¢ zatem opracowywanie uniwersalnych pakietéw programéw przezna-
czonych do analizy okreslonych rodzajéw zjawisk i zaleznosci w obwodach elektromagne-
tycznych odpowiednich grup maszyn elektrycznych Uniwersalnosé takich pakietéw
programdéw powinna polega¢ m.in. na:

— jednolitym sposobie przygotowania danych dla réznych przykladéw obliczer;

— automatycznej, badZz pélautomatycznej generacji siatek dyskretyzujacych réine roz-
patrywane obszary;

— automatycznej weryfikacji duzej ilosci danych dotyczgcych dyskretyzacji;

— mozliwoéci zadawania réznorodnych warunkéw brzegowych, specyf 1cznych dla okres-
lonych zadan obliczeniowych;
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— mozliwosci analizy réznych standw pracy maszyny;
— mozliwosci wszechstronnej (tabelarycznej, graficznej, itp.) prezentacji wynikéw obli-
czen.
Scharakteryzowane poniZej algorytmy i programy -obliczen spelniaja w wn;kszosc;
powyZzsze wymagania.

3.1. METODA WYZNACZENIA ROZKLADU POLA MAGNETYCZNEGO

Problemy wyznaczania rozkladu pola magnetycznego metodami numerycznymi w ma-
szynach elektrycznych byly wielokrotnie analizowane w literaturze. Obszernym opraco-
waniem na ten temat jest réwniez pozycja bibliograficzna [2] cz. II. Zgodnie z przedsta-
wionymi tam wnioskami do analizy pdl magnetostatycznych, wygodnie jest zastosowaé
wielokrotnie zweryfikowana, powszechnie stosowana metod¢ elementu skoficzonego
(MES).

Teoretyczne podstawy MES tzn.: sformulowanie nieliniowego ukladu réwnaf i metoda
jego rozwigzania, sposob okreslenia elementéw wektora #r6det, macierzy uktadu i macierzy
Jacobiego, warunki poczatkowe oraz kryteria zbieznosci zwigzane z iteracyjng metoda
obliczefi podano w opracowaniu [2] cz. III i nie beda tu przytaczane, ze wzgledu na ich
konwencjonalng forme. . .

Przedstawiony w artykule umwersalny algorytm obhczen rozklady pola metodq cle-
mentu skoficzonego umozliwia rozw1%zywame zadan Z warun_kaml brzegowyml zerowme
zerowo-periodycznymi, zerowo-antypenodycznynn, penodycznyml i antypenodycznynn
[2] -— cz. IV. Przy odpowxedmch adaptacjach mozliwe jest réwniez uwzglednienie warunku
Neumanna Kazdy ZwWW warﬁnk oplsany Jest poprzez tzw. wektor komc"dencp Z UwWz-
gl@dmemem "ktbrego ‘obliczatie §3 elementy macwrzy ‘Tacobiego' w ‘prayietej’ metodzie
nieliniowych iteracji Newtona. Do rozwigzywania ukladu réwnan liniowych wykorzystano
metode iteracyjna sprezonych gradientéw JCG [6]. Do aproksymacji charakterystyki
magnesowania materiatéw ferromagnetycznych wykorzystano metode spline funkcji
w postaci wielomiandw drugiego i trzeciego stopnia [7].

3.2. PAKIET PROGRAMOW

Struktura pakietu programéw liczacych, kreslacych i weryfikujacych przedstawiona
jest na rys. 3. Uzytkownik przygotowuje siedem zbioréw danych (rys. 3 — kétka z pod-
wojnym obrzezem) tzn.: zbiér WS wspéhrzednych weztéw, liste tréjkatéw TR, zbior INP
okreslajacy przynaleznos$é tréjkatéw do poszezegOlnych podobszaréw, zbiér KOR jako
wektor koincydencji, zbiér TAPE 2 zawierajacy wybrane parametry i dane konstrukcyjno-
materiatowe, zbiér TAPE 3 okreslajacy wartoéci pradéw w podobszarach Zrodtowych oraz
zbiér INPUT stanowiacy zespdt parametréw sterujacych praca gléwnego programu obli-
czefn T. Aktualny stan rozwoju metod programowania umozliwia pétautomatyczng gene-
acje zbioréw WS i TR. Instytut Maszyn Elektrycznych Politechniki Warszawskiej posiada
obecnie taka mozliwosc.

Program MESDANE przygotowuje dane dotyczace dyskretyzacp obszaru, za$ program
RYSPODZ realizuje rysowanie siatki podzialu rozpatrywanego obszaru maszyny na
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[ RYSPODZ ] WERYFIK ] '

PROGRAM GLOWNY /
OBLICZEN T
I WYKRES

PROGRAMY RYSUJACE
PRPLOT /CPPLOT

Rys. 3. Struktura pakietu programow

RYSPOZ

®

elementy tréjkatne, z zaznaczeniem numeracji weztéw lub tréjkatéw. Program WERYFIK
shuzy do sprawdzenia poprawnosci przydzielenia tréjkatéw do poszczegdinych podobsza-
row oraz sprawdzenia poprawnoSci sporzadzonej przez uzytkownika listy trojkatéow
z obcigzeniem pradowym (TAPE 3). Program gléwny obliczen T wyznacza rozklad pola
magnetycznego w przekroju poprzecznym maszyny metoda elementéw skoticzonych
(p- 3.1). Program RYSPOZ umozliwia wykonanie kilku rodzajéw rysunkéw przedstawia-
jacych trajektorie linii sit pola magnetycznego w éwiartce lub w poléwee przekroju po-
przecznego maszyny. Program CALKA przewidziany jest do przetwarzania wynikéw
obliczen programu gléwnego 7. Znajduje on m.in. punkty charakterystyczne w rozwig-
zaniu dla potencjatu wektorowego. Program WYKRES przeznaczony jest do rysowania
rozkladu skladowej radialnej indukeji w szczelinie przytwornikowej przy biegu jalowym
lub obciazeniu maszyny**.

** Zagadnienia zwigzane z zaprogramowaniem algorytmow obliczen opracowane zostaly szcze-
golowo w pracy [2] przy wspotudziale zespolu numeryk6w-programistow w skladzie: W. Guzinski, R. Pietak,
R. Stankiewicz.



702 P. Staszewski Rozpr. Elektrot.

4. PRZYKEADOWE WYNIKI OBLICZEN

Przy rozpatrywaniu idealnego biegu jalowego silnika PXOVKS 104b-2 do numerycznej
analizy przyjeto obszar o rozpigtosci podziatki biegunowej v pomigdzy osiami sgsiednich
biegunéw (1/4 przekroju poprzecznego maszyny — I éwiartka). W tym przypadku mozna
skorzystaé z zerowego warunku brzegowego Dirichleta dla potencjalu wektorowego
formulujac stosowny dla biegu jatowego maszyny wektor koincydencji. W stanie obcig-
zenia niezbedne jest przyjecie do analizy obszaru o rozpigtoéci 27 pomiedzy osiami sgsied-
nich biegunéw jednakoimiennych (1/2 przekroju poprzecznego maszyny, I i II éwiartka).
W tym przypadku korzysta si¢ z warunkéw zerowo-periodycznych dla potencjatu ze
wzgledu na spowodowang obcigzeniem asymetri¢ rozktadu pola wzgledem osi geome-
trycznych biegunow. Dla innego obszaru i innych warunkow brzegowych tworzy sig
odpowiedni dla stanu obciazenia wektor koincydencji. Nalezy zaznaczy¢, ze dla badanego
silnika uzyskanie rozwiazania dla stanu obcigzenia w obszarze o rozpigtosci v z warunkami
brzegowymi zerowo-antyperiodycznymi jest niemozliwe z uwagi na fakt, iz pelna symetria

W

Rys. 4. Dyskretyzacja obszaru dla stanu obciazenia, numeracja wezldw, pierwsza Cwiartka
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Rys. 5. Dyskretyzacja obszaru dla stanu obciazenia, numeracja trojkatow, druga éwiartka

pradéw i geometrii maszyny wystepuje z okresem 27, a nie 7. Potwierdzily to obliczenia
testowe.

Podziat polowy przekroju maszyny na trojkaty z zaznaczeniem przykladowo numeracji
wezlow w I éwiartce i numeracji tréjkatéw w II Cwiartce, przedstawiaja odpowiednio
rys. 4irys. 5. Rysunki te sa wynikiem dziatania programu RYSPODZ. Na kazdym rysunku
rysowane sa rowniez kontury obszaru.

Weryfikacja poprawnosci dyskretyzacji obszaru pod kgtem przynaleznosci trojkatéw
do poszczegdlnych podobszarow przedstawiona jest przyktadowo dla I éwiartki na rys. 6 —
jako wynik programu WERYFIK. Program kresli kontur obszaru i w $rodku kazdego
trojkata pisze numer podobszaru, do ktdérego trdjkat ten nalezy.

Weryfikacje poprawnoéci deklarowanej przez uzytkownika listy tréjkatow z obciazeniem
pradowym na przykladzie II éwiarki maszyny przedstawia rys. 7 wykonany réwniez przez
program WERYFIK. W konturach obszaru zaznaczone sg w tym przypadku wylacznie
numery trojkatéw znajdujgcych sie¢ w podobszarach zrédlowych. Rysunki 4-+7 wyko-



. F 3

Rys. 6. Weryfikcja poprawnosci dyskretyzacji, pierwsza ¢wiartka

avnens

Rys. 7. Weryfikacja poprawnosci rozkladu pradow
[704]
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nywane przez programy RYSPOZ i WERYFIK s3 bardzo uzyteczne — szczegdlnie
w zadaniach zwiazanych z duzymi, szczegétowo dyskretyzowanymi obszarami — umozli-
wiaja one bowiem szybka kontrole poprawnosci podziahi, numeracji elementéw i popraw-
nosci zadania obcigZzen pradowych.

Tabulogramy wydruku danych i wynikéw obliczen programu giéwnego T wyznacza-
jacego rozktad pola magnetycznego zawieraja m.inn.:

— zbidr parametréw sterujacych programem, wybrane parametry znamionowe, niektére
dane konstrukcyjno-materialowe maszyny, fragment listy pradéw z obszaru twornika;

— listy weztdw 1 tréjkatéw; R

— stabelaryzowane rozwigzania dla potencjatu wektorowego w wezlach siatki oraz dla
skladowych wektora indukeji w tréjkatach. - :

Tabulogramy te (jak réwniez tabulogramy pozostatych programéw, danych i wynikow)
przedstawione sa, ze wzgledu na ich obszernos¢, w zatacznikach opracowania [2]. Rozktad
wektora indukcji .magnetycznej w przekroju poprzecznym maszyny jest poprawny pod
wzgledem strukturalnym. Wartoéci indukeji w poszczegdlnych elementach obwodu magne-

Rys. 8. Rozkiad linii sit pola dla biegu jalowego maszyny I/Iy = 0, LIy =1

8 Rozprawy Elektrotechniczne 3/87
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tycznego odpowiadaja wartosciom wynikajacym z obwodowej teorii maszyn i zawieraja
si¢ w granicach 0-+3T. Najwyzsza warto$¢ indukcji wystepuje w przewezeniu nabiegun-
nika.

Rozkiady linii sit pola magnetycznego ze stalym skokiem dla I/Iy = 0 (bieg jatowy)
oraz I/Iy = 1 (obcigzenie nominalne) przy I /Iy = 1 przedstawiajg rys. 8, 9. Rysunk1 te
sa wynikiem dzialania programu RYSPOZ.

O poprawnosci rozktadu pola w stanie biegu jalowego (rys. 8) §wiadczy m.inn. symetria
pola wzglgdem geometrycznych osi biegunéw gtéwnych, wlasciwy rozplyw strumienia
magnetycznego pomiedzy srodowiskami o réznych wlasnosciach magnetycznych np. uklad
zab-2lobek, prawidtowe katy zalamania linii sit pola przecinajacych granice Srodowisk
itp. Rozk}ad linii sit pola w stanie obcigzenia maszyny (rys. 9) jest réwniez poprawny struk-
turalnie i ilosciowo. Wyraza si¢ to poprzez charakterystyczne skrecenie strumienia w sto-
sunku do osi geometrycznej bieguna, nieréwnomierng gesto$é linii sit w strefach prawego
i lewego nabiegunnika oraz przemieszczenie neutralnej osi magnetycznej bieguna komu-
tacyjnego w stosunku do jego osi geometryczne;.

Rozkiad skladowe;j radialnej indukcji w szczelinie przytwornikowej dla biegu jalowego
i obcigzenia znamionowego maszyny przedstawiaja odpowiednio rys. 10 i rys. 11. Rysunki
sa wynikiem dzialania programu WYKRES. Cechg charakterystyczna rozktadu indukcji
w stanie biegu jalowego jest jego symetria wzgledem osi geometrycznych biegunéw gtow-
nych oraz zerowe wartosci w strefie bieguna komutacyjnego. W stanie obcigZenia zauwa-
zalny jest typowy niesymetryczny przebieg $redniej wartosci indukeji pod biegunem oraz
niezerowe wartoéci indukcji w strefie bieguna komutacyjnego. W obu przypadkach. wie
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Rys. 10. Radialna skladowa indukcji w szczelinie w stanie biegu jalowego
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Odbiegajace w zauwazalnpym stopniu od normalnego poziomu warto$ci indukcji
w poblizu osi biegunéw gtéwnych moga wynikac z duzej nieregularnoéci i niejednakowej
gestodei siatki w tym podobszarze.

Przedstawione powyZej rezultaty obliczen w postaci rozkladow linii sit pola oraz
rozktadéw indukcji w szczelinie wnosza istotne informacje dla konstruktora maszyny
dotyczace roztozenia obciaZen magnetycznych, wyzyskania obwodu magnetycznego,
stopnia oddzialywania twornika itp. Rezultaty te potwierdzaja poza tym poprawnos¢
zastosowanych algorytméw obliczen, poniewaz sg poprawne pod wzgledem fizycznym.

Przedstawione w niniejszym artykule wyniki obliczefi stanowia pierwszy, podstawowy
etap numerycznej analizy obwodu elektromagnetycznego badanego silnika. Wyniki te sa
podstawa do prowadzenia dalszych obliczen numerycznych m.inn.: identyfikacji para-
metréw rozproszenia biegunéw gléwnych, obliczen napigé indukowanych w uzwojeniu
twornika oraz wyznaczania charakterystyk obciaZenia silnika w oparciu o wielkosci
catkowe pola. Zagadnienia te sa przedmiotem nastgpnych opracowan autora.

5. PODSUMOWANIE, UWAGI KONCOWE

W artykule przedstawiono numeryczna analiz¢ rozkladu pola magnetycznego w prze-
kroju poprzecznym silnika pradu stalego PXOVKT 104b-2 typowej konstrukeji dla stanu
jalowego i obciazenia. Do obliczefi zastosowano metode elementu skonczonego.

Przy wykorzystaniu oryginalnej. koncepcji optymalnego ustawienia szczotek na komu-
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tatorze, zaleznosci okreslajace warto$ci pradéw w pretach komutujacych -oraz wzory
sprowadzajace prady w pretach do pradéw zwiazanych z tréjkatami dyskretyzacyjnymi,
rozwigzano zagadnienie rozkladéw pradéw w podobszarach uzwojenia twornika. Podobnie
podano zaleznosci na prady zastgpcze w tréjkatach dyskretyzacyjnych w podobszarach
uzwojenia biegunéw gtéwnych i komutacyjnych.

W dalszej kolejnosci scharakteryzowano pokrdtce zastosowany algorytm MES wyzna-
czania rozkladu pola magnetycznego oraz przedstawwno strukture i charakterystyke
uniwersalnego pakietu programéw, przeznaczonego do numerycznej analizy zagadnief
magnetostatycznych. Uniwersalno$é tego pakietu polega na:

— mozliwosci zadawania réznorakich warunkéw brzegowych;

— mozliwosci wykonywania obliczefi zaréwno dla biegu _]alowego jak i dia dowolnego

obciazenia maszyny; ’

— automatycznej weryfikacji danych dotyczqcych dyskretyzacji obszaru;

— komplementarnym charakterze trzech grup programéw (liczace, weryfikujace

1 kreslace) z punktu widzenia wszechstronnej piezentacji wynikéw obliczes.

W efekcie uzyskano wyniki numerycznej analizy obwodu magnetycznego badanego
silnika w postaci automatycznie wykonanych rysunkéw rozkladu linii sit pola oraz roz-
ktadéw indukcji w szczelinie dla stanu jalowego i obciazenia maszyny. Réwnoczesnie,
rowniez w postaci rysunkow, przedstawiono wyniki automatycznej weryfikacji danych
zwiazanych z procesem dyskretyzaciji. Wykazano, ze uzyskane rezultaty sa poprawne
pod wzgledem strukturalno- ilos’ciowym Sa one podstawa do dalszych obliczer' nume-
rycznych badanego silnika m.inn.: 1dentyf1ka011 parametréw rozproszenia biegundw
gléwnych oraz wyznaczania charakterystyk obciazenia — co jest. przedmiotem dalszych
prac autora.

Scharakteryzowany w p. 3.2 uniwersalny pakiet programéw liczacych, weryfikujacych
1 kreslacych moze by¢ z powodzeniem wykorzystywany do analizy zjawisk w podobnych
strukturalnie obwodach elektromagnetycznych  przetwornikéw elektromechanicznych
w celu identyfikacji i weryfikacji ich parametréw, okreslenia wlasnodci i charakterystyk
pracy oraz optymalizacji procesu projektowania.
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P. STASZEWSKI
NUMERICAL ANALYSIS OF ELECTROMAGNETIC CIRCUIT OF DC MACHINES

Summary

The article presents a numerical analysis of the magnetic field in a dc machine in no-load and on-load
modes. This original method enables 4 etermination of current distribution in the armature winding zone.
The finite element method is applied * or the calculations. Otherwise the universal programs package is
used. The results have the form of equipotential distribution figures and air-gap induction distributions
for both no-loag and on-load operational conditions.

P. STASZEWSKI

ANALYSE NUMERIQUE DU CIRCUIT ELECTROMAGNETIQUE
D’UNE MACHINE A COURANT CONTINU

<! Résumé _

Dans P’étude on-a présentd Paralyse numérigué-du: champ ‘magnétique- dans: une-machine électrique
a;courant:continu jen’ régime; & ;videet de’ ‘charge:.On;’ aproposé Jarméthoderoriginale de détermination
de:la: répartmonr desscoupants danst-ay mnequenr.oulemenude«l;md it Larméthode.des elémentsqf;ms,@t
appliquée dans les calculs. On a uulisé le paquet universel .des programmes. Les résultats sont  présentés
en forme de dessins de repartmon des lignes equlpotentlelles et de repartltxon de l’mductlon dans Pentrefer
pour le régime i vide €t’ 'dé charge. - e ’

P. STASZEWSKI

NUMERISCHE ANALYSE DES ELEKTROMAGNETISCHEN KREISES
EINER GLEICHSTROMMASCHINE

Zusammenfassung

In dem vorliegenden Aufsatz wurde die Analyse eines magnetischen Feldes einer Gleichstrommaschine
fiir den Leerlauf- und Belastungs zustand geschildert. Eine originelle Methode fiir die Bestimmung der
Stromverteilung in der Zone der Ankerwicklung wurde vorgeschlagen. Bei den Berechnungen wurde die
Methode der endlichen Flemente angewandt, und das universale Programmpaket ausgenutzt. Die Ergeb-
nisse wurden in Form von Zeichnungen der Verteilingen von Aquipotentiallinien sowie der Induktions-
verteilungen im Luftspalt fiir den TLeer- und Belastungszustand dargestelit.

II. CTAIIEBCKHN

YNCHIEHHBIN AHAJIM3 3JIEKTPOMATHUTHOM LIENN SJEKTPUUECKOI MAINIVHBI
IIOCTOAHHOI'O TOKA

Peszmome

TIpencTaB/ieH YHCICHHBIH AHANMKM3 MATHUTHOLO HOJIA B SJEKTPHYECKOH MAILIMHE IOCTOSHHOTO TOKA
IIpH XOJIOCTOM XOf€ ¥ HarpysKe. IIpeAoyKeH OPHTHHAMBHBIN METOM PACIpPE/IETICHHsT TOKOB B 30HE SIKOP-
Holt 0GMOTKY. BEIUMCTEHHMS IPOU3BEAEHEI METOAOM KOHEUHBIX DJIEMEHTOB IIPH MCHOJIB30BAHMI YHIBED-
CALHOrO HAKETa IIporpamm. PesynsTaThl IPEACTABJIEHbLI B BH/IE PUCYHKOB pacupefecHui IHHUA Mar-
HHTHOTO 1OJIA ¥ PacTpeRe/IeHuil MHIYKIMH B BO3AYLIHOM 3a30p€ P XOIOCTOM XOJE ¥ HAarpyaKe.
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Elementy teorii elektrodynamicznych drgan duzych maszyn
elektrycznych '

WLODZIMIERZ PRZYBOROWSKI (Warszawa)
Instytut Maszyn Elektrycznych, Politechnika Warszawska

Otrzymano 1986.05.23

W pracy rozpatrzono model strukturalny (modulowy) turbogeneratora, przystosowany
do opisu efektow elektro-magneto-elastokinetycznych (wibracyjnych) zachodzacych w tych
maszynach. Na podstawie zasady Hamiltona, ujmujacej oddzialywanie mechaniczne i elektro-
magnetyczne, wyprowadzono ogélne rownania teorii. Wykorzystujac specyfikacje materialow
obwodow elekiromagnetycznych maszyny, okreSlono réwnania dla modeli modulowych
uzyskujac, w granicznym przypadku struktury tych modeli, uproszczony wariant teorii.

1. WSTEP

Efekty wibracyjne w maszynach elektrycznych sa badane w przewazajacej liczbie prac
na podstawie uproszczonych modeli fizykalno-matematycznych tych maszyn, a wiec przy
znaczonym ograniczeniu aspektu fizycznego zjawisk elektromagnetycznych i zwigzanych
z nimi zjawisk mechanicznych, jak réwniez przy uproszczeniu réwnaf opisujacych te
efekty [1], [3], [5}, [10], [15], [16], [17].

W zwiazku ze sformutowaniem przed kilkunastoma latami nowej dyscypliny naukowej
syntezujacej opis sprz¢zonych pél elektromagnetycznych i sprezystych (elastokinetycznych)
[9], wydaje si¢ celowe wlaczenie zagadnien drgan w maszynach elektrycznych w caloksztatt
problematyki pol sprzezonych. Wskazane jest wigc zastosowanie metod tej teorii do
okreslonych probleméw wibracyjnych, w szczegolnosei w jednostkach najwyzszej mocy —
turbogeneratorach. W maszynach tych bowiem, sprzezenie zjawisk o réinej naturze
fizycznej (elektromagnetycznych, wibracyjnych, cieplnych) istotnie decyduje o efektywnosci
ich pracy.

Nalezy zaznaczyé, ze zastosowanie teorii i metod mechaniki kontinuum i elektro-
magnetyzmu, umozliwia okreslenie doktadniejszych modeli maszyny i wypracowanie
ogolniejszych i wszechstronniejszych metod obliczeniowych proceséw wibracyjnych w tych
maszynach, w poréwnaniu do ujeé bazujacych na metodach ukladéw dyskretnych [5],
[17]. Nie ulega oczywiscie watpliwodci, ze badanie (jakosciowe i ilo$ciowe) rozwazanych
probleméw w ujeciu kontinualnym jest znacznie trudniejsze anizeli innymi metodami.
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Niniejsza praca ma charakter podstawowy, poniewaz oméwiono ogélny model i element
modutowy modelu duzej maszyny elektrycznej, dla ktérego przedstawiono, w sposob
ogolny i jednolity teoretycznie, podstawy opisu efektéw elektro-magneto-elasto-kine-
tycznych.

Punktem wyjscia prezentowanego ujecia sa: przestrzefi odniesienia dla réznych zjawisk
oraz funkcje (gestosé masy, praddw, i energii) z dziedziny mechaniki cial odksztatconych
i elektromagnetyzmu, charakteryzujace okreélone modele jako ukltady elektromagneto-
dynamiczne. Aparatem formalnym teorii jest formalizm wariacyjny w zastosowaniu do
zasady Hamiltona, obejmujacej oddzialywania mechaniczne i elektromagnetyczne.

W oparciu o specyfikacje konstytutywnych wihasnosci Srodowisk, okreslono odpowiednie
uklady réwnan, a przede wszystkim skladniki (w tych réwnaniach) dotyczace sit elektro-
dynamicznych, dla sklasyfikowanych uprzednio podukladéw maszyny. Przedstawiono
réwniez pewien uproszczony wariant teorii, polegajacy na sprowadzeniu determinant stanu
wibracyjnego ustroju maszyny elektrycznej do kontaktowych sit elektrodynamicznych.

2. MODEL STRUKTURALNY MASZYNY

Strefe aktywﬁq_ ustr J(Sw magnesnicy i twornika turbogeneratora, z.pominigciem
elementéw: konstrukcyjnych stanowigcych-zawieszenie ikadtub maszyiy, mozna sklasyfi-
a kilka p AdOwW szarbW) tozoiaeyel sig- FunKCORAINGECia’ W Telizaci
zjawisk fizyoznych oraz zréznicowanyoh Konstruklyjnie, geOmeirycrnic i materiatowo.
Magnesnice (rotor — @) maszyny mozna rozdzieli¢ na trzy zasadnicze podobszary: £,; —
stanowiacy rdzen magneénicy, £,, — obgjmujacy strefe Ziobkowo-zgbowa z aktywnymi
obwodami elektrycznymi oraz Qek—dﬁ%jiﬁifj%‘cy strefe Ztobkowo-zgbowa z. obwodami
zwartymi. Osobliwym obszarem turbogeneratora jest szczelina powietrzna £;, ktéra ma
zasadnicze znaczenie w transformacji energii elektromagnétycznej lecz wydzielona jest
z rozwazan efektéw mechanicznych. Obszar twornika (statora — s) dzieli si¢, analogicznie
jak magnesnice, na trzy zasadnicze podobszary: 2 — stanowigcy strefe 7lobkowo-zgbowa

z Klinami, Q,,, — obejmujacy strefe ztobkowo-zgbowa z aktywnymi obwodami pradowymi

- . A s i)
[ iz, / % % Y Qv Y Te Xt
sk Sk

Rys. 1. Szkic przekroju turbogeneratora z wyszczegblnionymi strefami rotora i statora
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oraz ; — stanowiacy jarzmo twornika. Ze wzgledu na niejednospéjnosé (geometryczng)
obszaru jarzma maszyny, wskutek istnienia w tym obszarze osiowych kanatéw wentyla-
cyjnych, mozna dokonaé dalszych podzialéw na podobszary obejmujace poszczegdlne
rzedy tych kanaltéw — Q®k =1, ..., Ny) (rys. 1). ’

Szczegélnie osobliwa strefa maszyny elektrycznej sa podobszary ztobkowo-zebowe
z aktywnymi obwodami elektrycznymi poniewaz posiadaja strukturg kompozytows.
A ponadto prety uzwojefi sq zbiorem przewodéw o niewielkich wymiarach w stosunku
do calego preta i niejednokrotnie majg konstrukcje niejednospdina geometrycznie. Ze
wzgledu na charakterystyczna kompozytowa strukturg strefy ztobkowo-zgbowej, kon-
strukcje pretéw (i przewodéw) oraz znaczny wymiar radialny zlobkéw, mozna dokonaé
dalszego podziatu tej strefy na elementy modutowe OGP (4 = p,5; k=1,2, 3, s N,).

Powaznymi trudnosciami w poszukiwaniu rozwigzad pél elektromagnetycznych
i mechanicznych w wustrojach o konstrukeji i konfiguracji strefy ztobkowo-zgbowej, sa
istotnie rézne wtasnosci materiatlowe pretéw i zeboéw oraz ich naprzemienne usytuowanie
na obwodzie maszyny. Proponuje si¢ wiec ujednolicenie (wzdluz obwodu), w zakresie
materialowym i konstrukcyjnym modulowych elementéw tej strefy, polegajace na zasta-
pieniu struktury 'Zlobkowo-ngowej, struktura (warStwowo) ciagla, jednospdjng i jedno-
rodng (mechanicznie). Tak wiec modulowy element rzeczywisty zostaje zastapiony mode-
lowym modulem zawierajacym w ogolnym przypadku) nieskoficzenie cienka warstwe
przewoddw, warstwe o skoficzonej grubosci i warstwe magnetyczna (nieprzewodzacs).
Wydzielenie warstwy przewodéw o infinitezymalnej gruboéci, uzasadnione jest cienkos’ciq'
$cianek (w przekroju poprzecznym) przewodéw preta. A zatem, dla czesci przewoddw
nie uzasadnione byloby odwzorowanie obwodéw pradowych w obszary objetosciowe,
Wyréznienie powierzchni pradowych ma réwniez na celu uproszczenie formy i struktury
oddzialywan elektrodynamicznych, a w przypadku gestej dyskretyzacji tego obszaru
w kierunku radialnym, obszar objetosciowy pradéw zbiega do obszaru powierzchniowego.
Nalezy w tym miejscu zaznaczyé, ze zrédia czynnych obcigzenn mechanicznych o naturze
elektromagnetycznej, zlokalizowane sa w strefach ztobkowo-zgbowych.

Uszeregowanie (w kierunku radialnym) poszczegdlnych warstw modutowych zalezy
od konkretnej konstrukcji maszyny i w tym miejscu nie bedzie szczegblowo dyskutowane.
Motzna jednakze zaznaczyé, ze dwie struktury modutu modelowego sa dogé ogdlne, a wicc
moziiwe jest sprowadzenie do nich réznych wersji konstrukcji stref Ztobkowo-ze¢bowych
1 jarzm duzych maszyn elektrycznych. ~ :

. [aY

W obu przypadkach obszar liniowej gestosci pradu o02%, stanowi (walcowe) po-
wierzchnie brzegowe obszaru moduty, wewnatrz ktérego: w pierwszym przypadku —
warstwg srodkows jest érodowisko magnetyczne 2., objete warstwami z wymuszonymi
pradami Q% (rys. 2a) »

'QAz =3 Aslkz)pl U Q%Zm v 'Q.Slkz)p2 v a‘Qg?p
w drugim przypadku usytuowanie jest odwrotne, czyli warstwa pradowa otoczona jest
srodowiskiem magnetycznym (rys. 2b) '
‘Q.Slkz) = Qg?ml o 'Q.Slkz)p U ‘Qﬁlkz)nﬂ U a'QASII;)p
Za powyzszym ujednoliceniem i rozdzieleniem strefy zlobkowo-zgbowej na szereg
modutéw, ktére mozna utozsamiaé z warstewka przewoddw w precie, przemawia réwnosé
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52112
3 9 k-/k) Rys. 2. Szkice modelowych modutéw strefy Ziobkowo-
(:_z,‘; -zebowej turbogeneratora. a) zwielokrotnione obszary
Jr pradowe; b) zwielokrotnione obszary magnetyczne.

obcigzen pradowych poszczegélnych warstewek pradowych na wysokosci zlobka. oraz
(prawie) identyczno$¢ parametréw materiatowych (elektromagnetycznych i mechanicz-
nych) wydzielonych modutéw. Poniewaz wyd21elony modul jest najbardziej .ztozonym
(pod wzglgdem strukturalnym kompozytowym i matena}owym) podobszarem maszyny,
zarowno dla stref zlobkowo-ngowych Jak i ,stref rrcﬂizem,} przego dalsze rozwazania beda

SW3IEH

modufu. Tak W1ccw,.,y.s¢zr01m,%§zmn jako.odksztalcalnezo
osrodka mqglego zosta] wyd21elona jego czgsc jako. c1a101’ 0% otoczone. powierzchnia

QP (A = g, 5). Cialo to zawiera podobszary b, Q8 o roznych wlasnosciach elektro-
magnetycznych i mechamcznych tworzqce obszar Q("” : Qﬁ‘,},q{)ﬂ,‘g.;]_ﬂg}nenty“@ﬁ?. ,

o rozpigtosci przestrzenne_]
(k) - {(l" (P:Z) r€<rg‘1)’r$8>>¢e<0’ 27E>,Z€<0,Lpe>}
”g:) < Rg9 ’.gk) € <Rs: -Rsz>, !r( (k)l < LFea

R, — promien beczki rotora, Rs Rs, — promienie statora odpowiednio wewnetrzny
i zewnetrzny (rys. 1), Lg, — osiowa diugo$é czynnego Zelaza turbogeneratora — tworza
ustréj maszyny i oddzialywuja miedzy soba, stykajac si¢ przez powierzchnie o1
i QUKD . 9QE = JQY-UPYIQYEF+D IQP 5, L, ,¥. Sasiednie moduly moga by¢
podobne strukturalnie lecz rézne konstytutywnie. W granicznym przypadku elementy
modulowe ustrojéw maszyny sasiaduja z obszarem powietrznym £2;, w ktérym rowniez
zlokalizowane jest pole elektromagnetyczne. W poszczeg6lnych poduktadach turbo-
generatora (magnesnica i twornik) zaklada sig, ze elementy modutowe s3 ze sobg idealnie
(bez szczelin) spéjne. Tak wigc ustréj maszyny jest naturalnym zespotem (ukladem) ele-
mentéw modutowych, wspdldzialajacych ze soba elektromagnetycznie i mechanicznie.

Pomimo, iz zwiazki i parametry konstytutywne beda omawiane w nastepnych czesciach
pracy, w tym miejscu jednak nalezy przedstawi¢ ogélne uwagi o wlasnosciach elektro-

1 W mechanice o$rodkow ciagltych, ciatem okrefla si¢ uklad dynamiczny wraz z charakieryzujacymi
go funkcjami (pkt. 3) [2, 19].

3 : . . i
» 69513(8, Lp ) — powierzchnie skrajne elementéw modutowych.
€
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magnetycznych ustrojéw maszyny. Jest to bowiem zwiazane z przeprowadzonym podzialem
1 specyfikacja elementéw modutowych. Zastapienie ustrojéw konstrukcyjnych — o perio-
dycznych i lokalnie niejednospéjnych strukturach zawierajacych rézne materiaty — mode-
lem o strukturze jednospéjnej oraz warstwami materiatowo jednorodnymi; sklania do
przyjecia modelu ciata anizotropowego dla obszaréw magnetycznych. Jest to naturalnie
zwiazane réwniez z ukierunkowaniem strumieni magnetycznych w tej strefie. Obszary
magnetyczne przyjmuje si¢ jednoczesnie jako nieprzewodzace. Obszary pradowe Q%
natomiast sa niemagnetyczne i zawieraja wymuszone prady. Jedynymi obszarami przewo-
dzacymi sa obwody zwarte i elementy lite magnesnicy, przy czym obszary te sg nieznaczne
(w sensie metrycznym) w stosunku do pozostalych. Nalezy w tym miejscu zwrécié uwage
na aspekt metodyczny i interpretacyjny dokonywanych strukturalnych przeksztalcer
ustrojéw maszyny i zwiazanych z tym funkcji pola stosowanych do opisu rozwazanych
zagadnien. Ot6z, wskutek okreSlonych przeksztatceri osrodkéw ustroju maszyny, funkcje
pol bgda w istocie pewnymi wielkosciami u$rednionymi. »

Konczac analizg strukturalng ustroju maszyny wypada zaznaczyé, ze okreslony powta-
rzalny element modutowy maszyny nalezy usytuowaé w przestrzeni, w ktérej moze sie
poruszaé, i w ktérej jednoczednie, nalezy okresli¢ wplyw na niego oddziatywan elektro-
-magneto-dynamicznych. Przestrzedi odniesienia ma wigc w tym zakresie zagadnied dos$é
istotne znaczenie. Pole magnetyczne jest bowiem, w przypadku ogdlnym, zewnetrznie
generowane wzgledem ciata odksztalcainego, lecz do niego wnika. Pole to jednoczesnie
nie obejmuje calej przestrzeni, lecz jej czes$é, ktdra nie jest zadana, a zalezy od ruchu ciata.
Nalezy wigc réwniez poszukiwaé pola poza czastkami ciata odksztatcalnego. W zwiazku
Z powyzszym, jak réwniez w celu uzasadnienia jednolitego opisu, w nastepnym punkcie
przedstawione beda podstawowe pojecia i sposoby opisu zagadniefi mechaniki ciat od-
ksztalcalnych.

3. POJECIA WSTEPNE I FUNKCJE POL

Badanie ruchu cial, jak réwniez ich stanu elektromagnetycznego, wymaga wprowa-
dzenia uprzednio ukiadu odniesienia (w czasoprzestrzeni)®, wzgledem ktorego ruch ten
jest rozpatrywany. Wprowadza si¢ wigc jeden podstawowy uklad wspéhzednych (£,, &,,
&3, t) zwiazany ze statorem maszyny; przy czym (&,, t; & = 1, 2, 3)® interpretuje sie jako
wspotrzgdne walcowe (r, @, z) parametryzujace przestrzen fizyczna, a f jest czasem. O$ z
ukladu pokrywa si¢ z osia maszyny. Ze wzgledu na ogélno$é rozwazan nalezy zaznaczyé,
ze w pewnych przypadkach badania drgah poduktadéw maszyny, znajdujacych sie w ro-
torze lub samego ustroju rotora, wygodniej bedzie przyja¢ uktad wspétrzednych (r, g, z, 1)
z nim zwigzany. Wobec sztywnego (synchronicznego) wirowania rotora, relacje miedzy
wspolrzednymi obu ukladéw majg posta r = r', ¢ = ¢’ —w't, z = 2/, gdzie o' jest pred-
koscia obrotowa rotora.

® Pomimo, iz elektrodynamika jest teoria (niejawnie) relatywistyczng, rozwazane problemy odnosi
si¢ do czasoprzestrzeni Galileusza. Rozpatruje si¢ bowiem male predkosci, zaniedbujac efekty relatywi-
styczne.

4 Wspbhrzedne punktéw oraz skladowe funkcji wektorowych i tensorowych, indeksowane sa
literami greckimi. :
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Nie wnikajac w szczegéty mechaniki o§rodkéw ciaglych, nalezy jednak w tym miejscu
zasygnalizowaé kilka zasadniczych pojg¢ i relacji charakterystycznych dla tej dziedziny
[2], [18], [19].

Ruch oérodka ciaglego wzgledem uktadu Wspolrzqdnych opisuje si¢ funkcjg deformacii
y (wektor funkcja), ktérej dziedzing sg punkty x = (xt, x2, x%) oznaczajace wspdirzedne
czastek ciala jako ofrodka ciaglego. A zatem ma sens rozwazanie ruchu ofrodka wzgledem
pewnej konfiguracji odniesienia ruchu x = x(&y, &>, &3, t), przy czym funkcje yx i »

(%.(x, ) = &,) sa jednoznaczne (det # 0) Jednocze$nie w opisie ruchu czastek

ox*
ciata mozna stosowaé funkcie u, = u,(x, t) zdefiniowane wzorem
Uy = %oc(xa t)_”oc(x: tO)a (1)

ktdre oznaczaja przemieszczenie ciala od polozenia w chwili Z,. Wyrazajac pogladowo
powyzsze funkcje i relacje mozna stwierdzi¢, ze w mechanice cial odksztalcalnych stosuje
siec (co najmniej) dwa rodzaje ,,uktadéw wspdtrzednych” (zmiennych niezaleznych),
a wiec dwa sposoby opisu ruchu i pola przemieszczen. W tak zwanym opisie przestrzennym
(Eulera) przyjmuje si¢ jako zmienne niezalezne wspolrzedne &, punktu materialnego
w-chwili-z. Rozwaza sie wiec punkty przestrzeni zajmowane w réznych chwilach czasowych
przez rézne czastki ciata. W opisie materialnym (Lagrange’a), jako zmienne niezalezne,
przyimuje sieswspolrzedne czastek materialnyeh, ciala przed odksztalceniem. Opis prze;

T

_ stezenny;.rézni sig.iod .opisu. materialnege: zaréwne :pod, wzgledem, postaci tak, zwanych

e N e, Lot DAL=

tensorow odksztaleenia, jak réwniez. formami pochodnych czasowych funkcji opxsujqcych
stan ofrodka [2], [8]. Réznice w opisach znikaja jesli odksztalcenia sa bardzo mate i moZna
pominac cziony nieliniowe w:stesunku, do. liniowych. Jedngezesnie: wtedy, -gradienty
przemieszczen sa pomijalnie male wzglgdem jednodci i wygodniej jest “korzystaé z pojecia
przemieszczenia w opisie ruchu ciata, a wiasnie ma to miejsce w problemie drgah maszyn
elektrycznych przy rozwazaniu matych drgafi ustroju (statora) maszyny wzgledem potoZenia
poczatkowego®. Nalezy w tym miejscu zaznaczy¢, Ze W zagadnieniach elektrodynamiki
technicznej stosuje sie opis przestrzenny®. Pomijajac szczegélowa dyskusje zalet i wad
obu metod opisu [2] wypada nadmienié, Ze w opisie materialnym dogodniejsze jest okresle-
nie warunkéw brzegowych na powierzchniach materialnych, a wige powierzchniach,
ktére w trakcie ruchu skladaja sie z tych samych czastek jak w konfiguracji odniesienia.
Poniewaz w rozwazanym problemie przyjmuje si¢ male odksztatcenia (o czym nadmieniono
powyzej) oraz liniowo$¢ zwigzkéw migdzy odksztalceniami 1 naprezeniami, a ponadto
zaklada si¢ znikomo$¢ przemieszczen drgad wzgledem charakterystycznych wymiarow

opisem przestrzennym i materialnym. Stosowaé si¢ wigc begdzie zmienne z przestrzeni
fizycznej w aktualnej konfiguracji. Jednoczesnie powierzchnie graniczne wyréznionych
obszaréw beda traktowane jako powierzchnie materialne.
Nie dyskutujac (szczegétowo) w tym miejscu pojeé pierwotnych mechaniki osrodkow
ciaglych i elektromagnetyzmu wymienione zostang tylko funkcje, ktore okreSlaja te pojecia
) Z powysszej dyskusji wynika, ze opis elektro-elastokinetyczny pewnych czesci konstrukeyjnych

(np. polaczen czolowych) duzych maszyn elektrycznych wymagaé bedzie zastosowania obu metod opisu.
6 Rownania Maxwella mozna rowniez sformutowaé w opisie materialnym.
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i opisuja procesy mechaniczno-elektromagnetyczne. Funkcjami tymi s —w zakresie
mechaniki: funkcja gestosci masy o, funkcja deformacji y lub przemieszczenia # (oméwione
pokrétce powyzej), gestosci sit kontaktowych 750 na powierzchniach otaczajacych obszar Q,
gestosei sit objetosciowych fo w obszarze £2, funkcje gestosci energii ciata sprezystego
Wn; w zakresie elektromagnetyzmu: funkcja gestosci pradu j i liniowej gestoéei pradu I,
funkcje pola elektromagnetycznego: E — nateZenia pola elektromagnetycznego, H —
natgzenia pola magnetycznego, B — indukcji magnetycznej; funkcje gestoéci energii
elektromagnetycznej Wiy, oraz energii dotyczaccej'sprzgz'eniu obu rodzaju pol Wy, . Opréc'z
powyzej okreslonych funkcji wprowadza sie wielkosci pochodne jak tensor odksztalcema ¢
wyrazony gradientem skladowych wektora przemieszczenia oraz tensor naprezenia o
1 objetosciowa gestos$¢ sit wewnetrznych dive, zdefiniowanych przez wektor gestodci sit
kontaktowych. Réwniez odpowiednie funkcje pola elektromagnetycznego okreslaja tensor

napregzen Maxwella T i objetosciowa gestos¢ elektrodynamicznych sit wewngtrznych
divT. W zakresie zagadnien elektromagnetycznych, w celu ujednolicenia analiz i uspraw-
nienia obliczen wprowadza si¢ réwniez potencjat wektorowy A, ktéry mianowany jest
wspohrzedng uogdlniong ukladu. Z powyzszych. rozwazahi wylacza sie funkcje charak-

teryzujace zjawiska magnetostrykcyjne,. fadunki swobodne (0. = 0) i prady przesuniecia

=2y

Zestawione powyzej wielkosci, mianowane ogdlnie funkcjami, zostaly sklasyfikowane
pod wzgledem fizykainym lecz maja one réwniez okre$lone znaczenie formalne. Niektoére
z tych wielkoéci sa tak zwanymi funkcjami stanu — W, inne za$ konstytuujace je, zwane
sa parametrami stanu — B, H, 6, & Jednoczesnie odpowiednie parametiry nie sa od siebie
niezalezne.

Wobec powyzszych rozwazan mozna stwierdzié, ze efekty mechaniczno-clektromagne-
tyczne w ustrojach maszyn elekirycznych sa procesami zlokalizowanymi w przestrzeni
konfiguracji 1 przestrzeni standéw. Procesy te opisywane sa wymienionymi funkcjami,
zwanymi og6lnie zmiennymi elektro-magneto-dynamicznymi, ktore charakteryznja wska-
zane uprzednio modele modulowe ustroju maszyny, jako uklady elektrodvnamiczne.
Jedynymi zmiennymi niezaleznymi ukladu sa oczywiscie wspdirzedne przestrzeni i czasu.

Z powyzszych uwag wynika, ze pola mechaniczne i elektromagnetyczne sg ze sobg
naturalnie zwiazane (sprzezone) w sposob fizyczny przez sily tag,, i fo., 0 naturze elektro-
magnetycznej. Nalezy przy tym podkresli¢, ze weryfikacje eksperymentalng schematdw
obliczeniowych i metod analiz zjawisk wibracyjnych w turbogeneratorach nzjdogodniej
jest przeprowadzi¢ badajac stan wibracyjny maszyn w zaleznoéci od ich energetyczaego
stanu obciazenia [10], [11] — generowanej mocy czynnej P, mocy biernej Q i napiecia U.
Tak wigc gtéwne determinanty drgafi teo. fon trzeba przedstawié jako funkcje (m.in.)
parametrow energetycznego stanu obcigzenia maszyny (P, @, U). Jest to zatem dodatkowe
zagadnienie rozwazanego problemu drgaf turbogeneratora i zwigzane jest z okreleniem
funkcji pradéw magnesnicy i twornika w zakresie wartoéci amplitud jak i przestrzenno-
czasowego rozkladu. Poniewaz wiasnie funkcje pradéw skorelowane sa ze stanem energe-
tycznego obcigzenia (i parametrami obwodowymi) maszyny [7]. -

Uprzedzajac dalszy tok rozwazan, gdzie zostana sformulowane funkcie (i funkcjonaty)
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opisujace wiasnosci elektromagnetodynamiczne i konstytutywne rozpatrywanego ukiadu
elektrodynamicznego, nalezy w tym miejscu zwréci¢ uwage na osobliwy zwiazek konstytu-
tywny, ktorym jest réwnanie Ohma.

Réwnanie Ohma w ogdlnej postaci dla przypadku cial wolnoporuszajacych sie ruchem
sztywnym (obrotowym) i doznajacych efektéw elastokinematycznych mozna przedstawié

j, = yusl[E+@" xRxB+uxBlg, (¢, =1,2,3)

gdzie: y,; — tensor przewodnodci elektrycznej, o" — predkos¢ obrotowa rotora, R —
promien strefy rotora zawierajacej elementy przewodzace, U — predkosé przemieszcezenia.
Powyzsze réwnanie, jak zaznaczono uprzednio, odnosi si¢ tylko do jednego podobszaru
rotora, ktéry stanowia obwody zwarte i elementy lite (2,).

Osobliwosé tego réwnania polega (W sensie formalnym) na strukturze zwigzku migdzy
wielkosciami j, E, B, 1, oraz w sensie fizykalnym ujmuje nature transformacyjna i rotacyjna
pradéw indukowanych, a ponadto wymaga si¢ niezmienniczosci tego réwnania przy
transformacjach Lorentza. Wobec powyiszych uwag, niezwykle trudno (pod wzgledem
formalnym i interpretacyjnym) jest wlaczy¢ ten zwigzek w tworzone funkcje do formuto-
wania réwnan pola i utworzy¢ jednolity opis. Nalezy jednoczesnie zaznaczy¢, ze obszar,
w ktérym to réwnanie w pelni obowiazuje jést bardzo nieznaczny oraz prady indukowane
wskutek elastokinematycznych przemieszczefi (czastek) osrodka sg niewielkie w stosunku
do prqdc')w indukowanych wskutek innych efektéw. Mozna ogdlnie stwierdzi¢, ze w bada-
niach %drgan (zasadmczych poduk%ado Y duzych- maszyn: elektrycznych cefekt. ;,silnego™”
sprzezenia pol elektromagnetycznego i elastokinematyCznego, ujety’ tym réwnaniem (2);
mozna pominag.

4, UWAGI O SIEACH ELEKTRODYNAMICZNYCH

Jednym z waznych zagadnien w formulowaniu fenomenologicznych teorii elektro-
magnetyzmu ciat odksztalcalnych lub oddziatywania osrodka odksztalcalnego z polem
elektromagnetycznym jest okreslenie tak zwanych sit ,,ponderomotorycznych”. Poniewaz
zagadnienia dotyczace tych sil sa rozwazane (dos¢ obszernie) w kilku monografiach
i publikacjach [4], [16], [18], przeto w tym miejscu zostana rozpatrzone tylko pewne
zasadnicze zaleznosci oraz uogdlnienia, wzglednie adaptacje tych wielkosci do rozpatry-
wanych zagadnief.

Fundamentalna zaleznoscia w fenomenologicznym ujeciu ,,sifowych” oddziatywaf
elektromagnetycznych jest zwiazek

Jo = Tup,s 3?®
wyrazajacy réownosé sit objetosciowych z dywergencja tensora naprezenia (Maxwella).
Zwiazek ten okresla si¢ w oparciu o tensor energii — pedu pola elektromagnetycznego,
z czego wynika réwniez forma tensora naprezenia [6].

‘T Uzyte okreélenie na stopieri sprzezenia pol ma charakter umowny i odnosi si¢ tylko do aspektu
formalnego okre$lonych zaleznosci. :

8 Zastosowanie notacji wskaznikowej z konwencja oznaczania przecinkiem pochodnych absolutnych
i konwencja sumacyjna po wskaznikach powtarzajacych si¢ (ap. divB = By,«) ma na celu ujednolicenie
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Poniewaz w rozpatrywanym zagadnieniu rozwaza si¢ deformacje odksztalcélhego
osrodka anizotropowego (elektromagnetycznie i mechanicznie) na gruncie symetrycznej
teorii sprezystoéci, przeto wyrazenie na tensor naprezenia przyjmuje sic w formie

1 . '
, Top = o [H,By+ B, Hy— byy(H, B,)] _ “

zapewniajacej symetrycznos¢ tego tensora. W oparciu o zaleznosci (3), (4) mozna napisaé
wzory na sily .elektrodynamiczne wyraZone explicite przez wielkoéci pola.
Ogdlna zaleznos¢ dla objgtosciowych sit elektromagnetycznych ma postaé

) |
Ju = 5 BslHo, g~ Hp, o]+ Hy[Bo, g — By, o] + B H, ,}. (5>

W obszarze pradowym turbogeneratora sily 6bj@toéciowe okresla si¢ wyraZeniem

f;z = Bﬂ[Ha,ﬁ_Hﬁ,a]- (6)
W obszarach bezpradowych lecz magnetycznych'® Q%9 (rot H = 0) wyrazenie (5) upraszcza
si¢ do postaci ‘

fo = Hp[Bap =By o+ B H, ., ™

a przy zaloZzeniu jednorodnodci o§rodka (u = const.) ma forme

fu = 5 (BuHy, g+ Hy o gl 11)} ®

natomiast w przypadku niejednorodnego i nieprzewodzacego ofrodka izotropowego, wzér
(5) redukuje sie¢ do postaci

Hy;H,
f;c=— f; ﬂ;u,cx- (9)

W kontekscie powyzszych zaleznosci wypada zauwazyé, ze w oérodku magnetycznym,
nieprzewodzacym, jednorodnym i izotropowym znikaja sily objetosciowe. Na podstawie
zaleznosci (5) mozna wyprowadzi¢ dalsze wzory uwzgledniajace relacje miedzy skladowymi
pdl B,, H, oraz parametrami konstytutywnymi u,, ys.

Naprezenia elektromagnetyczne na granicach os$rodkéw — sity kontaktowe, okredla
si¢ przez tensor napreZenia wedlug zaleznosci

1D = [T~ T VL n, (10)

zapisu wielkosci mechanicznych i elektromagnetycznych. Ponadto w pewnych przeksztalceniach sit obje-
tosciowych nie zawsze notacja wektora jest wygodna. W zaleznosciach dla pola elektromagnetycznego
stosowana jest notacja wektorowa. ’

9 Roéwnanie (5) w notacji wektorowej ma postaé
1
Jo = 7{ [rotH x By + [rot B x H],,+ B, divH}

19 Qkreslone zaleznosci stosuje si¢ réwniez do ofrodkéw ferromagnetycznych rdzeni maszyny przyj-
mujgc, ze sa to magnetyki o znikomej histerezie i magnetyzmie szczatkowym. Naturalnie, otrzymane
formy sit objgtosciowych, w przypadku ofrodka ferromagnetycznego, sa silami zastepczymi pewnych
naprezen rzeczywistych,
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gdzie: n; jest wektorem normalnym do powietzchni QY+ rozdziatu obszaséw QF,
Q%+, . . : :

Nalezy w tym miejscu zwrécié uwage na fakt, ze analiza iloéciowa elektromagnetycznych
sit objetosciowych i kontaktowych w obszarze przyszczelinowym stref ztobkowo-zgbowych
turbogeneratora jest bardzo trudna i nie dokonano jeszcze obecnie takiej analizy dla
rzeczywistych struktur tego obszaru. Interesujgce jednak jest okreslenie, przyblizonej
relacji migdzy jednostkowymi sitami wypadkowymi z gestosci sit objgtosciowych i kontak-
towych, co mozna przeprowadzi¢ w sposéb szacunkowy, dla proponowanego modutowego
modelu maszyny. Przyjmujac jako wielkosé bazowa wartosc-indukcji szczelinowej réwna
1 T oraz przyjmujac relacje podziatki 7lobkowej i szerokosci zlobka t./b, = 2, érednie
nasycenie obszaru zebdw, znamionowe wartosci pradéw w pretach twornika (8+12 kA)
dla standardowych turbogeneratoréw oraz zakladajac lagodna zmiennoéé indukeji w ob-
szarze zebow i Zlobkow, a przy tym silne zréznicowanie wartosei indukeji w tych obszarach,
to stosunek jednostkowe;j sity wypadkowej z sit kontaktowych oraz gestodci sit objetoscio-
wych (w réznych reprezentacjach (6) = (9)) ksztattuje sig w przedzial'e,wartos’ci {102 =103,
Charakterystyczna jest wigc dominacja sit kontaktowych nad objetosciowymi, naturalnie
dla zaproponowanego modelu rozwazanej strefy maszyny. Nalezy zauwazy¢, ze w wiclu
zagadnieniach analiz pol elektromagnetycznych w maszynach elektrycznych, przyjmowane
zaloZzenia odnosnie struktury i materiatéw dla osrodkéw ustroju tych maszyn implikuja
znikomos¢ sit objetosciowych; Ogélnie. jednak nalezy stwierdzi¢; ze:oddziatywania elektro-.
dynamiczne w maszynach elektrycznych sa realizowane przez sily objetosciowe i kontak-
towe. , T e 5 '

s

5. ROWNANIA MAGNETO-ELASTOKINETYKI .. .., . . . . .

Jak zaznaczono uprzednio (pkt. 2) z ustroju maszyny wydziela si¢ jego czgs¢ stanowiaca
modulowy element 24, otoczony powierzchnia 90242, ktory jest podstawowym elementem
ustroju maszyny w odniesienin do rotora (A = p) i statora (4 = s). Element ten moze
w’ ogdélnym przypadku zawieraé rowniez podobszary o réznych wilasnosciach materia-
lowych — co bedzie rozwazane w zaleznosciach finalnych.

W ogdélnym przypadku na czesciach powierzchni 02242 moga by¢ zadane: naprezenia
mechaniczne ¢}, — 0024, naprezenia magnetyczne 1}, = Tysns— 09242, przemieszczenia
UF—o0Q4%), liniowe gestosci pradéw If,,—aQY), przy czym —

0P = QX U QW U IQW, L 30D,

Rozwaza si¢ wigc modutowy element, w obszarze (Q%) i na powierzchni (02%)) ktérego
istnieja pola magnetyczne i mechaniczne. Pomija si¢: oddzialywanie obu rodzajow: p6l
ujete uogdlnionym zwigzkiem Ohma (2) (pkt. (3)) oraz zaklada si¢ pomijalny wplyw.
deformacji ps’fodka na znieksztalcenie pola elektromagnetycznego w punktach przestrzeni,
zajmowanych przez czastki osrodka przed deformacja.

Konkludujac zalozénia nalezy stwierdzié, ze teori¢ efektéw wibracyjnych w maszynach
elektrycznych- formuluje si¢ przy zaloZeniu co. najwyzej ,.$redniego” sprzezenia zjawisk
elektromagnetycznych i mechanicznych. Tak wigc deformacje nie maja wptywu na rozklad
pola elektromagnetycznego, a pole to oddzialywuje na osrodek odksztalcalny sitami
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elektrodynamicznymi. Naturalnie sily te musza by¢ uprzednio obliczone na podstawie
schematéw obliczeniowych i metod ‘teorii maszyn elektrycznych i elektromagnetyzmu.

Jedna z metodyk formulowania réwnanf proceséw fizycznych jest: zasada wariacyjna
Hamiltona. Nalezy wigc .rozpatrywany uklad elektrodynamiczny opisaé odpowiednim
funkcjonatem dzialania, okreslonym zmiennymi dynamicznymi (i ich pochodnymi) charak-
teryzujacymi jednoczesnie ten uklad z punktu widzenia elektro-magneto-elastokinetycznego.
Charakterystyczne w tym ujeciu jest to, ze wlasnosci materiatowe osrodka ujete sa w odpo-
wiednich formach funkcjonatu dzialania, czyli pewne funkcje opisujace wasnosci elektro-
dynamiczne ciala pelnig rolg réwnan konstytutywnych. Ze wzgledu na pewnego rodzaju
niejawnoéci opisu tego zagadnienia, nalezy wyraznie stwierdzi¢, ze wobec kompozytowej'
struktury ustroju maszyny i anizotropii materiatéw [12] przyjmuje si¢ anizotropowosé
mechaniczna i magnetyczna rozpatrywanych ciat. W zwigzku z powyzszym, oprocz funkeji
energii o réinej naturze (sprezystosci kinetycznej, magnetycznej itp.) wprowadza sig
réwniez funkcje tak zwanej energii komplementarnej: Wy, mechanicznej i Wgga elektro-
magnetycznej, ktore ustalaja jednoznaczng zaleznos¢ miedzy wielkosciami odpowiednio
G.p ~ &5 i H, ~ B,. Jak zazpaczono powyzej funkcjonal dzialania charakteryzujacy
wlasnosci elektryczno-magnetyczne i mechaniczne ukladu elektrodynamicznego musi
zawieraé skladniki odnoszace sie do -efektéw mechanicznych, elektromagnetycznych
i oczywiscie te skladniki, ktére ujmuja wzajemne oddzialywania (sprzg¢zenie) pol. Skladni-
kami funkcjonatu sa funkcje, ktore sa tak zwanymi gestosciami skalarowymi. Funkcjonat
dzialania ma wiec postac:

iz
[ . 1
S= | J {—Quaua—aaﬂj(ua.ﬁ'*'uﬁ,a)'i"WKm'i'f;:ua}dv'l‘ f (trfm'l'
6 24 R4t +02471)

1
$tIUst [ Tpd (Uant Upddvt [ (et o) (Ua 2 dst
024 N4

+ f (— Ba/"';l rOtaA - WKEM +jaAa) dV + f J:‘t AmdS] dta . (1 1)
24 04y

1 . -
przy czym: Wgm = OugEup— -—2~Aaﬁyaa¢ﬂs,,,,—-energxa komplementarna  sprezystosci,

Wkem = B Hy— ;— o Hy H, — energia komplementarna - (koenergia) magnetyczna, Aqpys

tensor sprezystosci, u, — wspolrzedne tensora przenikalnosci magnetycznej oérodka
(U = Hapap)'V. Utworzony funkcjonal dziatania wyrazony jest explicite m.in. przez
parametry stanu o,s i B, poniewaz: elementem sprzezenia zjawisk sa naprezenia magne-
tyczne T,z co jest odpowiednikiem 0,3, zas przy wyborze indukcji magnetycznej na zmienna,
otrzymuje si¢ pewnego rodzaju jednolito$¢ opisu. Oczywiscie, mozna réwniez odpowiedni
funkcjonat dzialania wyrazié przez zmienne &,3 i H,. Wobec okreslonego wyboru zmiennych
{0ap, Byy, funkcje energii komplementarnych Wim(0eg) Wxem(B,) sa potencjatami dla
odpowiednich zmiennych dualnych {e.s, H,y. Traktujac przyrosty wirtualne OUg, 004,

1) Rozwaza sie osrodek magnetycznie ortotropowy; dxs symbol Kroneckera.

9 Rozprawy Elektrotechniczne 3/87
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dB,, 04y, 0T,s. jako niezalezne, dokonuje si¢ wariacji funkcjonalu [11]. Na powierzchni -
Q% na ktérej dzialaja obcigzenia, przyrostéw wirtualnych doznaja przemieszczenia;
na powierzchni 9242 zmiany doznaja naprezema na powierzchni Q%) przyrostu doznaje
potencjat wektorowy A.. Funkcje U ¥, t5:, J&o» T¥; sa oczywiscie funkcjami zadanymi
i nie doznaja przyrostéw. Jednoczesnie nalezy zauwazy¢, ze przy infinitezymalnych zmia-
nach przemieszczen 8L , i wielkosci elektromagnetycznych 0B,, 04, parametry wymuszen
zewnetrznych: sily objetosciowe f, i prady j, — nie doznaja watiacji.

Biorac pod uwagg: relacje oU |iz = 0, co oznacza znikanie wariacji przemieszczen na
kranicach przedziahi czasowego rozwazanego procesu elektrodynamicznego, oraz zaleznosci

faaﬁouasdv = J Oup OU onpds— faaﬂ sdv,

o oy 2

' f B,p;trot,64dv = f {roty[Byuz ‘104, +div[Bypz* x 04]}dv =

e o
= [ rotu[Bs- ug'1odedv— [ [nxBy- pz')84uds, 1)
2P a2

mozna wariacje funkcjonatu, przedstawi¢ w po§ta¢i

N s L LT, T B
) l N 3 L LS L S - aW
08 = f f '{(0@,};‘3‘-{‘- Tis g+ a0y 5= [ (Wgp+U p,a) 30’Km ]60},5}dv+
k g7 .

1y Q.(/l ) )J’\Jt LE TR QNG Tt N ¥ rﬂ‘»uﬁ*,—,l“t)

+ f {(Gaﬁ‘l' Taﬁ)nﬂ tum_ taM} 6“ dS + f (Ll a” u *)(6tam + 6taM)ds +
39A(t+1) Tocaadl

f \ [Jju— 10t (™ B)]0 A, [ lrot,A— W ] 6B }dv +

gm dB,

+ f {J*+[nx ,uglrotaA]}é'Aadsldt. (13)
a4y

Wobec niezaleznosci wariacji 6l ,, 0045, Ofum, Otum> 0B, 34, otrzymuje si¢ nastepujace
réwnania problemu wariacyjnego

— mechaniczne:
0ap, p+ Tup, p+fx—0Ll o = O (magneto elastokinetycane) (14)
IWgm 1
Goy = 7 (Mept Una) = e 15)
[0ug+ Tupllng = tha+taw.008le s (16)?
Ua = U ol ’ an
— elektromagnetyczne:
rot,(™'B) = ja (18)

12) 1 J oznacza skok funkcjill 1= f+—f~ gdzie f* i f- sa wartoéciami gramcznyml funkgcji z obu
stron powierzchni 492,
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7 WKEM

= -1 =
7B, | ‘“? rot, A = H, (19
[ x uz'rot, A], = JHe047- : (20>

Z powyzszych zwiazkéw (16), (19) oraz postaci energii komplementarnych Wiy, Wxem
wynikajg formy zwiazkéw konstytutywnych:
— mechanicznych

Gaﬁ = Aaﬁyd 875, (21)
— magnetycznych

B, = u,H,. (22)
Z zaleznosci (10), (13) wynika rownanie
divB = 0 (23)
a stad nastgpny warunek brzegowy
[n-B], = 0p0%. (24)13>

Powyzsze wyniki mozna uja¢ w nastepujacym twierdzeniu: jezeli funkcje u,, e.5, Oy, Ha,
B,, A,, T,z nadaja funkcjonatowi wartos¢ stacjonarng 65 = 0, to wobec niezaleznosci
wariacji tych funkcji i ich dowolnoéci, funkcje te spelniajg réwnania liniowe magneto-
elastokinetyki i pola elektromagnetycznego oraz odpowiednie zwigzki eleatokinetyki
i elektromagnetyzmu. '

Do zwigzkéw (14-+20) i (21+24) nalezy dolaczyé jeszcze rdwnanie brzegowe dla
predkosci przemieszczen, ktore nie wynika z réwnan teorii lecz z réwnania ciaglosci masy

e

T +g§1vu = 0. 25)

Na powierzchni rozdzialu osrodkéw o roéinej gestosci obowigzuje réwnanie

lew] = Opaof- (26)

6. SPECYFIKACJA ROWNAN MAGNETO-ELASTOKINETYKI W PROBLEMIE
DRGAN TURBOGENERATOROW

Przechodzac z ogdlnych wyrazefh wyprowadzonych w poprzednim punkcie do zaleznosci
bezposrednich dla sklasyfikowanych (w pkt. 2) moduldéw ustroju maszyny, nalezy uprzednio
rozpatrzy¢ relacje migdzy konstytutywnymi elektromagnetycznymi parametrami oérodkéw.
Oprécz bowiem osobliwosci konstrukcyjnych obwoddw elektryczanych i magnetycznych
turbogeneratoréw, znamienna osobliwo$cia jest réwniez silne zréznicowanie wlasnosci
materiatlowych

13) Indeksy 7 i n oznaczaja odpowiednio skladowa normalna i styczna (wielkosci wektorowej) do po-
wierzchni granicznej. :

9'
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yelek> ymag ~ 0 (27}
,uO = ,u'elek << ﬂmag
— przenikalno$¢ magnetyczna powietrza.
Uwzgledniajac powyzsze relacje oraz korzystajac z roéwnan geometryczoych (15)
i konstytutywnych (21), a przy tym pomijajac masowe sily mechaniczne, mozna okreslié
nastepujace uklady réwnan (analogicznie do (14), (18)) magneto-elastokinetyki i pola
elektromagnetycznego dla poszczegdlnych podukladow (moduiéw) maszyny:

1

S AGalU G LU P = —BPIHG~HP]  £c0R, ()
rot, H® = j®
1 S HPIBO-BRI+BOHS, £,
S Al Bt U Bl —oli © = 9

1 .
[BY HE— HPP HOuP - ) £ QY
rot, H® =0  £e QP u0P. .

Azm

Analogicznie do zaleznosci (16), (20), (24), (26)' mozna napisa¢ nastgpujace warunki
brzegowe na powxerzchmach rozdz1a1u poszczegolnych modulow (1 ‘ich powxerzchmach

e ,.m[ A&’,&’;i;[ﬂ (k«)pA«-_’_-Lr‘(zk) ‘, 3 + [ H(k,),:B(k,) +@H’Bk) B k,).“ 5{“‘(H(")’B(k))] : ésavE%‘Q(k/kﬂl) mmL(30)
‘%%1)[[“ ;k-gﬂl)_}_u g:%)] [H(k+1)B(k+1)+H(k+ l)B(k+ 1) 5 (H(k+1)B(k+ 1))]]n = 0

P © ol ”(k) (k+1) .Ee a.Q(k/k'”) BTSN -
nx [H H ] = {J(k) e QUL el ol €2y
BP—BHFHD =0, £ a0, (32)
9<k)|:| (k)_g(k+1)|:| G+l) = 0 £ e JRUR+D, (33)

Do powyzszych réwnan nalezy dolaczyé jeszcze warunki w punktach i na powierzch-
niach osobliwych. Tak wiec, wymaga sie regularnosci rozwigzan na osi maszyny (r = 0)
oraz na powierzchni zewnetrznej statora dQM(R,,) gdzie przyjmuje sig:

[085” + T g = 0

B'('N#) — 0 E € anN*)(RSZ)_ (33)

Osobliwym obszarem maszyny (jak wczesniej zaznaczono) jest szczelina powietrzna
{€2;). W obszarze tym nalezy przyjaé tozsamosciowo réwne zeru funkcje wielkosci me-
chaniczaych U = 0, o{9 = 0, jednorodne réwnania pola (rotH = 0), a warunki brzegowe
analogicznie do. zaleznosci (31), (32). Natomiast, naprezeniowe warunki brzegowe na
zewnetrznej powierzchni rotora i wewnetrznej powierzchni statora dQ3?(A = o, )
{ograniczajacych obszar szczeliny), mozna przyjaé dla postulowanego modelu maszyny
w nastepujacej formie [12], [13]:

O.(Nz) _ (B;(-O))z - (N‘)(H(O))Z 5 e aQ(N;)
T = _2;;— .uq’ @ A
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. 1.
aﬁgz) = .:Z_B;O)Héo). A =op,s). ‘ (34)1

Specyfikacja materialéw moduléw, pozwala na pewne uproszczenie formy determinant
drgaii elekirodynamicznych, lecz stopieri trudnosci rozwiazywania réwnan (28), (29)
pozostaje dokladnie taki sam jak pelnych réwnan.magneto-elastokinetyki (14).

Dalszych uproszczei réwnafi magneto-elastokinetyki mozna dokonaé w oparciu o:
przestanki fizykalne, zmiany strukturalne moduléw oraz przyjecie pewnych zmiennosci
konstytutywnych parametréw magnetycznych. Znamiennym efektem zjawisk elektro-
magnetycznych w obszarze Zlobkowo-zgbowym maszyn elektrycznych (a wlasciwie natu-
ralnym wobec relacji feiex < Mmagner) jest mata wartos¢ indukcji magnetycznéj w ztobkach —
obszarach pradowych, w stosunku do warto$ci indukcji w obszarach zebow — magnetycz-
nych.  Jednoczesnie, w przypadku wielu przewodéw drazonych lub ich cienkosci wobec
rozmiaréw pretéw uzwojenn (magnesnicy i twornika), nalezy dokonywaé gestszych' po-
dzialéw tej strefy maszyny, co w graniczaym przypadku prowadzi do infinitezymalnych
warstw pradowych. Warstwy te stanowia powierzchnie rozdzialu modutéw elementarnych
o réznych wlasnosciach magnetycznych i nieprzewodzacych. Wobec powyiszego, réwnania
magnetoelastyki (28) staja si¢ jednorodne. W przypadku duzej dyskretyzacji obszaréow
maszyny, zwraca uwagg fakt malej zmiennosci funkcji pola elektromagnetycznego i prze-
nikalnoéci magnetycznych w tych podobszarach. Réwnoczesnie, strefy jednorodne maszyny
(jarzma) mozna przyjqc jako osrodki izotropowe, a strefy kompozytowe jako niejedno-
rodne: Tak wiec, réwnania (29,) mozna napisaé w postaci

SHOHO U £ 0
t(z,é)'yé(u (k)ﬁ_l_u ¢(5k) ﬁ) QL[ k) — 2 o Azm (35)
0. Ee Q.

Uwzgledniajac w tym miejscu uwagi, przedstawione w pkt. 4, o relacjach sit objetosciowych
i kontaktowych, mozna w granicznym przypadku, sprowadzi¢ réwnania magneto-elasto-
kinetyki do réwnan elastokinetyki, czyli przyjaé réwnania (28), (29) w formie jednorodne;j
[13], [15]. W rozwazanym wiec przypadku, formalne (stabe) sprzezenie efektéw magne-
tycznych i mechanicznych, zawarte jest w réwnaniach brzegowych (30).

Interpretujac fizykalnie powyzsze wyniki, mozna stwierdzié, ze w omoéwionym granicz-
nym przypadku struktury moduléw i zmiennosci przestrzennej funkcji pola elektromagne-
tycznego i konstytutywnych parametrow magnetycznych, oddzialywania elektrodyna-
miczne nie sa przenoszone przez czastki oérodka, lecz przez powierzchnie graniczne mo-
dutéw elementarnych.

1

7. ZAKONCZENIE

Punktem wyjécia w opisie zjawisk elekiro-magneto-wibracyjnych w duzych maszynach
elektrycznych, na gruncie polowych teorii elektromagnetyzmu i sprezystoscl, jest idealizacja

14 Dla powierzchni statora (A = s) nalezy po stronie naprezen Maxwella zmieni¢ znakl na prze-
ciwne.

1G6érny indeks (0) oznacza, ze wielkos$ci te odnosi si¢ do obszaru szczeliny.



726 . W. Przyborowski - - Rozpr. Elektrot.

strukturalna ustrojéw tych maszyn. Idealizacja ta polega na zastapieniu osrodkéw struktu-
ralnie 1 materialowo niejednorodnych, osrodkami anizotropowymi rozdzielonymi na
moduly, cechujace si¢ réZnymi parametrami konstytutywnymi. Nastepnie w oparciu
o okreslone ogdlne funkcje (funkcjonaly) charakteryzujace elektromagnetodynamiczny
stan (wlasciwos$ci) modeli, oraz na podstawie postulowanych zasad, wyznacza si¢ réwnania
opisujace ten model.

Z uzyskanych ogdlnych zaleznosci, dla lokalnego!>> modutowego modelu elektro-
magnetodynamicznego, mozna przejsé do prostszych zalezno$ci w wyniku specyfikacji
materiatéw osrodkow i strukturainych modyfikacji modutéw. W granicznym przypadku
prezentowanego ujecia, w oparciu o pewne fizykalne aspekty przebiegu zjawisk elektro-
magnetycznych, dochodzi si¢ do przyblizonego wariantu teorii elektro-magneto-dynamicz-
nych drgan turbogeneratorow, gdzie detrementy drgan sprowadza sie tylko do sit kontak-
towych. Nalezy jednak podkresli¢, ze schemat obliczeniowy i okreS§lone réwnania dla tego
przypadku granicznego sa bardzo znacznym uogdlnieniem metod dotychczas stosowanych.
Metod — bazujacych na jednopowierzchniowych Zrodiach obcigzen [13], [15], [16] i jedno-
sktadowych [16] lub dwusktadowych [13] obciazeniach.

Nalezy w tym miejscu zaznaczyé, ze w strefie aktywnej turbogeneratora mozna roz-
patrywac wylacznie Jednoskladowe pole . pradéw — j,. Tak .wiec jednoskladowe jest
réwniez pole potenc_]alu wektorowego A, . Jednoczeénie w1elkosc1 te me zalezq od zmlenne_}
z.Z powyzs‘ ego wy ika plaskl ' "”1_’1 pola glelg;tromagne tem
pole napr@zen maxwellowsk.lch oraz, “sil o*b_]gtoscmw«yvc ;

013z sit ob (,jest roﬁxymei,pigﬂg.ﬂk&é $ ieza m,,z,g,
od zmiennej z — T, = 0, T,,-O Ty z—0 o, f=r, Q).

Na zakoficzenie nalezy zauwazy¢, ze w oparciu o zaproponowane podejscie rozwazanego
problemu drgan turbogeneratorow mozna dokonaé (w prosty stosunkowo, sposob) pewnych
dalszych uogdlnién polegajacych na uwzglednieniu innych zjawisk (cieplnych) zachodzg-
cych w tych maszynach. Jak rowniez dokonaé¢ modyfikacji sit elektrodynamicznych,
rozszerzajac je o tak zwane efekty reluktancyjne lub wprowadzi¢ zastepcze sity objetos-
ciowe.
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W. PRZYBOROWSKI

‘CONTRIBUTION TO THE THEORY OF ELECTRODYNAMIC VIBRATION IN LARGE
ELECTRIC MACHINES

Summary

A module structural model of a turbo-generator adapted to electromagnetic elastokinetic phenomena
is studied. Basing upon Hamilton’s principle concerning the mechanical and electromagnetic influence
general theoretical equations are derived. Taking into account the specification of materials used in the
electromagnetic circuits of a machine for classifying models, module model equations are deduced, obtaining
for the border conditions of these models a simplified variant of the theory.

W. PRZYBOROWSKI

ELEMENTS DE LA THEORIE DES VIBRATIONS ELECTRODYNAMIQUES
DANS DE GRANDES MACHINES ELECTRIQUES

Résumé

Dans cette étude on a considéré le modéle structural d’un turbogénérateur. Il est possible, d’aprés
ce modele, de décrire des effets électro-magnéto-élastocinétiques se produisant dans ces machines. On
a déduit des équations générales de la théorie, en se basant sur le principe de Hamilton, exprimant des
interactions mécaniques et électromagnétiques. En tenat compte de la spécification des matériaux consti-
tuant les circuits électromagnétiques d’une machine, on a défini des équations pour les modeles classifiés
On a obtenu une variante simplifiée de la théorie pour le cas aux limites, ol il s’agit des changements de la
structure des éléments modulaires.

W. PRZYBOROWSKI
THEORIEELEMENTE ELEKTRODYNAMISCHER SCHWINGUNGEN
BEI GROSSEN ELEKTROMASCHINEN
Zusammenfassung

Im Aufsatz wurde das Strukturmodell eines Turbogenerators erwogen, der der Beschreibung von
elektro-magnet-elastkinetischen (vibrierenden) Effekten angepasst ist, die bei diesen Maschinen auftreten.
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Auf Grund der die mechanischen und elektromechanischen Einwirkungen erfassenden Hamilton-Regel
wurde die allgemeine Theoriegleichung abgeleitet. In Anlehnung an die Spezifikation der Materialien
der Kreismedien elektromagnetischer Maschinen wurden Gleichungen fiir klassizifierte Modelle bestimmt,
wobei im Grenzfall der Strukturdnderungen von Modulelementen eines Modells eine vereinfachte Theoric-
variante gewonnen wird.

B. HIMUBOPOBCKN

DJEMEHTSLI TEOPUU DNEKTPOAVHAMUWYECKUX KOJIEBAHUIY BOJIBUINX
SJIEKTPUUYECKYX MAINMH

Peswome

PaccmoTpeHa CTPYKTYpHAA MoOJeNs TypOOTeHepaTopa IIPUCIIOCOOEHHAA K ONUCAHMIO 9JIEKTPO-Mar-
HUTHO-3JIACTOKMHETHUCCKHX 2(D(EKTOB, BRICTYIAIOIMX B STHX MalumHax. VICXoAsA M3 BapHAalHOHHOI'O
npuHIMna ['aMuIsToOHa, IPIMEHEHHOTO K BONPOCAM MEXAHNUECKUX M 9JIEKTPOMATHUTHBIX SIBJICHMI, Oll-
pemencHer obmue ypaBHeHus Teopuu. Ha ocHoBamuy coelpduKanuyt MATEpUaioB 2JI€KTPOMACHKTHBIX
CepACUHMKOB B OOMOTOK BBIBEJCHBLI YPaBHEHUA (MarHUTOYIIPYIOCTH) IS KIACCH(DUIMPOBAHHBLIX MO-
ZIeneii. B rpaHHMYHOM ClIydae CTPYKTYPBI MOMAYJBHBIX SIIEMEHTOB MoJeNn TypOoreHeparopa IIONydeH
CaMBIli IPOCTOH BapMaHT TEOPHH, B KOTOPOM MAarHUTOBHOPaNMOHHOE COCTOSHUE 38BHCUT OT MOBEPXHOCT-
HBIX HArpy30K.

ERTE N CE T
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Model reluktancyjny anizotropowego obwodu magnetycznego silnika
indukcyjnego dla biegu Jalowego

ZDZISLAW RUTKOWSKI (L6dz)
Instytut Maszyn Ele‘ktrycznych'i Transformatoréw, Politechnika Eddzka

Otrzymano 1986.02.17

Wspblczesne projektowanie obwodu magnetycznego maszyny indukcyjnej wymaga
stosunkowo dokladnej znajomosci przestrzenno-czasowego rozkladu indukcji we wszystkich
elementach obwodu. Klasyczne metody obliczania obwodéw magnetycznych trojfazowych
silnikéw indukeyjnych nie pozwalaja w sposob zadawalajacy na spelnienie tego warunku.
Proponowany w- pracy model obliczeniowy, oparty na metodzie zastepczego schematu
-reluktancyjnego (MSR) umozliwia wyznaczenie rozkladu indukcji w przestrzeni i dowolnej
chwili czasowej. W artykule podano sposéb budowy siatkowego schematu reluktancyjnego
anizotropowego obwodu magnetycznego silnika indukcyjnego dla biegu jalowego. Wyprowa-
dzono wzory okre$lajace poszczegdlne reluktancje oraz sily magnetomotoryczne siatki.
Przedstawiony schemat reluktancyjny zostat opisany ukladem roéwnan algebraicznych nie-
liniowych z wykorzystaniem metody strumieni oczkowych.

1. WSTEP

Nowoczesne blachy elektrotechniczne walcowane na zimno stosowane w ostatnich
latach w budowie rdzeni maszyn indukcyjnych trdjfazowych pozwolily na zwickszenie
wykorzystania obwodu magnetycznego. Jednakie lepsze parametry magnetyczne tych
blach tzn. wicksza magnesowalnos$¢ i mniejsza stratno$¢ zwykle zwiazane sg ze wzrostem
anizotropii magnesowalnoéci i stratnosci [7]. Klasyczne metody obliczania obwodéw
magnetycznych tréjfazowych silnikéw indukcyjnych, oparte w znacznym stopniu na
wspdtczynnikach empirycznych ustalonych dla blachy izotropowej, nie dajg rezultatéw
zadowalajacych w porédwnaniu z eksperymentem, jezeli rdzenie tych silnikéw wykonane
53 z blachy dowalcowywanej na zimno. W zwiazku z tym zaistniala potrzeba opracowania
-efektywnej i szybkiej metody obliczania obwodu magnetycznego opartej . ha zasadzie
-dyskretyzacji przestrzeni oraz uwzgledniajacej anizotropie magnesowalnosci blachy.
Dla wyznaczania rozkladu pola magnetycznego w poszczegdlnych elementach obwodu
.maszyny indukcyjnej mozna zastosowaé metode polowa np. metode elementéw skoficzo-
nych (MES) lub metode obwodowa — réwnowaznych schemat6w reluktancyjnych (MSR).
Zainteresowanie metoda MSR ostatnio znacznie wzrosto w litaraturze krajowej i zagra-
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nicznej, co mozna thumaczy¢ jej latwoscia w uZyciu i przejrzystodcia [1, 2,4, 5, 8, 9].
Warunkiem jednak szerokiego zastosowania tej metody do analizy pola magnetycznego
silnikéw indukcyjnych jest posiadanie odpowiednio szybkiego i prostego w obstudze
programu numerycznego, podobnego do tych, jakie stosowane sa do analizy rozgalezionych
obwodéw elektronicznych.

Program taki ze specjalnym przystosowaniem do analizy pola w anizotropowym obwo-
dzie magnetycznym silnika indukcyjnego dla biegu jalowego zostat opracowany i udostep-
niony do uzytku w Politechnice L.odzkiej pod nazwa UFOM.

Metoda zastgpczego schematu reluktancyjnego nawiazuje bezposrednio do stosowanej
od wielu lat metody obliczania obwodéw magnetycznych maszyn elektrycznych i tzw.
,,furek magnetycznych” w metodzie Lehmanna [3]. Siatkowy schemat otrzymuje si¢
dzielac obwdd magnetyczny trdjfazowego silnika indukcyjnego na elementarne obwody
magnetyczne, ktére zastepuje si¢ odpowiednimi. parametrami skupionymi (reluktancje,
sily magnetomotoryczne). Podstawowym problemem do rozwiazania w MSR jest wybranie
struktury siatki oraz sposobu wyznaczania wartosci parametrow skupionych skonstruowa-
nego schematu zastgpczego.

2. MODEL' OBLICZENIOWY "SIATKOWEGO SCHEMATU 'ZASTEPCZEGO

Mefé&é; siatkowego. schematu reluk nc,yjnego (MSR)»opa,rta gestwna nwykorzxystamu
teorii obwodéw i ,,magnetycznego prawa Ohma”
. U.=R. O R ()
oraz ,,magnetycznych praw’ K1rchhoffa” dla wezIow i oczek

m

qu,:o Yu, =0, @
i=1

-

Jj=

—-

gdzie:

n — liczba gatezi siatki dochodzacych do wezta,

m — liczba galezi siatki, ktére zawiera oczko.

Przy tworzeniu siatkowego schematu reluktancyjnego oraz wykorzystania MSR do
obliczania rozkladu pola magnetycznego silnika indukcyjnego zostaly wprowadzone
nastgpujace zalozenia:

— opracowana metoda dotyczy tréjfazowych s11mkow indukcyjnych w stanie biegu

jatowego,
— zaniedbuje si¢ prad wystepujacy w uzwojeniu wirnika,
— obwdd magnetyczny maszyny jest symetryczny pod wzgledem geometrycznym,
— uzwojenia fazowe stojana wykonane sa z calkowita-liczba Zlobkéw na biegun
i faze, ~ :

— prady magnesujace w poszczegolnych uzwojeniach fazowych posiadaja te sama
amplitude i pierwsze harmoniczne tych praddéw sa przesunigte wzglegdem siebie
o kat 2x/3,

— W maszynie nie wystepuje kaame strumienia magnetycznego do kadtuba.
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Model obliczeniowy siatkowego schematu zastgpczego polega na dyskretyzacji przestrzennej
obwodu magnetycznego maszyny na segmenty wyznaczone podzialem linii radialnych
1 wspdlsrodkowymi okregami. Dla poszczegdlnych segmentéw sg wyznaczane reluktancije
oraz sily magnetomotoryczne.

3. WYZNACZANIE RELUKTANCII

3.1. RELUKTANCIE JARZM STOJANA I WIRNIKA ORAZ WALU

Wycinek jarzma (rys. 1) sktada si¢ z czterech podobszaréw o réznych przenikalno$ciach
magnetycznych. Kazdy podobszar zastapiono dwiema reluktancjami skladowymi: jedna
w kierunku promieniowym, druga w kierunku stycznym.

Rys. 1. Wycinek jarzma

71

Rys. 2. Reluktancyjny schemat zastgpczy segmentu jarzma z rys. 1.

- Na schemacie zastgpczym segmentu jarzma (rys. 2) zaznaczono przyktadowy rozklad
strumienia magnetycznego. - Polaczenie reluktancji zastgpczych czterech podobszaréw

segmentu jarzma wezlem $rodkowym O wynika z tozsamoéci réwnania polowego divB =0

oraz réwnania obwodowego wynikajacego z ,,magnetycznego prawa Kirchhoffa” » &; =
= 0 dla zastgpczego schematun segmentu jarzma [1]. Reluktancje sktadowe poszczegdlnych
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podobszaréw mozna wyznaczyé znajac wymiary geometryczne podobszaru, usytuowanie
wycinka jarzma wzgledem polozenia przyjetego -za poczatkowe oraz wypadkowa warto$é
indukcji magnetycznej i jej kierunek w podobszarze. Wyznaczanie skladowych oraz wy-
padkowej indukcji magnetycznej w podobszarze przedstawiono w [1].

Reluktancje skladowe w okre§lonym podobszarze segmentu jarzma wyznacza sie:
Z nastgpujacych zaleznosci:

— dla reluktancji radialnej

1 ", R,
R, = i L In R 3)
— dla reluktancji stycznej -
R =Y , ' (@)
L-In R,
H R,

gdzie: ‘
u— przenikalnos¢ magnetyczna okreslonego podobszaru, w Hfm,
L — diugos¢ rdzenia zmniejszona o grubos$¢ izolacji migdzyblachowej, w m,.
y —kat, w tad (rys. 1),
R, Rw—promi:_e;i;jg okreslajace podobszar, w m; dla podobszaru 1 (rys. 1)
; oA Ty _ RI+R2 |

..,4»_—_‘.;',;/1_, R,=R:, R,=—7F—. , )

Schemat zastepezy segmentu‘ jarzma z rys. 2 mozna przeksztalci¢ do schematu na rys. 3.

oo

v Vi

Rys. 3. Przeksztalcony schemat zastepczy segmentu jarzma z rys. 1.

Poszczegdlne reluktancje w schemacie zastepczym z rys. 3 wyznacza si¢ z nastepujacych.
zaleznosci: ‘ ‘
1 2R,

R, = n ) 5)
47 Yutp)l T Ri+R, ©)
4
RB = > (6)
2R2 R1 +R2 . ) .
L(;“l ln‘m + @2 IHZ—Rl)
R - 1 Ri+R, a

= n .
y(p2+ps) L 2R, -
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Ry = - | ®

R, +R, 2R, )
L@m*ﬁ—‘4mzﬁ§

Jarzma stOJana i w1rn1ka oraz wal dzieli si¢ na warstwy wzdluz wysok0501 pizy czym
ogramczone s one wspolsrodkowyml okregami. Osie symetrii segmentow poszczegblnych
warstw tworza promienie poprowadzone ze $rodka watu przez osie symetrii ztobkow
i zgbow stojana lub wirnika. Kat o (rys. 1) wynosi:

— dla jarzma stojana y; = i,

Z;

— dla jarzma wirnika oraz watu y, = —5—
gdzie:

Z; — liczba Zlobkdéw stojana,

Z, —liczba zlobkdéw wirnika.

Dia biegu jatowego silnika indukcyjnego w obliczeniach uwzglednia sie wszystkie warstwy
walu, mimo Ze jest on wykonany nie z blach lecz z materialu masywnego.

3.2 RELUKTANCJE ZEBOW I ZEOBKOW STOJANA ORAZ WIRNIKA

‘ W przykladowym fragmenme strefy ngowo zlobkoweJ ermka silnika mdukcyjnego
(rys. 4.) ztobek i zab dzieli si¢ na warstwy wzdtuz wysokosci ograniczone wspoltirodkowymi
okregami. Segmenty poszczegolnych warstw 7tobkéw i zgbow tworzg promienie poprowa-
dzone ze érodka watu przez wspolny punkt Ztobka i zgba w §rodku warstwy (pkt. C rys. 4).

Rys. 4. Fragment strefy zebowo-zlobkowej
wirnika

Dla segmentéw ztobkéw i zebéw na okreé’lonej warstwié strefy zgbowej istnieje zaleznosé
a@D+pE =y, ®

przy czym: ; :
o(i) — kat dla segmentu ztobkowego, w rad,
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B(i) — kat dla segmentu zgbowego, w rad,
y —kat dla segmentu jarzmowego, w rad.

Na okreslonej warstwie strefy liczba wszystkich segmentéw Zlobkowych i zgbowych
réwna jest podwdéjnej liczbie Ztobkdw. Warstwy strefy zebowo-ztobkowej stojana i wirnika
przylegajace do szczeliny powietrznej moga byé podzielone na wigksza liczbg segmentow
ztobkowych i zgbowych niz podWOJna liczba ztobkow, jezeli potrzeba taka wynika z uksztal—
towania zgba i Ztobka.

Zlobek

Rys. 5. Reluktancyjny schemat zastgpczy strefy
zebowo-zlobkowej z rys. 4

W zastepczym schemacie fragmentu strefy zgbowo-zZlobkowej (rys. 5.) reluktancje
poszczegolnych segmentow Ztobkow i ngow oblicza si¢ analoglczme do reluktancp seg-

TEHEOW At zm  WaRI® 26 WZOGW Y 0 A00IU Tias i S Gt SO .
rrro\‘rdjrr\ vh‘\"ﬂh’\q‘ﬁn bilad e \'f'?‘" f! [ )?'\\z;)\ iE ‘\jl L5 KU ARMAC U S By Y Y i? sl\.m\-e_; \e‘g)k\. 1A TiU\J!ﬁ\'\ Py .6\{3‘."
N Y | |
R, In S 10
- B I PR+ R (10)
R(0) = 2R, () = R (i)—i;R O\’ an
: 2 1 Y
L(”“n RO+&R0 TH T 2RG) )
. 1 Ry () + R, ()
R = — In - , 12
O = O ta ™ 2R (12
Ro(() = 4y , (13)
( I R,(D)+R:(D) +udn 2R,(i) )
L=k T B+ R0
— dia zlobkéw
. 1 2R, (i)
Ry(i) = 14
O PO P A NN NG R 1)
R = — A | )
0 R, (i)
Refl) = — L RiO+Rafi)

20(0) o L R, ()’ . (16)
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a(i)
Ry(i)
R.()

Ra(i) = — )
#oLln
gdzie:

o = 41077 E-——przenikalnos’é magnetyczna powietrza.
£ m

3.2. RELUKTANCJA SZCZELINY POWIETRZNE)

Reluktancja poszczegélnych elementéw. szczeliny powietrznej silnika indukcyjnego
w siatkowym schemacie reluktancyjnym zalezy od wzajemnego usytuowania wzgledem
siebie zgbow i Zlobkoéw stojana oraz wirnika. Ze wzgledu na rézng liczbe ztobkéw stojana
i wirnika usytuowanie kolejnych zgb6éw i Ztobkdw stojana oraz wirnika wzgledem siebie
jest zmienne. W przedstawionym przyktadowo usytuowaniu kilku zebéw i ztobkéw stojana
oraz wirnika wzgledem siebie w strefie przyszczelinowej (rys. 6.) przyjeto Symetryczne

Szezeling -

Rys. 6. Przykladowe usytuowanie zebow i zlobkow stojana oraz wirnika w strefie przyszczelinowej

ustawienie zgba stojana oznaczonego numerem 1s wzgledem zeba wirnika 0znaczonego
numerem 1w oraz liczbe Ztobkow stojana wigksza ‘od liczby zlobkéw wirnika.
W zastepczym schemacie fragmentu szczeliny powietrznej (rys. 7) reluktancja poszcze-

Rys. 7. Zastgpczy schemat reluktancyjny fragmentu szczeliny powietrznej z rys. 6
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golnych elementéw szczeliny powietrznej jest wyznaczana jako element skupiony jedno-
wymiarowy i warto$é jej zalezna jest od geometrycznego, wzajemnego usytuowania ztobkow
i zebéw stojana oraz wirnika, a takze liczby segmentéw Ztobkowych i zgbowych stojana
oraz wirnika w warstwach przylegajacych do szczeliny powietrznej. Reluktancje k-tego
elementu szczeliny powietrznej oblicza si¢ z nastepujacej zaleznosci:
1 D
Rp(k) = S me L In H_35" (18)

gdzie:
D — érednica wewnetrzna rdzenia stojana, w m,
0 — szeroko$¢ szczeliny powietrznej, w m,
L; — idealna dhugo$¢ rdzenia, w m, i

H
/.to_47t' 10_7'5,

y(k) —Xkat k-tego segmentu szczeliny powietrznej zmienny zaleznie od polozenia
wirnika, w rad (rys. 6).

4. OKRESLENIE SIL MAGNETOMOTORYCZNYCH (SMM) ZRODEL

Sity magnetomotoryczne zrodel W s1atkowym schemame zastgpc,‘. im obwodu magne-
tycziego tréjfazowej maszyly mdukcyjnej mozna ~okreslié-Ha ’ podstawxe znajomosci
rozkladu wypadkowej krzywej przeplywu Wypadkowa krzywa pizeptywu tréjfazowego
silnika indukcyjnego w zaleznosci od miejsca jej usytuowania na obwodzie maszyny zmienia
swoj ksztalt i amplitude. Ksztalt krzywej ‘.pfieplyv'vu zalezy od redzaju uzwojenia, liczby
#lobkéw na biegun i faze oraz od przebiegu w czasie pradu magnesujacego. Wypadkowa
krzywa przeplywu mozna rozpatrywaé jako wynik superpozycji przeplywdéw wszystkich
zezwojow maszyny. Przeptyw okre§lonego zezwoju wynosi

@(t) = i[t' Zes (19)

przy czym:
— warto$¢ chwilowa pradu magnesujacego plynhacego w okreslonym ZCZWQ]u, w A,
zc — liczba zwojéw szeregowych zezwoju.
W celu okreslenia SMM zrédet zastepczego schematu reluktancyjnego naleZzy zna
rozklad przeplywu w poszczegdlnych Ztobkach stojana. W przedstawionym przykladowo
rozktadzie przeptywu w zlobku stojana dla uzwojenia dwuwarstwowego (rys. 8) przyjeto,

‘[pAZc.
\ 1;13?0/

&/\ Rys. 8. Przyktadowy rozklad przeplywu w Ziobku stojana
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Ze przeplyw usytuowany jest ponizej sklepienia ztobka i w przypadku wzwojefi dwuwarst-
wowych przeplyw jednego zezwoju obejmuje te sama powierzchnie co przeplyw drugiego
zezwoju. Segmenty poszczegdlnych warstw strefy zgbowo-zlobkowej stojana obejmujg
sWojg powierzchnig czg$¢ przeptywu zezwoju. Przeplyw podobszaru segmentu ziobkowego
oblicza si¢ ze stosunku powierzchni okreslonego podobszaru do powierzchni zajmowanej
przez okre$lony zezwdj w zlobku (rys. 9). W schemacie zastepezym fragmentu strefy

FTo | o
]
r-1
—

Rys. 10. Siatkowy schemat zastepczy fragmentu strefy zgbowo-ziobkowej stojana z rys. 9 @——sklepienie
zlobka, @, @ —¢2z¢8¢ zlobka z przeplywem, @—— fragment jarzma

z¢bowo-ztobkowej z rysunkéw 81 9 (rys. 10) przedstawiono rozmieszczenie SMM Zrédet.
Sily magnetomotoryczne dla warstwy i = K strefy zgbowej wynosza
Fy = F3~dipZc,
Fs = F4—AinZc,
v (20)
Fyy = F3—2AipBZC’
Fi; = F4"2Aius.zc-

10 Rozprawy Elektrotechniczne 3187
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Wypadkowa SMM oczka siatki reluktancyjnej réwna jest przeptywowi obejmowanemux
przez to oézko np. dla j-tego .oczka - :

5. METODA ROZWIAZYWANIA SIATKI RELUKTANCYJNEJ -

W celu rozwiazania siatkowego schematu reluktancyjnego obwodu magnetycznego:
trojfazowego- silnika indukcyjnego (rys. 11) zastosowano metode strumieni oczkowych

- -~

Rys. 11. Fragment siatkowego schematu zastgpCzego obwodu magnetycznego maszyny indukcyjnej @——

wat, @—— jarzmo wirnika, @—— strefa zebowo-ztobkowa wirnika, @— szczelina powietrzna, @—— strefa.
‘ zgbowo-zlobkowa stqjana,-@'—— jarzmo stojana
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I6]. Dla j-tego oczka mozna napisaé réwnanie W postaci
- RGDPH) —R(G, j+ DD+ 1) = R(j, j— )P~ 1)~ R(j, j+k)
O(j+k)+R(j, j-k)P(j—k) = 0, Sl - - (22

-gdzie:
— strumienie magnetyczne oczkowe

(), B(+1), BG~1), B(j+k), B(—k),
. — reluktancje wzé.jemne, oczka j - _ _

znak minus wystepuje ze wzgledu na przyjete zwroty strumieni oczek sasiadujgcych,
— reluktancja wlasna oczka j o

RG,J) = RUJHD+RG, = D+RG, j+R)+RG, =)

W celu rquiqz_a,nia.siatkowego ,schematu,maszyhy‘_indu_kcyjn,ej nalezy ulqiyé,uklad
roéwnafi analogicznych do réwnania (22), ktéry w zapisie macierzowym ‘ma. postaé

[RE)|[D(m)] = [O(m)], | (23)

U

gdzie:

[R(m)] — macierz kwadratowa reluktancji oczkowych,

[®(m)] — macierz kolumnowa strumieni magnetycznych oczkowych,

[©(m)] — macierz kolumnowa wypadkowych SMM oczkowych.

‘Wypadkowa sita magnetomotoryczna oczkowa dla oczka J-tego jest réwna zero, dla oczka
d-tego wynosi @() = F,—F, i jest réwna przeplywowi obejmowanemu przez to oczko,

Uklad réwnan (23) mozna rozwigzaé metods numeryczng np. metoda Gaussa-Seidla.
Ze wzgledu na wystepujgce w ukladzie réwnan reluktancje rdzenia ferromagnetycznego
-ostateczne rozwigzanie siatkowego schematu reluktancyjnego otrzymuje si¢ droga kolej-
nych iteracji stosujac' np. metode relaksacji Jub zmodyfikowana metode Newtona. Dla
rdzeni maszyn indukeyjnych zbudowanych z blachy izotropowej oraz watu reluktancje
-okreslone s3 jedng charakterystyka magnesowania materialu ferromagnetycznego B,, =
= f(H,). W silnikach indukeyjnych, ktérych rdzen jest wykonany z blachy anizotropowe;j
trzeba uwzglednié rézny przebieg charakterystyki B,, = S(H,) w zaleznosci od kierunku
indukcji magnetycznej w okreslonym podobszarze segmentu jarzma lub z¢ba. Oznacza to,
Ze w obliczeniach reluktancji nalezy korzystaé z charakterystyk magnesowania wyzna-
«czonych dla prébek pod réznymi katami w stosunku do kierunku walcowania. W praktyce
Sciste spelnienie tego warunku  jest niemozliwe, dlatego korzysta sie z charakterystyk
‘magnesowania dla kilku okre§lonych katéw wzgledem kierunku walcowania,

W wyniku rozwigzania ukladu réwnan (23) otrzymuje si¢ wartosci strumienia magne-
tycznego oczkowego D(m). W celu wyznaczenia sktadowych radialnych i styczaych indukcji
magnetycznej w poszczegdlnych elementach obwodu magnetycznego tréjfazowego silnika
indukcyjnego nalezy obliczyé strumienie magnetyczne w galeziach siatkowego schematu
reluktancyjnego jako réznice strumieni oczkowych. . - K ~

J0*
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6. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Obiektami badan,:-dla. ktorych wykonano przyktadowe obliczenia rozkladu pola
magnetycznego metoda siatkowego schematu reluktancyjnego byly klatkowe szescio-
biegunowe silniki typu Sf 132, ktérych rdzenie zostaly wykonane z wybranych dwoch
gatunkéw blach elektrotechniczaych:

— bezkrzemowej Fe 64.50 — silnik MB6,

— krzemowej M4 — silnik MTe. ;

Blachy te posiadaja rézna magnesowalnos¢ (B) wzdhiz kierunku walcowama i wykazuja
rézny stopien anizotropii magnesowalnosci (AB). Dla natezenia pola magnetycznego

H, = 2500 % parametry te wynosza:

Fe 64.50 — B,s = 1,62 T, AB,;s =006T,

M4 —B,s=19T, ABys =047 T.

Dla wymienionych blach zostaly wyznaczone dynamiczne charakterystyki magneso-
wania By, = f(H,) dla probek wycietych pod katami co 15° w stosunku do kierunku
walcowania [7]. Ponadto znana _]est charakterystyka B,, = f(H,,) stali, z ktorej wykonano

“wal maszyny [3].

b}

N\

=
>
T
=0
e I
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Rys. 12. Rozklad indukeji magnetycznej w szczelinie powietrznej By silnika modelowego” MB6
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Przykladowe obliczenia silnika, ktérego rdzen wykonano z blachy transformatorowej
gatunku M4 mialy na celu wykazanie, ze skonstruowany model reluktancyjny w pelni
nadaje si¢ do obwodéw o duzym stopniu anizotropii. S

Ztobki stojana i wirnika sa pélzamkniete i liczba ich wynosi Z, = 36 oraz Z, = 33.
Jarzma stojana i wirnika oraz wat maszyny podzielono wzdtuz wysokoséci na 2 warstwy,
zas strefe zgbowo-ztobkows stojana i wirnika na 4 warstwy. Ponadto zeby stojana w warst-
wie przyszczelinowej podzielono na 3 segmenty. W rezultacie otrzymano siatkowy schemat
reluktancyjny o m = 1038 oczek.

Przyktadowe obliczenia wykonano dla sinusoidalnego pradu magnesujacego o wartosci
1, = 5A. Wypadkowa krzywa przeplywu badanych silnikéw usytuowano w siatkowym
schemacie zastepczym tak, ze jej maksymalna wartosé pokrywa si¢ z kierunkiem walco-
wania blachy 0 oraz z osiami zebéw stojana i wirnika (rys. 11).

b}
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_7 o
Rys. 13. Rozktad indukcji magnetycznej w szczelinie powietrznej B, silnika modelowego MT6

Na rysunkach 12 i 13 przedstawiono przykladowe rozklady indukcji magnetyczne ;
w szczelinie powietrznej B, wzdiuz obwodu maszyny na wewnetrznej powierzchni stojana.
Rozkiady te wykreslono tylko dia jednej polowy obwodu magnetycznego ze wzgledu

na analogiczny ich obraz dla drugiej potowy. Na rysunkach tych zaznaczono ponadto
przebieg podstawowej harmonicznej indukcji B,,.
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Dla. silnika ‘MB6, ktérego rdzen zostal wykonany z blachy praktycznie izotropowej

rozktady indukeji B, pod kazdym biegunem sg symetryczne (ksztatt i amplituda) w po-
réwnaniu z silnikiem MT6, w ktérym wystepuje asymetria przebiegu indukcji spowodowana
znaczng anizotropia magnesowalnosci blachy. N

(=)}

. Wyniki obliczen pumerycznych rozktadu pola

7. WNIOSKI

. Przedstawiony w qrtykule model reluktancyjny pozwala na wyznaczenie rozkladu pola

magnetycznego w. poszczegélnych elementach obwodu magnetycznego trojfazowych
silnikow indukcyjnych z réznymi ksztattami 7tobkéw stojana i wirnika.

. Metoda schematu rgluktancyjnego umozliwia. obliczenia pola podczas biegu jalowego

dla réznych przebiegdéw czasowych pradu magnesujacego przy réznym wzajemnym
polozeniu zgbow i ztobkéw stojana oraz wirnika, a takze przy réznym usytuowaniu
krzywej przeptywu na obwodzie maszyny.

. MSR pozwala na uwzglednienie w obliczeniach zjawiska nasycenia i anizotropii magne-

sowalnosci blachy elektrotechnicznej.

. Siatkowy schemat, reluktancyjny obwodu magnetycznego maszyny indukcyjnej jest

prostym i efektywnym narzedziem analizy rozkiadu pola magnetycznego w silniku.
magnetycznego W obwodzie silnika
indukcyjnego otrzymane z rozwigzania m%dgl Nrg{iul&tg%pcyjnego pézyvalajq analizowaé
wplyw zjawisk nasyceniowych i anizotropowych na parametry biegll jatowego np. prad
magnesujacy, straty w rdzeniu czy tez halas magnetyczny. ‘

i

BIBLIOGRAFIA

.). Anuszczyk, Z. Rutkowski: Zastepczy schemat reluktancyjny ferromagnetyka. Archiwum

Elektrot. 1985, z. 3-4, s. 849—854

. L. Ciganek: FEkwiwalentnaja schema magnitnoj cepi asinchronnogo dwigatiela. FElektromechanika

1961, No 5, s. 23—29

.M. Dabrowski: Pola i obwody magnetyczne maszyn elektrycznych. Warszawa: WNT, 1971

A. Iwanow-Smolenskij: Razwitie metodow rascziota magnitnych polej w elektryczeskich

maszinach s ucziotom dwuchstoronnej pazowosti i nasyszczenia. XXI11 Internationales Wiss. Kollegium
TH Ilmenau, 1977, s. 91—96

.W. Ktak, A. Kostowski: Rozwigzywanie niesymetrycznych obwodow magnetycznych maszyn

elektrycznych metodq uktadu zastepczego na maszynie cyfrowej. Prace Nauk. Instytutu Ukladow Elektro-
maszynowych Politechniki Wroctawskiej 1976, Nr 21, ss. 61—72

. B. Konorski: Podstawy elektrotechniki, Tom 1, Warszawa: PWN, 1965
.T. Koter, P. Kowalewicz: Anizotropia magnelyczna blachy elektrotechniczenej. Przeglad

elektrotechniczny, 1980, Nr 5, s. 196—201

. Z. Rutkowski: Wyznaczenie rozkladu indukcji, w obwodzie magnetycznym tréjfazowej maszyny

indukcyjnej metqdq zastgpczego schematu siatkoweg,'ro_. .ngz. Nauk. Pplitechniki :Lédzkiéj,_Elektryka,
1983, Nr 74, s. 61—78 ' : C ' ’ o

~J. Turowski: Model reluktancyjny pola rozproszenia fransformatorow: Rozprawy Elektrot., 1984

Tom 30, z. 4,'s. 11211144



"Tom XXXIIT — 1987 Model reluktancyjny... 743

Z. RUTKOWSKI

RELUCTANCE MODEL OF AN ANISOTROPIC MAGNETIC CIRCUIT OF AN INDUCTION
i MOTOR NO-LOOD STATE: :

Summary

-Modern designing of magnetic circuits of induction motors requires @ precise calculation of the time/
Ispace distribution of the flux density in all parts of the magnetic circuit. Conventional methods of calcu-
lation of magnetic circuits do not allows to fulfill the above condition: with sufficient accuracy. The calcu-
lation model proposed by the author, based on the equivalent reluctance scheme (MSR), gives possibilites
to calculate the distributions.of spacial Iux density for an arbitrary chosen moment. The paper presents
the method of building up the reluctance network diagram for:an anisotropic magnetic circuit of an in-
duction. motor in the no-load state.. The formulae describing the particular reluctances and m.m.f. are deri-
ved. The proposed reluctance model of an:induction motor is described by a.set of non-linear algebraic
equations applying the mesh fluxes method. - : - :

Z, RUTKOWSKI

MODELE DE RELUCTANCE DU CIRCUIT MAGNETIQUE ANISOTROPE DU MOTEUR
A INDUCTION MARCHANT A VIDE

Résumé

Actuellement, I’établissement d*un projet du circuit magnétique de la machine & induction nécessite
une connaissance détaillée de la répartition spatiale-temporelle de induction magnétique dans tous les
€léments du circuit. Les méthodes classiques de calcul des circuits magnétiques des moteurs 2 induction
triphasés ne permettent pas de remplir cette condition d’ine maniére satisfaisante. Le modéle numérique,
proposeé dans Darticle, basé sur la méthode du réseau ¢quivalent de réluctance, permet de déterminer
la répartition du champ magnétique dans un instant arbitrairement choisi. On a présenté la maniére de
construire le réseau de réluctance du circuit magnétique anisotrope du moteur  induction marchant 2 vide.
On a établi les formules déterminant les réluctances et les amperes-conducteurs du réseau. Le schéma de
réluctance présenté a été décrit par le systéme d’équations algébriques non linéaires basé sur la méthode
des flux de mailles.

Z. RUTKOWSKI

RELUKTANZMODELL FUR DEN ANISOTROPEN MAGNETKREIS EINES
INDUKTIONSMOTORS WAHREND SEINES LEERLAUFES

Zusammenfassung

Die moderne Projektierung des Magnetkreises eines Induktionsmotors erfordert eine verhiltnismiBig
genaue Kenntnis der Induktionsverteilung aller Elemente des Kreises. Die klassischen Berechnungsmetho-
den der magnetischen Kreise dreiphasiger Induktionsmotoren gestatten es nicht, diese Bedingung in zu-
friedenstellender Weise zu erfiillen. Das im vorliegenden Bereicht vorgeschlagene Modell, das sich auf
die Methode eines Ersatzschaltplanes eines Reluktanznetzes stiitzt, erm0glicht die rdumliche Bestimmung
der Induktionsverteilung im beliehigen Zeitpunkt. Im Artikel wurde die Bauart eines Reluktanznetzschemas
des anisotropen Magnetkreises eines Induktionsmotors wihrend seines Leerlaufes angegeben. Die einzelne
Reluktanzen und magnetmotorische Krifte beschreibenden Formeln wurden angefiihrt. Das Reluktanz-
schema wurde mittels nichtlinearen Gleichungssystems unter Nutzung der Methode der Maschinenfliisse
beschrieben.



744 Z. Rutkowski ) Rozpr. Elektrot.

3. PYTKOBCKH

PEJIIOKTAHIIMIOHHASL MOJIEJDL AHH30TPOIIHOM MATHUTHOH IIEIM
UHIYVKIHOHHOI'O IBUIATEIA OJI4 XOJIOCTOI'O XOIOA

Pesmome

CoBpeMeHHble IPOCKTAPOBAHMAE MArHUTHON NEMM MHAYKIMOHHOH MaIMHbI Tpebyer OTHOCHTENBHO
TO/POBHOro SHAHMS IMPOCTPAHCTBEHHOTO H BPEMEHHOTO PAaCIpefleleHMs MHAYKIME B OTHENBHBIX 3je-
MenTax Tem. KiaccmuecKme MeTOBbI pacuéTa MATHHTHBIX uerefl TpEXQasHbIX HHAYKUMOHHBIX NBHTA.
Teselt He TIO3BOJIAIOT Ha MPaBHJILHOE cobirofeHwe droro yenoBus. Ilpemmorennas pacuersas MOAENb
0GOCHOBAHHAA HA METOHe SKBHBATEHTHOM CXeMbI MarHnTHbIX conporusneruit (MCP) mosgonser onpe-
JeWTh pacOpeleNieHre HEOYKUMY B MPOCTPAHCTBE B BO BpeMeHH. B nyGrHKapK IPEACTABJIEH CIIoco6
NOCTPOMKM CETOUHOM CXeMBbI aHH30TPOIHON MATHUTHOMN LEIM MHIYKIMOHHOTO ABUIATENd U1 XOJIOCTOro
Xoma. Buizemensl popMysbl ONpeAeIIAIONIAE MATHMTHBIE CONPOTHBICHNA H MACHHTOXBIDKYLIME CHIIB
cetxu. TIpuBeNeHHAR PEIOKTAHIMOHHAS CXEMa OIMCAHA CHCTeMoll anreéOpanvecKux HEeNMHEHHBIX ypaB-~
HeHU ¢ HCIIO/IF30BAHHEM METOAa SUECHHBIX IIOTOKOB.
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Analiza rozktadu pdla W obwodzie magnetycznym silnika indukcyjnego
z uwzglednieniem anizotropii blachy elektrotechniczne;j

TADEUSZ KOTER, JAN ANUSZCZYK, ZDZISEAW RUTKOWSKI (L6d%)

Instytur Maszyn‘Elektr.'ycznych i Transformatoréw, Politechnika Fddzka

Otrzymano 1986.03.25

W artykule przedstawiono wybrane wyniki badan w zakresie rozkladu pola magne-
tycznego w obwodzie silnika indukcyjnego wykonanego Z blachy elektrotechnicznej anizo-
tropowej. Stosujac metode zastepczej sieci reluktancyjnej wyznaczoio ‘rozklad skladowych
stycznej i promieniowej indukcji w poszczegdlnych elementach obwodu magnetycznego
silnika. Wykazano, ze w_jarzmie stojana silnika wystgpuje przemagnesowanie obrotowe,
zalezne od wymiardw geometrycznych i wiasnosci magnétycznych rdzenia. Przedstawiono
wplyw anizotropii magnetycznej blachy na charakter i rozklad indukcji oraz prad magne-
sujacy i straty w rdzeniu maszyny indukcyjnej.

1. WSTEP

W ostatnich latach obserwuje si¢ znaczny wzrost ‘wykorzystania materiatéw czynnych
stosowanych w budowie silnikéw induk@yjnych, w tym takze zwigkszone wykorzystanie
obwodu magnetycznego. Uzyskuje sig to gtéwnie przez stosowanie blach elektrotechnicz-
nych dowalcowywanych na zimno. Blachy te charakteryzuja sie zwigkszona magnesowal-
noscig* i zmniejszong “stratnoécia ale czgsto powigkszona anizotropia magnetyczng.
" Zastosowanie w obwodzie mégnetycznym blachy o znacznej anizotropii magnetycznej
wywoluje w maszynie dodatkowe zjawiska, ktére nie wystgpowaly w silnikach budowanych
z blachy magnetycznie izctropoWej (goracowalcowane;).

Klasyczne metody obliczania obwodu magnetycznego, zawierajace szereg wspdlczyn-
nikéw empirycznych wiasciwych dla blachy izotropowej, moga okazaé si¢ niedostatecznie
doktadne gdy rdzeh maszyny jest wykonany z blachy o wyraznej anizotropii magnetycznej.
W warunkach stosowania blachy anizotropowej w silnikach indukcyjnych moze powstaé
pytanie jak duza anizotropia blachy moze by¢ dopuszczona aby zachowaé poprawne
warunki i parametry eksplatacyjne silnika.

* magnesowalno$¢ — podatnosé ferromagnetyka na magnesowanie zewngtrzoym polem magne-
tycznym.
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Nowoczesne metody wyznaczania rozkladu pola magnetycznego w silniku indukeyjnym

powinny uwzgledniac:

— strukture fizyczna elementow obwodu i skomplikowang ich geemetrig,

__ nieliniowo$é charakterystyki magnesowania,

— rézay charakter przemagnesowania w poszczegblnych czesciach obwodu magnetycz-
© nego,

— zjawisko anizotropii magnetycznej blachy elektrotechnicznej.

Obecnie obserwuje sig coraz wigkszy rozwéj: metod pozwalajacych na wyzhaczenie
przestrzennego lub przestrzenno-czasowego rozktadu pola, opartych na dyskretyzacji
obwodu magnetycznego maszyny indukcyjnej (metoda elementow skonczonych, metoda
siatki reluktancyjnej, siatki pojemnosciowe;j itp.). W zwigzku z tym zostaly podjete prace
badawcze majace na celu analize rozktadu pola w obwodzie magnetycznym silnika induk-
cyjnego, ktérego rdzen jest wykonany z blachy elektrotechnicznej anizotropowej. Prace
te byly prowadzone w Instytucie Maszyn Elektryczaych i Transformatoréw Politechniki
Lo6dzkiej w ramach podproblemu 05.5A ,,Wybrane badania podstawowe W dziedzinie
elektrotechniki” koordynowanego przez Zaklad Badann Podstawowych Elektrotechniki
MHIPM i PAN. o L

W artykule przedstawiono, niektore. wyniki prac wykovanych, w. latach 1981—85
w ramac-;h:—;tematu-.i»;,-Ana]iza(«zjawisk»'W,;,'ferlromagnetYCznychv elementach -obwodu .magne-
tycznegenzouwzgleddieniém ‘anizetrop sblachselektrotéchinicznyehifealizowanego  w IV
grupie ity 7" TEOH™ ProdtwotIkoW ilekimomet Hanicziyeh™

B e N Y e VA B E LA 1 S vy, Lrnite A e

2. ANIZOTROPIA BLACHY ELEKTROTECHNICZNE]

Anizotropia magnetyczna blachy elektrotechnicznej zaznacza si¢ zréznicowaniem jej
kierunkowych wlasnosci magnetycznych. Najlepsze whasnoéci (najwicksza magnesowalnose,
najmniejsza stratno$c) sa osiggane przy przemagnesowaniu blachy zgodnym z kierunkiem
walcowania, przy innych kierunkach te wlasnoéci sa mniej korzystne. Anizotropia magne-
tyczna blachy wynika z anizotropowych wlasnoéci monokrysztalu zelazo — krzem, ktéry
charakteryzuje si¢ réznymi momentami magnetycznymi dla réznych kierunkéw krysztahu.
Wedtug domenowej teorii Weissa w materiale ferromagnetycznym bez zewngirznego pola
magnétycznego wystegpuje samorzutna magnetyzacja (polaryzacja magnetyczna) nasycenia

) / by g’ Y TR

=)
‘ ‘
7

2% OND

Rys. 1. Energia anizotropii magnetycznej krysztatu zelaza [8] a) model komorki krystalicznej b) zmiana
energii anizotropii w plaszczyznie bocznej krysztatu, ¢) zmiana energii anizotropii w plaszczyznie przekatnej
krysztatu

T
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w poszczegolnych domenach spowodowana polem molekularnym, Kierunek wektora
magnetyzacji jest zgodny z krystalograficznym kierunkiem latwego magnesowania zZgodnie
z zasadq najmniejszego stanu energetycznego krysztahi. Przy dziataniu zewngtrznego pola
magnetycznego, gdy wektor magnetyzacji zostanie obrécony do. innego polozenia zgodnie
Z wymuszeniem zewngtrznym zostanie wykonana praca przeciw sitom wewngtrznym
krysztatu. Ta praca zmagazynowana w domenie nosi nazwe energii anizotropii. Energia
anizotropii w réznych plaszczyznach krysztatu zelaza zostala przedstawiona na rys. 1
[8]. o : . , :
Usytuowanie krysztaléw w procesie technologicznym blachy elektrotechnicznej decyduje
o jej wlasnosciach magnetycznych w réznych kierunkach. Stad tez w zaleznosci od procesu
technologicznego oraz zawartosci krzemu uzyskuje sie blachy o réznym stopniu anizotropii
magnetycznej. Anizotropia blachy elektrotechnicznej moze wystgpowaé w odniesieniu
do réznych wlasnoéci magnetycznych jak magnesowalnos¢, stratnosé, magnetostrykcja.
Anizotropia magnesowalnosci polega na réznej podatnosci na magnesowanie blachy dla
réznych kierunkéw w stosunku do kierunku odniesienia, za ktéry przyjmuje sic zwykle
kierunek walcowania blachy, gdyz magnesowalnosé dla tego kierunku jest najwicksza.
Zwykle ilosciowo anizotropi¢ magnesowalnoéci wyraza sie zaleznoscig ;
‘ 4B(a) = By—B, przy H, = const, (D)
w ktorej o
B, — magnesowalnosé dla kierunku zgodnego z kierunkiem walcowania, B, — magne-
sowalno$¢ dla kierunku pod katem « wzgledem kierunku: walcowania; obie wartosci
wyznaczone s3 dla tego samego natezenia pola magnetycznego.
Dla blach stosowanych w budowie maszyn elektrycznych warto$¢ anizotropii magnesowal-
nosci podawana jest jako réznica magnesowalnosci dla kierunku zgodnego i prostopadlego
do kierunku walcowania przy natezeniu pola H, = 2500 A/m,
ABys = By—Boy  przy  H, = 2500 A/m. )
Istnieja takze propozycje innego okreslenia anizotropii magnesowalnoéci np. jako réznicy
natezenn pola magnetycznego przy stalej wartosci indukeji [11]. o
Anizotropia stratnosci okresla rézna wartos¢ stratnosci dla 162nych kierunkéw magne-
sowania blachy elektrotechnicznej. Mlosciowo anizotropig stratnosci wyznacza si¢ jako
stosunek réznicy stratnosci wyznaczonej dla prébek mieszanych Ap,, i stratnoéci dla
kierunku zgodnego z kierunkiem walcowania Ap, do stratnosci probek mieszanych dla
danej wartosci indukcji i wyraza sie ja zwykle ‘W procentach [13]

A, = _A_p# 100%  przy B, = const, o 3

e L 1
Jesli przyjaé, ze Apn. = 5 (APo+ APso), to

APy~ APo | .
4, = BP0=APo 1440, ‘@
? APyt APo % @

W ten sposéb wartosé procentowa anizotropii moze byé wyznaczona na podstawie strat-
nosci wyznaczonych dla kierunku zgodnego i prostopadiego do kierunku walcowania
blachy. :
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Blachy elektrotechniczne goracowalcowane byly uwazane powszechnie za blachy
o wlasciwosciach izotropowych. Nowoczesne blachy dowalcowywane na zimno jakkolwiek
zachowaly nazwe ,,blach nieorientowanych” posiadaja zauwazalna anizotropi¢ wiasnosci
magnetycznych w zaleznoéci od procesu technologicznego i zawartosci krzemu. Anizotropia
magnesowalnodci i stratnosci zalezy od stanu nasycenia. Najwigksza wystepuje w obszarze
kolana charakterystyki magnesowania przy indukcji okoto 1,4...1,6 T, przy wigkszych
wartosciach maleje. Wartosci anizotropii magnetycznej niektorych blach elektrotech-
nicznych stosowanych w budowie maszyn elektrycznych podano w tabl. 1. Dla porownania

. .

Tablica 1
WiasnoSci magnetyczne miektérych blach elektrotechnicznych
Indukcja™® Stratnose® Anizotropia | Anizotropia
‘ Gruboé przy pray v magnesowal- | stratnosci
Oznaczenie | Rodzaj blachy H, = Bn=15T nosci przy
= 2500 -A/m AB;s B,=15T
mm T W/kg — %
Fe 64.50 bezkrzemowa ; 0,5 - 1,62 5,68 - 0,06 2,6
Ei 60 niskokrzemowa 0,5 C1,57 4,70 0,11 11
EP 14 niskokrzemowa ; 61 | 235 | 021 162"
Clevpgeo Krgbinig@a o funi s Aok Boas el st Rposlgw oo - 5
. | transformatorowa s 0;28 | -iL,9v | U810 [ G047 T DUA8TE o

B L - Y PP = T
* wartosci wyznaczone dia prébek wycigtych w kierunku zgodnym z kierunkiem walcowania blachy = . )
“h it 2 probek ‘niéwyzarzonych o Tt PR R

fregy

. . : B S L A P S T 5
podano takze wartoéci anizotropii dla blachy anizotropowej M4 stosowanej w- budowie
transformatoréw.

3. ZASTOSOWANIE SIATKOWEGO SCHEMATU RELUKTANCYJNEGO
DO WYZNACZANIA ROZKLADU POLA W OBWODZIE MAGNETYCZNYM
SILNIKA INDUKCYJINEGO

Do analizy rozkladu pola w obwodzie magnetycznym silnika indukcyjnego zastosowano
metode siatkowego schematu reluktancyjnego o nieliniowych elementach skupionych.
Istotnym zagadnieniem jest zbudowanie schematu zastgpczego, ktéry bedzie mozliwie
wiernie odwzorowywal obwod magnetyczny maszyny, a jego rozwigzanie metodami
numerycznymi bedzie ekonomiczne.

Przy budowie siatkowego schematu zasigpczego o parametrach skupionych przezna-
czonego do wyznaczania rozktadu pola magnetycznego w obwodzie maszyny indukcyjnej
wprowadzono nastgpujace zalozenia:

— obwéd magnetyczny maszyny jest symetryczny pod wzgledem geometrycznym,
— tréjfazowa maszyna indukcyjna znajduje si¢ w stanie biegu jalowego i pomija si¢ prady
w uzwojeniu wirnika,

— prady magnesujace W poszczeg6lnych uzwojeniach fazowych stojana majg takg sama
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-warto$¢ skuteczna, a ich pierwsze harmoniczne s przesunigte wzgledem siebie o kat
3 , ;
— nie wystepuje wnikanie strumienia magnetycznego do kadluba natomiast uwzglgdma
si¢ przechodzenie strumienia przez wal maszyny.

Podstawowym zadaniem przy tworzeniu siatkowego schematu zastgpezego o skuplonych
parametrach jest podziat obwodu magnetycznego na segmenty i zastapienie ich odpowied-
nimi reluktancjami. W tym celu caly obwdd magnetyczny dzieli si¢ wspotosrodkowymi
okregami, ktére daja podziat na pierécienie (warstwy) i liniami radialnymi poprowadzonymi
ze §rodka walu maszyny, ktore dzielag warstwy na segmenty. Osie segmentéw w poszczegbl-
nych warstwach tworzg linie radialne poprowadzone ze §rodka watu brzez osie symetrii
Zbobkéw i zgb6w stojana lub wirnika. Liczba segmentéw: w warstwie jest rowna podwdjnej
liczbie Ztobkéw. Przyszczelinowe warstwy strefy zebowo-ztobkowej moga by¢ podzielone
na wigksza liczbg segmentéw ztobkowych i zgbowych niz podwdéjna liczba ztobkow, jezeli
potrzeba taka wynika z uksztaltowania zeba i zlobka.

Y

Rys. 2. Segment ferromagnetyczny obwodu

Kazdy segment skfada si¢ z czterech elementéw (rys. 2). Przenikalno$é magnetyczna
w elemencie jest stata i okresla ja dla ferromagnetyka wypadkowa warto$¢ indukcji wyste-
pujaca w elemencie i odpowiednia charakterystyka magnesowania uwzgledniajaca kierunek
magnesowania elementu w stosunku do kierunku walcowania blachy [5]. Oznacza to

2

Rys. 3. Reluktancyjny schemat zastepczy segmentu
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ze dla wyznaczenia przenmikalnosci magnetycznej elementéw segmentu ferromagnetyka.
trzeba korzystaé z rodziny charakterystyk magnesowania blachy By, = f(Hx) wyznaczonych
dla réznych kierunkéw magnesowania w stosunku do kierunku walcowania blachy.
W praktyce korzysta si¢ zwykle z charakterystyk wyznaczonych dla prébek wycietych
dla kilku okre§lonych kierunkéw. Przenikalnos¢ magnetyczng elementu wyznacza si¢ na.
podstawie interpolacji lub charakterystyki magnesowania najblizszej kierunkowi wypad-
kowej indukcji w elemencie. : v F
Element segmentu jest reprezentowany w schemacie zastepczym ukladem dwéch
wzajemnie prostopadiych reluktancji. Polaczenie tych reluktancji dla segmentu ztozonego
7 czterech elementéw przedstawiono na rys. 3, gdzie zaznaczono takze przykladowy roz-
ktad strumieni magnetycznych w segmencie. Schemat reluktancji segmentu przedstawiony
na rys. 3-moze byé¢ przeksztalcony do schematu, jak na rys. 4, w ktorym poszczeglne

. Rys 4, Przeksztalcony reluktancyjny schemat zastepczy segmentw
/ Z 1ys. 2 '

reluktancje_ Wyznacza si¢ z nastegpujacych zaleznosci:

1 2R,

N o R, =
- 47 y(utp)L 8 Ri+R,’ r
- ]
; Y
Ry = ‘ (6y
2R, R,+R,
(’“ln R+R TP TIR )L
i1 Ri+R, _
Re = y(u2+ps) L " 2R, N ‘ (7)
R, = L . 8y
Ri+R, 2R, )
("31‘1 R, TP RR ) E

gdzie:

B> H2s M3, s — Drzenikalnodci magnetyczne elementow,

L — dlugo$¢ rdzenia bez izolacji miedzyblachowej,
R,, R, — promienie wyznaczajace okreslong warstwe,
, 2y — kat wyznaczajacy okreslony segment.

Schemat zastepczy segmentu Zlobka silnika indukcyjnego jest analogiczny, jak dla
ferromagnetyka, przy czym przenikalno$¢ magnetyczna we wszystkich elementach jest
stala i réwna przenikalnoéci powietrza. Szczelina powietrzna reprezentuje soba jedna
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z warstw jobwodu, przy czym reluktancje poszczegdlnych elementéw szczeliny sa wyzna-
<zane dla kierunku radialnego. Wartosci reluktancji -szczeliny zaleza od wzajemnéego
usytuowania wzgledem siebie -segmentéw strefy zlobkowo-zgbowej stojana: i wirhika
'w warstwach przyszczelinowych, = .
Sily magnetomotoryczne zrodel w siatkowym schemame reluktancyjnym tréjfazowego
silnika indukcyjnego dla biegu jalowego mozna wyznaczyé na podstawie wypadkowej
krzywej przeplywu. Siatkowy schemat reluktancyjny, ktérego fragment przedstawiono
ma rys. 5 otrzymuje si¢ przez odpowiednie polaczenie reluktanciii sit magnetomotorycznych

Rys. 5. Fragment siatkowego schematu zastepczego obwodu magnetycznego maszyny 1ndukcyjne_1

‘1 — wal, 2 —jarzmo wirnika, 3—-strefa zgbowo-stobkowa wirnika, 4 — szczelina powietrzna, 5 —strefa quowo-zlobkowa

stojana, 6 — jarzmo stojana.



752 T. Koter, J. Anuszczyk, Z. Rutkowski Rozpr. Elektrot.

poszczegblnych segmentéw. Wypadkowa sita magnetomotoryczna oczka siatki reluktan-
cyjnej jest rowna przeplywowi obejmowanemu przez to oczko. Bardziej szczegdlowy opis
budowy siatkowego schematu reluktancyjnego ferromagnetyka i obwodu magnetycznego
tréjfazowej maszyny indukcyjnej zostal przedstawiony w pracach [5], [14] i [15].
Rozwiazanie obwodu siatkowego zostalo wykonane metoda strumieni. oczkowych.

'Uldad réwnafh w zapisie macierzowym ma postaé

[REm)[@(m)] = [O(m)] - ®
gdzie: '

[R(m)] — macierz kwadratowa reluktancji oczkowych,

]9 (m)] — macierz kolumnowa strumieni magnetycznych oczkowych,

[®(m)] — macierz kolumnowa. sit magnetomotorycznych oczkowych.

Sita magnetomotoryczna oczkowa dla zaznaczonych na rys. 5 oczek j, j+k,j—k, j+1,
j—1 réwna sig zero, za$ dla oczka i réwna jest przeplywowi obejmowanemu przez to
oczko.

Uklad réwnai (9) zostal rozwiazany numerycznie metodg Gaussa- Seidla-Newtona.
W wyniku rozwigzania otrzymuje si¢ wartoéci strumieni magnetycznych oczkowych
@(m). Skladowe styczne i promlemowe indukcji magnetycznych w poszczegolnych ele-
mentach ferromagnetycznych i szczelinie powietrznej silnika wyznacza si¢' na podstawie
strumieni magnetycznych gal@zmwych zast@pczego schematu swtkowego

o4 K \_ i .
4, ROZKLAD INDUKCJI W OBWODZIE MAGNETYCZNYM MASZYNY
INDUKCYJNEJ ’

4.1, OBIEKTY BADAN L

Obliczenia rozk}adu indukcji magnetyczncJ metoda s1atkowego schematu reluktancyj-
nego wykonano dla klatkowych silnikoéw modelowych z kadlibem niemagnetycznym,
ktérych rdzenie zostaly wykonane z typowych wykrojow blach silnik6w indukcyjnych serii
f o wzniosie walu 132 mm i wybranych trzech gatunkéw blachy elektrotechnicznej:
— bezkrzemowej Fe 64.50 —silnik MB,

— niskokrzemowej EP 14° —silnik MP,

— krzemowej M4 —silnik MT.

Dla tych blach zostaty wyznaczone dynamiczne charakterystyki magnesowania B,

= f(H,,) dla probek wycietych pod katami co 15° w stosunku do kierunku walcowama
oraz jest znana charakterystyka magnesowania stali, z ktérej] wykonano wal maszyny.

Badania silnikéw modelowych, ktérych rdzenie wykonano z blachy transformatorowej
gatunku M4 mialy na celu uwypuklenie zjawisk zwiazanych z anizotropia magnesowalnosci
blachy w pracy silnika indukcyjnego.

Obliczenia numeryczne metoda siatkowego schematu reluktancyjnego wykonano dla
modelowych silnikéw indukeyjnych 4 i 6 biegunowych. Ztobki stojana i wirnika obu
maszyn sa pétzamknigte; ich liczba dla silnika czterobiegunowego Z, = 36 oraz Z, = 28.
za$ dla silnika szesciobiegunowego — Z, = 36 oraz Z, = 33. Strefy zg¢bowo-ztobkowe

;maszyn podzielono wzdluz wysokosm na 4 warstwy, jarzma stojana — na 3 warstwy,

jarzma wirnika — na 2 warstwy, a wat maszyny — na 1 warstwe. Zgby stojana i wirnika
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w warstwach przyszczelinowych podzielono na 3 segmenty. W rezultacie otrzymano siat-
kowe schematy reluktancyjne: — dla silnika czterobiegunowego o m = 1024 oczkach,
—dla silnika szesciobiegunowego o m = 1104 oczkach. Wypadkowa krzywa przeplywu
badanych silnikow zostala usytuowana w siatkowym schemacie zastgpczym tak, ze jej
maksymalna warto$¢ pokrywa si¢ z kierunkiem walcowania blachy oraz z osig jednego
z uzwojen fazowych stojana, a takze z osiami zgbéw stojana 1s i wirnika 1w (rys. 5).

4.2. ROZKL.AD INDUKCII MAGNETYCZNEJ W FERROMAGNETYCZNYCH
- ELEMENTACH SILNIKA INDUKCYJNEGO

Na rysunkach 6-15 przedstawiono wybrane wyniki obliczed rozkladéw indukcji
magnetycznej w ferromagnetycznych elementach obwodu magnetycznego czterobieguno-
wych silnikéw modelowych wyznaczone dla sinusoidalnego pradu magnesujacego o war-
todci I, = 6,5 A. Rozktady promieniowych i stycznych skladowych indukcji w jarzmach
stojana i wirnika wykreslono wzdluz obwodu maszyny tylko dla jednej pary biegunéw
ze wzgledu na analogiczny ich obraz pod druga para biegunéw. Na rysunkach 6 do 18
n, i n, oznaczaja kolejne zgby stojana i wirnika. ' ’

Obliczone rozklady skladowej promieniowej indukcji magnetycznej w jarzmie stojana
By, na granicy poszczegdlnych warstw (rys. 6, 7, 8) wskazuja na nieréwnomierny rozklad
tej skladowej wzdtuz wysokoéci jarzma. W miarg wzrostu stopnia anizotropii magnesowal-
nofci blachy wystepuje zaostrzajacy si¢ charakter przebiegéw oraz asymetria amplitudowa
na poszczegdlnych podziatkach biegunowych.

Rozklad sktadowej stycznej indukcji B;;; w warstwie przyzebowej jarzma stojana jest
praktycznie taki sam niezaleznie od rodzaju blachy (rys. 9). Rozklady B;,, w pozostatych
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Rys. 6. Rozklad skladowej promieniowej indukcji magnetycznej w jarzmie stojana By, silnika medelowego
: MB4
1 — na granicy strefy z¢bowo-zlobkowej i pierwszej warstwy jarzma stojana, 2 — na granicy miedzy pierwsza i druga warstwg
jarzma stojana, 3 —na granicy miedzy druga i trzecia warstwa jarzma stojana.

11 Rozprawy Elektrotechniczne 3/87
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Rys. 7. Rozklad skladowej promieniowej indukcji magnetycznej w jarzmie stOJana Bm silnika modelowego
MP4 ‘
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Rys. 8. Rozklad skladoweJ promieniowej mdukcp magnetycznej w jarzmie stojana B, silnika modelowego
MT4
1 — na granicy strefy quowo-zlobkowe] i pierwszej warstwy jarzma stojana, 2 —na granicy miedzy pierwsza i druga warstwa
jarzma stojana, 3 —na granicy migdzy druga i trzeciag warstwa jarzma stojana.

dwéch warstwach nieznacznie réznia si¢ od przebiegéw w warstwie przyzebowej. Amplituda
sktadowej stycznej indukcji magnetycznej B;, jest najmniejsza w silniku MT4, mimo Ze
blacha transformatorowa, z ktorej wykonano rdzen tego silnika posiada najlepsza magne-
sowalno$é wzdtuz kierunku walcowania. Przyczyng tego jest najwigksza anizotropia
magnesowalnosci tej blachy w poréwnaniu z pozostalymi blachami.

Na podstawie rysunkéw 10, 11, 12 mozna stwierdzi¢, ze rozktady skladowej promie-
niowej indukcji magnetycznej w jarzmie wirnika Bj, silnika MT4 w wyrazny sposéb
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Rys. 9. Rozkiad sk}adowej stycznej indukcji magnetycznej w pierwszej warstwie stojana By
1 —s;lmk modelowy MB4, 2 —silnik modelowy MP4, 3 —silnik modelowy MT4
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Rys. 10. Rozklad sktadowej promieniowej indukcji magnetycznej w jarzmie wirnika Bj., silnika mode-

lowego MP4

1—na granicy strefy zebowo-zlobkowej i pierwszej warstwy jarzma wirnika, 2 — na granicy miedzy pierwsza i druga warstwa

jarzma wirnika, 3 —na granicy miedzy druga warstwa jarzma wirnika i walem.

odbiegaja od rozkladéw w dwéch pozostalych silnikach. Wystepuje tutaj silne zaostrzenie
przebiegu w jarzmie na podzialce biegunowej, ktérej o$ pokrywa sie z kierunkiem walco-
wania blachy oraz silne odksztalcenie na gramcy mu;dzy walem a druga warstwa jarzma

wirnika.

Rozklady sktadowej stycznej indukcji Bj,, w poszczegélnych warstwach jarzma wirnika
sg praktycznie takie same niezaleznie od rodzaju blachy (rys. 13, 14, 15). Amplituda

11*
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skladowej stycznej B;,; w jarzmie wirnika jest najmniejsza w silniku wykonanym z blachy
transformatorowej. Mimo, ze w wykonywanych obliczeniach uwzgledniono wnikanie
strumienia magnetycznego na cala grubos¢ watu, to amplituda Bj,, w wale jest wyraznie
mniejsza od amplitudy Bj,, w jarzmie wirnika (najmniejsza dla silnika MB4), Jest to
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Rys. 11, Rozktad skla‘dowe_] promxemowej indukcji magnetycznej "W Jarzmxe iwu-mka B, silnika modelo~
.- - WEZOo MP4f. ‘o
1 —na granicy strefy ngowo-z{obkowe] i pierwszej warstwy jarzma wirnika, 2 —na gramcy miedzy pierwsza i druga warstwa
jarzma wirnika, 3 —na granicy mig¢dzy druga warstwa jarzma w1rm%ca. i walem.
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Rys. 12. Rozklad skladowej promieniowej indukcji magnetycznej w jarzmie wirnika By, silnika modelo-
wego MT4 .

1 — na granicy strefy zgbowo-ztobkowej i pierwszej warstwy jarzma wirnika, 2 —na granicy mlqdzy pierwsza i druga warstwa
jarzma wirnika, 3 —na granicy migdzy druga warstwa jarzma wirnika i walem.
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spowodowane duzo mniejsza magnesowalnoscia stali, z ktérej wykonano wal maszyny
w poréwnaniu z magnesowalnoscia blachy. Jak widaé z przedstawionych wyzej rozkladéw
indukcji anizotropia magnesowalnosci blachy elektrotechnicznej powoduje asymetrie
ksztaltu i amplitudy sktadowych indukcji w elementach ferromagnetycznych obwodu
magnetycznego silnika indukcyjnego.

Ny —=> \

Rys. 13. Rozklad skladowej stycznej indukcji magnetycznej w jarzmie wirnika B, silnika modelowegé
e MB4 ' :

1 —w pierwszej warstwie jarzma wirnika, 2 —w drugiej warstwie jarzma wirnika, 3 —w wale.
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Rys. 14. Rozkiad skiadowej stycznej indukcji magnetycznej w jarzmie wirnika By, silnika modelowego
MP4

1 — w pierwszej warstwie jarzma wirnika, 2 — w drugiej warstwie jarzma wirnika, 3 — w wale.
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Rys. 15. Rozklad skladowej stycznej indukcji magnetycznej w jarzmie wirnika Bjas sxlmka modelowego
MT4

1 — w pierwszej warstwie jarzma wirnika, 2 — w drugiej warstwie jarzma wirnika, 3 —w wale.

4.3. ROZKLAD INDUKCH w SZCZELINIE POWIETRZNEJ SILNIKA INDUKCYJNEGO

o

Metoda-siatki- relukt«an _yjnej pozwala na .wyzn@gzeme andukcjngnagnetycznej W.Szcze-
linie powietrznej B, Jako wartosci $rédniej- w poszczegdlnych:.obszarach dyskretyzacji
szezeliny, Na rysunkach 16+138 przedstawiono rozklady indukeji B, na. _wewngtrznei
pow1erzchm sto;ana szescwblegunowych sﬂmkow modelowych dla s1nusmdalnego ‘pradu
magnesujacego.o wartosei I, = 5.A. Rozklady indukgcji B, wykreslono dla trzech biegunéw,
poniewaz ze wzgledu na wyst@pujqce w maszynach liczby 7tobkéw stojana i wirnika oraz
wlasnosci anizotropowe blachy, rozklady indukcji magnetycznej w szczelinie powietrznej
dla pozostatych biegunéw beda analogiczne. Na rysunkach tych zaznaczono takze przebieg
podstawowej harmonicznej indukcji By;.

W silniku MB6, ktérego rdzen wykonano z blachy o wlasnosciach praktycznie izotro-
powych, rozklad indukcji B, na wszystkich podziatkach biegunowych jest symetryczny
pod wzgledem ksztaltu i amplitudy oraz splaszczony w poréwnaniu z krzywa przeplywu
(rys. 16). Wykresy rozktadéw indukcji B, w silnikach MP6 (rys. 17) oraz MT6 (rys. 18)
wskazuja, Ze na jednej z podzialek biegunowych nastepuje splaszczenie, na drugiej za$
zaostrzenie rozktadéw w pordwnaniu z krzywa przeplywu. Ponadto na poszczegdlnych
podziatkach biegunowych wystgpuje asymetria amplitudy i ksztattu, ktérej przyczyne
nalezy upatrywaé w zjawisku anizotropii magnesowalnosci blachy elektrotechniczne;.
Asymetria ta jest tym wigksza, im wigksza jest liczba biegunéw maszyny indukcyjne;.

W zwiazku z wystgpowaniem nieréwnomiernego rozkladu indukcji magnetycznej
w szczelinie powietrznej B, wzdluz obwodu maszyny indukcyjnej, ktérej rdzen jest wyko-
nany z blachy anizotropowej dokonano rozkladu na harmoniczne krzywej indukcji B,
metoda szeregu Fouriera. Obliczenia wykonano dla silnikéw cztero- i szesciobiegunowych
wykonanych z trzech gatunkéw blach elektrotechnicznych.

Dla ustalenia wplywu anizotropii magnesowalnosci blachy na zawarto$¢ harmonicz-
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Rys. 16. Rozklad indukcji magnetycznej w szczelinie powietrznej silnika modelowego MB6.

nych przestrzennych w krzywej indukcji B, wykonano obliczenia rozktadu pola w silniku

indukcyjnym metoda schematu reluktancyjnego dla dwéch przypadkéw w kazdym z bada-

nych silnikéw:

a) w zalozeniu, Ze silnik jest wykonany z blachy izotropowej o charakterystyce magneso-
wania zgodnej z kierunkiem walcowania rzeczywistej blachy anizotropowej (oznaczenie
MB4-0, MP4-0, MT4-0 — analogicznie dla silnikéw szesciobiegunowych),

b) dla silnika wykonanego z blachy anizotropowej przy uwzglednieniu calej rodziny
charakterystyk magnesowania, dla réznych kierunkéw magnesowania w stosunku
do kierunku walcowania blachy (oznaczenia MB4-X itd.).

Réznica w rozkladach przestrzennych indukcji w-tych dwéch przypadkach daje poglad

na wplyw anizotropii magnesowalnosci blachy na warto$é i rozktad indukcji w poszcze-

g0Inych elementach obwodu magnetycznego, w tym takze w szczelinie powietrznej. Wyniki
obliczeri rozkladu krzywych indukcji B, na szereg Fouriera zestawiono w tablicy 2. Udzial

w procentach poszczegdlnych harmonicznych przestrzennych obliczono w stosunku do

podstawowej harmonicznej. Jako podstawowg barmoniczng krzywej indukcji magnetycznej

w szczelinie powietrznej przyjeto harmoniczng odpowiadajaca czestotliwoéci pierwsze

harmonicznej krzywej przeptywu. Dla silnikéw czterobiegunowych harmoniczna podsta-
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wowa odpowiada p = 2, dla silnikéw szesciobiegunowych harmoniczna podstawowa
odpowiada p = 3.

W krzywej przeptywu wystepuja tylko harmoniczne uzwojeniowe 5p, 1p, 11p itd.,
nie wystepuja za$ harmoniczne, kiore sa. wielokrotnoécia liczby 3p. Wskutek nasycenia
obwodu magnetycznego w krzywej indukcji B, pojawiaja si¢ harmoniczne 3p, 9p, 27p, itd.
W silnikach indukeyjnych, ktérych rdzenie sa wykonane z blachy izotropowej i geometria
obwodu magnetycznego na kazdej podzialce biegunowej jest taka sama, w rozkiadzie
indukcji magnetycznej w szczelinie powietrznej wystepuja tylko harmoniczne uzwojeniowe
i nasyceniowe. Procentowy udzial harmonicznych uzlobkowania (dla 2p = 4 — har-
moniczna 34, dla 2p = 6 — harmoniczna 33) nie zalezy od nasycenia obwodu oraz anizo-
tropii blachy. Jak wida¢ z zestawienia harmonicznych w tablicy 2 anizotropia magne-
sowalnoéci blachy elektrotechnicznej jest Zrédlem generowania calego widma barmonicz-
nych parzystych w silnikach czterobiegunowych oraz harmonicznych nieparzystych
w silnikach szescmblegunowych Amplitudy generowanych harmonicznych (harmonicznych
anizotropowych) moga osiaga¢ znaczne wartoéci rzedu harmonicznych uztobkowania.

W silnikach szesmobwgunowych wykonanych z blachy anizotropowej pojawiaja si¢
w rozkladzie mdukc_]l takze subharmoniczne. Anizotropia magnesowalnoéci blachy elektro-
technicznej powoduJe zmiang zawartosci harmonicznyeh uzwojeniowych i nasyceniowych
jakie wystgpowaly przy blasze izotropowej (np. zmniejszanie udzialu 3 harmomcznej)

Na podstawie dokonanej anahzy .harmomcznej mozna stwierdzi¢, ze amzotropla
magnesowalenoscm blachyw generuje: - ~widmo hasmomcznych parzystych w sﬂgkach o.p
parzystym oraz widmo harmonicznych nieparzystych w silnikach o p meparzystym W sil-
nikachop > 2w rozkladzie indukcji B, pojawiaja sie subharmoniczne. Powyzsza analiza
zostala doko ina dlax smuso;dalnego prqdu magnesujacego. Mozna? analoglcznq analize
przeprowadzw dla pradu magnesujacego odksztalconego, jezeli zrana jest’ zawartosé
wyzszych harmonicznych pradu.

5. WPLYW ANIZOTROPII MAGNESOWALNOSCI BLACHY
ELEKTROTECHNICZNEJ NA PRAD MAGNESUJACY TRC’)JFAZOWEGO
SILNIKA INDUKCYINEGO

Na podstawie analizy harmonicznej wykonanej w p. 4.3 wyznaczono harmoniczne
podstawowe rozkladu indukcji magnetycznej Byr W szczelinie powietrznej, co w konsek-
wencji dla silnikéw, ktérych uzwojenia stojana skojarzone.sg w gwiazde pozwohlo obliczyé
napiecie fazowe z zaleznosci:

Us x Eyp—1,- X, 10y
gdzie:
E,;—sila elektromotoryczna indukowana w uzwojeniu stojana przez podstawowa
harmoniczng indukcji By,
I, — wartoé¢ skuteczna sinusoidalnego pradu magnesujacego,
X, — reaktancja rozproszenia uzwojen stojana.
Metoda siatkowego schematu reluktancyjnego z wykorzystaniem charakterystyk
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B,, = f(H,) prébek wycigtych co 15° w stosunku do kierunku walcowania wyznaczono.
zaleznodci I, = f(Uy) dla' trzech modelowych silnikéw czterobiegunowych (rys. 19).

e
A
)
8
.7
6
b
lu
7]
3
P Wi
Rys. 19. Charakterystyki I, = f(U,) obliczone z wykorzystaniem 7 L l/
metody siatkowego schematu reluktancyjnego oraz charakterystyk
By = f(H,) dla r6znych katéw w stosunku do kierunku walco-
wania blachy i g 30 100 150 V200
1 —silnik MB4, 2 —silnik MP4, 3 — silnik MT4 Uf —=

Jak wynika z przedstawionych wykreséw charakterystyka 1, = f(Uy) silnika MB4
W wyrazny spos6b przebiega poniZej charakterystyk dwéch pozostalych silnikéw. Mimo,
ze blacha transformatorowa M4 posiada najlepsza magnesowalno$é wzdhuz kierunku
walcowania z trzech badanych blach, prad magnesujacy silnika MT4 jest znacznie wigkszy
niz silnika MB4. Przyczyng tego jest duza warto$é anizotropii magnesowalnosci blachy
M4. Magnesowalno$é blachy EP14 wzdtuz kierunku walcowania jest praktycznie taka sama
Jjak blachy Fe64.50, to jednak wigksza anizotropia magnesowalnosci blachy EP14 powoduje,
Ze prad magnesujacy silnika MP4 jest w calym zakresie zmiany napiecia Uy znacznie
wigkszy i zblizony do pradu silnika MT4.

W wyniku powyiszych obliczern mozna stwierdzié, ze anizotropia magnesowalnosci
blachy elektrotechnicznej powoduje wzrost pradu magnesujacego trdjfazowego silnika
indukcyjnego.

Dla oceny ilosciowej wplywu anizotropii magnesowalnosci blachy na warto$¢ pradu
magnesujacego obliczono dla badanych czterobiegunowych silnikéw modelowych charak-
terystyki I, = f(Uy) z wykorzystaniem charakterystyki magnesowania B, = f(H,) zgodnej
z klerunklem walcowania (rys. 20, 21, 22). Dla napigcia U, = 200 V (B, = 0,85 T) obli-
czono wzgledny wzrost pradu magnesujacego wskutek zjawiska anizotropii wedlug zalez~
nosci:

A=k j00y, (n

10
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gdzie: , _
I, —-wartosc pradu magnesujacego obliczona z wykorzystaniem katowych charak-
terystyk Bn = f(Hun),
I, — warto§¢ pradu magnesujacego obliczona z wykorzystaniem charakterystyki

-

>

. = f(H,,) zgodnej z kierunkiem walcowania.

R,

90

00— 750

[/‘f—a'

=Y 200

/

V4

54

00

Uf—%

150

I 209

1 —-:charakterystqu magnesowamg, dla ‘(;v.’gnych, kqté;,w, iw;zglgq%:;\ k}egg nku

walcowama, 2— charakterystyka magnesowama dia kierunku zgodnego z kie~
runkxem waléowania.

Rys. 21. Charakterystyki I, = f(Uy) dia silnika MP4
1 — charakterystyki magnesowania dla roéinych katéw wzgledem kierunku
walcowania, 2 — charakterystyka magnesowania dla kierunku zgodnego z kie~
rankiem walcowania.
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2 /
1 A / ‘
Rys. 22. Charakterystyki I, = f(Uy) dla silnika MT4
o, 3 eharukenseots msgmes oo e e TS e RV 70
runkiem walcowania. U —>

Dla badanych silnikéw modelowych wzrost pradu magnesujacego wynosi:

— dla silnika MB4 —o 6%,

— dla silnika MP4 — o 459,

— dla silnika MT4 — o 87%. _
Z powyzszego zestawienia wynika, Zze stosujac w budowie rdzenia silnika indukeyjnego
blache anizotropowa nalezy si¢ liczyé ze wzrostem pradu magnesujacego tym wigkszym
im wigkszy jest stopieA anizotropii magnesowalnosci blachy elektrotechnicznej [16, 7]

6. PRZEMAGNESOWANIE OBROTOWE W JARZMIE SILNIKA INDUKCYJNEGO
I JEGO WPLYW NA STRATY PODSTAWOWE W RDZENIU

6.1. POLE OBROTOWE W JARZMIE SILNIKA INDUKCY JNEGO

Jarzmo rdzenia tréjfazowego silnika indukcyjnego jest przemagnesowywane obrotowo
co znaczy, ze wektor indukcji zmienia w czasie zaréwno wartos¢, jak i polozenie w plasz-
czyznie wykrojéw blach. Anjzotropi_a magnetyczna blach elektrotechnicznych stosowanych
w budowie rdzeni zaznacza swéj wplyw na rozktad pola w obwodzie magnetycznym
silnika indukcyjnego, jak réwniez na obraz przemagnesowania obrotowego w jarzmie.
Obraz przemagnesowania obrotowego w wyodrgbnionych elementarnych obszarach
jarzma mozna wyznaczyé stosujgc metode schematu reluktancyjnego. W obliczeniach
i. analizie pola obrotowego wystepujacego w jarzmie tréjfazowego silnika indukeyjnego
wykorzystano przedstawiona w p. 3 metode zastgpczego schematu reluktancyjnego.

Przy wyznaczaniu przemagnesowania obrotowego - w jarzmie silnika indukcyjnego
metodg siatkowego schematu reluktancyjnego przyjeto ogdlne zalozenia podane w p. 3
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(bieg jatowy, symetria gebmetryczna obwodu magnetycznego, symetria pradéw fazowych
itd.). Zatozono ponadto sinusoidalny ksztalt pradu zasilania silnika jako podstawe rozkladu
wypadkowej krzywej przeplywu wymuszajacej strumien w obwodzie magnetycznym.
7 rozwiazania uktadu réwnan (9) dla przeplywéw wynikajacych z wartosci pradéw fazo-
wych w kolejnych chwilach czasowych otrzymuje sig, W kazdym z elementarnych obszarow
jarzma, moduly i argumenty wektoréw indukcji w tych chwilach czasowych. Obwiednia
poprowadzona przez kofice wyznaczonych wektoréw indukcji daje obraz pola obrotowego
w danym elementarnym obszarze jarzma. Szczegdlowy opis wyznaczania przemagneso-
wania obrotowego podano w pracach [1, 2].

Przedstawione wyniki obliczefi numerycznych dotycza silnikow indukcyjnych wielkosci
mechanicznej 132 o rdzeniach z izotropowej blachy bezkrzemowej Fe64.50 (oznaczenie
silnika MB4) oraz z blachy transformatorowej M4 (oznaczenie silnika MT4). W danych
do obliczef blachy Fe64.50 opisana jest przez jedng charakterystyke magnesowania w kie-
runku 0° (stad nazwa izotropowa), natomiast blachy M4 przez rodzing katowych charak-
terystyk magnesowania. Dobrane materialy rdzenia (blacha izotropowa i silnie anizotro-
powa) uwypuklaja wplyw anizotropii magnetycznej na charakter przemagnesowania
obrotowego w jarzmie.

Dla ulatwienia interpretacji obliczeni na- rys. 23 przedstawiono fragment przekroju

RS T

Cnng anEnstERArnETY GHRY BTN GOVWOIsDOIR WoAe. dhoyasled LI

N Yo .
e s LR s

. Rys. ,,23‘. 'Fra_gment przekroju poprzecznégo
" rdzenia stojana z siecia podziatowa i nume-
: ‘Tacja oczek : B

FEN

poprzecznego rdzenia stojana modelu obliczeniowego silnika z siecig podziatowa w czgsci
jarzmowej. Zastosowano podzial jarzma na trzy warstwy. Na przekroju of 0° pokrywa
si¢ z kierunkiem walcowania’ blachy. Ilustracje wynikéw obliczeri sprowadzono- do seg-
mentéw jarzma lezacych na dwoch charakterystycznych kierunkach 0°i 90° w stosunku
do kierunku -walcowania blachy: e ‘ : s E
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- segmenty 0° — oczka: 93,, 129,, 129,, 165,, 165,, 165,,
segmenty -90° — oczka: 102,, 138, 138,, 174, 174,, 174,,

(indeksy oznaczaja elementy ‘w oczku, z — element zewngtrzny).’

Graficzng ilustracj¢ pola obrotowego w wybranych segmentach jarzma przedstawiono
na rys. 24 dla silnika MB4 oraz na rysunkach 251 26 dla silnika MT4. Po lewej sironie
rysunk6w podano numery oczek i elementéw w jarzmie, ktérych dotycza te rozklady.
Po prawej stronie ilorazy amplitud promieniowej i stycznej,indukcji magnetycznej w ele-
mentach.

Dla silnika MB4 z rdzeniem izotropowym (rys. 24) stwierdzono zbhzonq do eliptyczne;j,
praktycznie jednakowa zmiennoéé wektora indukcji we wszystkich segmentach dla dowol-

Kumery oczek - Indukeje: promieniswa
i elementow 7 { styczna
85, , 1M, — : _1'5‘7’5,

1857, 174y GB— AR

o o> M

G457
7564T

e
SN

129, , 138,

129/, 138

Rys 24, Rozklad pola obrotowego W Wy 932 102,
branych e]ementach ‘jarzma sﬂmka MB4- ! e\
-z rdseniem’ izotropowym v

165, & — . W—

185, S P L
v C T _025r
L s 12757

1295

Rys. 25. Rozk}ady' pola obrotowégo W élémenta'ch. 932
segmentow na osi 0° silnika MT4 z rdzemem anizo-
tropowym :
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nego ich polozenia na obwodzie jarzma. Kilkuprocentowe réznice w wartosciach sklado-
wych stycznych indukcji w tych 'samych warstwach réznie usytuowanych segmentow
wynikaja ze zmiany amplitudy przeplywu wypadkowego w rozkladzie poobwodowym

9° g

1%, ! 16097
i 0257

14z 76097

: 0317
74 TEBT
1962 e
04257
1384 —ﬁi—-

1029 _B575T Rys. 26. Rozklady pola obrotowego W elementach

o 177 segment6w na osi 90° silnika MT4 z rdzeniem anizo-
' e . tropowym

¢

- w szezelinie powfetrznej silnika. Z rozkladéw pola obrotowego wynika, Ze skladowa

promieniowa indukcji jest najwicksza w warstwie wewnetrznej jarzma od strony z¢bow

i maleje w kierunku-warstwy-zewngtrznej. W warstwie zewnetrznej wystepuje tylko skla-
dowa styczna co wynika z dyskretyzacji W przyjetym modélu_ reluktancyjnym. jarzma.
Dla badanego silnika, w ktérym $rednica zewnetrzna jarzma D, = 0,208 m i érednica
wewnetrzna D,, = 0,134 m, przy éredniej indukcji stycznej w jarzmie okoto 1,57 T otrzy-
mano maksymalng warto§¢ ,.eliptycznosci” przemagnesowania w warstwie nad zebami
%, = 0,5 (stosunek indukcji promieniowej do stycznej).

W pracy [2] stwierdzono, Ze eliptyczno$é pola obrotowego bardzo wyraznie zaleZy
od wymiaréw geometrycznych jarzma. Przy jarzmach wysokich mozliwe jest wystgpowanie
w pewnych obszarach pola obrotowego o wiekszym od podanego udziale sktadowej
promieniowej indukcji, jak réwniez pola obrotowego kotowego. W silniku MT4 z rdzeniem
anizotropowym dla elementéw na osi 0° (rys. 25) obserwuje si¢ wzrost skladowej promie-
niowej indukcji w kierunku latwego magnesowania. Z uwagi na to, Ze o$ symetrii roz-
patrywanych elementow nie lezy doktadnie na kierunku 0° ma miejsce charakterystyczne
wyboczenie rozkiadu pola.

Dia elementéw na osi 90° (rys. 26) ksztalt pola obrotowego jest zblizony do elipsy.
W tym przypadku kierunek tatwego magnesowania jest kierunkiem sktadowej stycznej
indukcji co powoduje wzrost jej wartosci w poréwnaniu z wartoscia W clementach segmen-
téw w osi 0°. Wzrost skiadowe; stycznej indukcji w elementach segmentéw w osi 90°
i zwigzane z tym wahania wartosci indukcji stycznej w rozkladzie poobwodowym sa duze.
W analizowanym przypadku zawieraja si¢ W granicach 1,28-+1,70 T. Podobnie wystepuja
wahania skladowej promieniowej indukcji magnetycznej.
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6.2. PRZEMAGNESOWANIE OBROTOWE I ANIZOTROPIA BLACH W OBLICZENIACH STRAT
TRV PODSTAWOWYCH W RDZENIU - .- .. .. : :

 Straty podstawowe w rdzeniu silnika indukeyjnego stanowia cze$é strat catkowitych
w rdzeniu 'zWiqzaﬁq Z ci@stotliWos’ciac podstawowa przemagnesowania wynikajgca z czesto-
tliwodci napiecia zasilajacego. Przemagnesowanic obrotowe i anizotropia magnetyczna
rdzenia wymagaja nowego podejscia do obliczer tych strat. W zaproponowanej metodzie
proWadzqcej do uZytecznej dla praktyki inzynierskiej zaleznosci (12) wykorzystuje sie
odmienne stratnosci do obliczefl strat w jarzmie i w zebach rdzenia '

APso = Apom;+ Ap.m,, (12
gdzie: , .
A P,so — straty podstawowe w rdzeniu przy czestotliwosci przemagnesowania 50 Hz,
ADPo — stratnos¢ przy przemagnesowaniu obrotowym dla maksymalnej wartosci
indukcji stycznej w jarzmie stojana, ‘
- AP, — stratno$¢ zastepcza dla maksymalnej wartodci indukcji w zgbach stojana,
mj, m, — masa jarzma i z¢béw rdzenia. S '
Podana zalezno$¢ nie uwzglednia strat w pakiecie rdzenia silnika wskutek zwaré migdzy-
blachowych oraz wskutek prasowania, a takZze wzrostu stratnogci materialu wprocesie
toczenia. _ B '

Stratnoé¢ przy przemagnesowaniu obrotowym warunkowana jest rzeczywistym polem
wystepujacym w jarzmie silnika. Mozna ja obliczy¢ w uproszczony sposéb korzystajac
ze stratnodci przy przemagnesowaniu osiowym dla amplitud sktadowych indukcji promie-
niowej i stycznej rozktadu pola obrotowego lub wyznaczyé metodg eksperymentalna’ dla
probki pierécieniowej w specjalnym urzadzeniu pomiarowym [3]. B

Stratnosé zastgpcza jest uSredniong stratnoscia przy przemagnesowaniu osiowym
uwzgledniajaca fakt jednoczesnego przemagnesowania osiowego materialn zebéw w réz-
nych kierunkach przy zalozeniu tej samej amplitudy indukcji przemagnesowujacej (jak
wynika z pomiaréw dla rdzeni anizotropowych réznice w wartodciach indukcji maksymalnej
w zgbach na podzialce biegunowej sa kilkuprocentowe). Stratno$¢ zaste¢pcza mozna
wyznaczy¢ w wyniku scatkowania funkcji stratnogci katowych Ap = f(«) przy indukcji
B,, = const. wedlug zaleznosci ' -

_Z;
2
ap = = | plo)da, - (13)
0

gdzie: : .
~a—kat okreslajacy kierunek przemagnesowania wzgledem. kierunku walcowania
blachy. o ' '

Podane granice calkowania wynikaja z okresu zmiennoéci wlasnodci ‘anizotropowych
ferromagnetyk6w réwnego 7z radiandw. , S

W pracy [4] podano charakterystyki i tablice wspdlczynnikow pozwalajacych okreslié
dla zadanej indukcji wartoéci stratnosci przy przemagnesowaniu obrotowym i stratnoéci
zastepczej. Bezposrednia ekstrapolacja podanych wartosci stratnodci przy przemagnesowas-
niu obrotowym na obwody magnetyczne innych silnik6éw, powinna uwzgledniaé zblizonosé

12 Rozprawy Elektrotechniczne 3/87
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geometrii tych obwodéw do geometrii obwodu badanego, gdyz jak wykazano, charakter
przemagnesowania obrotowego wyraznie zalezy od wymiaréw jarzma i jego wysokosci.

Stratno$¢ zastepcza potrzebna do obliczania strat w zebach jest wyznaczana w sposob
obliczeniowy na podstawie stratnosci katowych z aparatu Epsteina przy przemagnesowaniu
osiowym. Tak wyznaczona stratnoéé moze by¢ stosowana do obliczed strat w zebach
niezaleznie od ich wymiaréw geometrycznych. Przy braku katowych charakterystyk
stratnoéci potrzebnych do wyznaczenia stratnoéci zastepczej mozna, dla blach elektro-
technicznych o niewielkiej anizotropii (Fe64.50, Ei60), przyjmowa¢ do obliczen strat
w zebach zblizona co do wartoéci, stratnos¢ wyznaczong aparatem Epsteina dla prébek
mieszanych.

7. WNIOSKI

1. Metoda zastepczego schematu reluktancyjnego pozwala na wyznaczenie rozkladu
indukcji w poszczegSlnych elementach obwodu magnetycznego trdjfazowych silnikow
indukcyjnych wykonanych z blachy izotropowej i anizotropowej. Reluktancje zast¢p-
czego schematu musza by¢ wyznaczone z uwzglednieniem zjawiska nieliniowosci

. i anizotropii- magnesowalnosci blachy elelgtrotechnipznej. , ‘ B

9. Zastosowana siatka reluktancyjna pozwala na wyznaczenie rozkladu przestrzennego

 pola magnetyczneso.podszas bieg iatoweg,silpiks pray r6znym waejemaym polozeniy

2O S10ADA A, WiTnika,. & fakze iy Aovolnym syiuowaniu kizywej Rrzcplyyy na
.obwodzie stojana. Prad magnesujacy, ktory jest wymuszeniem strumienia ,maggg‘:tycziieéo

. moze mie¢ przebieg sinusoidalny lub odksztalcony. o T k

3. Zastosowanie w budowie rdzenja, tréjfazowego, silnika indukeyjnego blachy o wias
nosciach anizotropowych powoduje asymetrie rozkladu indukcji magnetycznej (ampli-
tudy i ksztaltu) na poszczegélnych podziatkach biegunowych. Asymetria ta jest tym
wieksza im wigkszy jest stopien anizotropii magnesowalnosci blachy oraz im wigksza
jest liczba biegundéw maszyny.

4, Anizotropia magnetyczna blachy elektrotechnicznej powoduje generowanie w silniku
dodatkowych harmonicznych indukcji w szczelinie powietrznej (harmoniczne anizotro-
powe), co moze byé przyczyna dodatkowych zjawisk pasozytniczych.

5. Anizotropia magnesowalnosci blachy powoduje wzrost wartosci pradu magnesujacego
w poréwnaniu z silnikami z rdzeniem wykonanym z blachy izotropowej o tej samej
magnesowalnosci jak blacha anizotropowa dla kierunku zgodnego z kierunkiem walco-
wania.

6. Jezeli anizotropia magnesowalnosci blachy A B,s > 0,1 T to klasyczne metody obli-
czania obwodu magnetycznego nie pozwalaja na dostatecznie dokladne obliczenie pradu
magnesujacego i rozkladu indukcji w szczelinie. Wtedy obliczenia nalezy wykonywacé
innymi metodami np. metoda elementow skoficzonych lub metoda siatki reluktancyjne;.

7. Pole obrotowe w izotropowym jarzmie silnika indukcyjnego ma ksztalt zblizony do
elipsy. Udzial sktadowej promieniowej indukecji w obrazie pola jest zalezny od wymia-
réw geometrycznych i wysokosci jarzma.

8. Anizotropia blachy elektrotechnicznej znieksztalca eliptyczny obraz pola obrotowego
w jarzmie silnika powodujac wzrost sktadowych indukcji w kierunku latwego magne-
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sowania. Odksztalcenie zwigksza sie ze wzrostem anizotropowych wiasnodci blachy
i jest juz widoczne przy blachach niskokrzemowych (np. Ei60 i EP14) stosowanych
w budowie rdzeni silnikéw indukcyjnych. Anizotropia magnetyczna powoduje wahania
skladowej promieniowej i stycznej indukcji w rozktadzie wzdtuz podziatki biegunowej
silnika. .

W obliczeniach strat podstawowych w rdzeniu silnika indukeyjnego, przy anizotropii
stratnosci blachy 4,5 wickszej od 10%, powinno si¢ korzystaé ze stratnodci przy
przemagnesowaniu obrotowym do. wyznaczania strat w jarzmie zaréwno dla blach
izotropowych jak i anizotropowych oraz ze stratnosci zastgpezej do wyznaczania strat
w zgbach.
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T. KOTER J. ANUSZCZYK Z. RUTKOWSKI

FIELD DISTRIBUTION. ANALYSIS IN THE MAGNETIC CIRCUIT OF AN INDUCT TON MOTOR
INCLUDING THE MAGNETIC ANISOTROPY OF ELECTRICAL SHEETS

Summary

The paper presents selected results of an analysis of the magnetic field distribution in the magnetic
circuit of an induction motor made “of anisotropic electrical ‘sheet. The tangent and radial components
of the flux density in particular magnetic elements of a motor are obtained by means of the reluctance
network model. It is found that a rotational magnetization appears in the motor armature core depending

-on geometrical and magnetic properties of the latter. The effects of the magnetic anisotropy of electrical

sheet on the flux density distribution, the magnetizing current and power losses in the core of induction
machines, are presented.

T. KOTER, J. ANUSZCZYK, Z. RUTKOWSKI

ANALYSE DE LA REPARTITION DU CHAMP MAGNETIQUE DANS LE NOYAU DU MOTEUR
A INDUCTION EN CONSIDERATION DE L’ANISOTROPIE DE LA TOLE

Resume

Dans l’artlcle on a presente les resultats choisis -des -essais de. la repartltlon du champ magnethue
dans le noyau du moteur A induction fait en tdle; .magnétique.anisotrope: Appliquant la méthode du réseau
de réluctance equlvalente au circuit magnétique du moteur, om.a-déterminé-la répartition- de-la composante
tangenteet.radiale.de Linduction magnétique. dans tous,les: eléments partlcuhers du circuit: On a demontre

de la tole sur le caractére et la répartition de Pinduction magnethue ainsi fque sur’ >le courant magnétxsant
et les pertes; dans le fer de la machine .4 induction. e . £ :

anaty

VTR E AV TRE i b ALY G

T. KOTER, J. ANUSZCZYK z. RUTKOWSKI

ANALYSE DER FELDVERTEILUNG IM MAGNETISCHEN KREIS FINES
INDUKTIONSMOTORS UNTER BERUCKSICHTIGUNG DER ANISOTROPIE
DES ELEKTROBLECHES '

Zusammenfassung

In der Abhandlung werden gewihlte Untersuchungsergebnisse im Bereich der Verteilung des magne-
tischen Feldes eines aus anisotropem Elektroblech hergestellten Induktionsmotors dargestellt. Unter
Anwendung der Relaktanznetzmethode hat man die Tangential- und Radialkomponenten des Feldes in
den einzelnen Elementen des magnetischen Kreises des Motors bestimmt. Es. wurde nachgewiesen, dass
im Statorjoch eines Induktionsmotors eine Umdrehungsiibermagnitisierung auftritt, die von den geome-
trischen Ausmassen, und magnetischen Eigenschaften des Kerns abhéngt. Es wurde auch der Einfluss
der magnetischen Anisotropie des Elektrobleches auf den Charakter und die Verteilung der Induktion
sowie auf den Magnetisierungsstrom und die Keraverluste einer Asynchronmaschine dargestelit.

T. KOTSP, 1. AHYIIUK, 3. PYTKOBCKH
. AHAJIU3 PACHPE,]IEJIEHI/IH II0JIsI B MAI‘HI/ITHOM KOHTYPE ACHHXPOHHOI'O

OBUTATEJISA C YUETOM AHM3O0TPOITNN BJIEKTPOTEXHI/IIIECKOI/I CTAJIA
Pegome

TIpeAcTaBieHsI M3GPAHHbIE PE3YJBIATHL HMCCICHOBaEMi B OGNACTH PACHPENETCHUS MATHUTHOTO
HOif B KOHTYpe ACHHXPOHHOTO JBWIATENs HSCOTOBJEHHOTO W3 AHMSOTPONHON JITEKTPOTEXHIIECKOR
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CTajIy. I—IPI/IMCHHH METOHA SKBUBAJIECHTHON CXempl MarHUTHBIX COHNPOTHBJICHUI OIIPEAEIICHBI TaHT'C€HITHO-
HANbHBIC ¥ pajguaJIbHbLIC COCTaBISAIOLIE HHAYKITMY B OTHCHBHBLIX 3JIEM

€HTaX MAarHUTHOTO KOHTYpa JBH-
rarens. Jokasano,

110 B COMHKE CTaToOpa JBHTATENS CYILECTBYET BDAILATEBHOE IIepeMaTHHYKBaHNeE,
XapaKIep KOTOPOTO 34BHCHT OT IFEOMETPHYECKUX ¥ MATHHMTHBIX TapamerpoB cepaeuHuxa. Kpome toro
HPEACTABIICHO BIMSNUE MarHMTHON AHH30TPOHHH 3JIEKTPOTEXHIUECKOH CTAITY Ha X3
JICHUE HHAYKUHUYE B BOSAyLIHOM 3a3ope,
ACHHXPOHHOI'O JBUTATEIIS.

PaKTep M pacIpefie-
Ha HAMBrHIYUBAIOIME TOK a TAIOKE Ha HOTEPH B CEpHEUHMKE
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Narastanie temperatury w trapezowych pretach uzwojert klatkowych
wirnikéw silnikéw indukcyjnych przy zmieniajacej sie skutecznosci
przejmowania ciepla z pretéw przez rdzefi wirnika

JADWIGA PLOSZYNSKA, RYSZARD RUT (Rzeszow)
Zakilad Maszyn Elektrycznych, Politechnika Rzeszowska

Otrzymano 1986.09.26

W pracy przedstawiono analize nagrzewania preta trapezowego silnika indukcyjnego
klatkowego z uwzglednieniem oddawania ciepla do pakietu blach. Temperature pakietu
przyjeto stala i réowna temperaturze poczatkowej. Przeanalizowano takze wplyw szerokosci
szczeliny powietrznej migdzy pretem a pakietem blach na skutecznoéé przejmowania ciepla
przez zgby wirnika. Uzyskane wyniki obliczen przedstawiono na rysunkach.

1. WSTEP

W wyniku analizy adiabatycznego nagrzewania pretow trapezowych [7] w stanie
zwarcia silnikéw indukeyjnych stwierdzono, ze w efekcie duzej szybkosci narastania,
temperatury w obszarze przekroju preta uzyskuja znaczne wartosci juz po kilku sekundach
nagrzewania. Uzyskiwane warto$ci temperatur, ktorych rozklad celem poréwnania zamiesz-
czono na rys. 3, 4, w praktyce konstruktorskiej s3 mato przydatne ze wzgledu na daleko
upraszczajgce zatoZenia jakim jest przyjecie braku Jakiejkolwiek wymiany ciepta migdzy
pretem a pakietem. Uzasadnione jest zatem przeprowadzenie analizy nagrzewania preta
trapezowego w warunkach bardziej zblizonych do rzeczywistych. W pracy podjeto probe
wyznaczenia rozktadu temperatury w precie trapezowym wzdtuz jego wysokosci z uwzgled-
nieniem oddawania ciepta do pakietu. Ponadto przeanalizowano wplyw szerokoéci szczeliny
powietrznej, wynikajacej z luzu miedzy pretem a pakietem, na skutecznosé przejmowania
ciepla przez pakiet blach wirnika przyjmujac staly wartosé szczeliny na calym obwodzie
preta.

2. MODEL MATEMATYCZNY WYMIANY CIEPLA POMIEDZY PRETEM
A PAKIETEM

Analize nicustalonego stanu cieplnego w glebokoztobkowym precie trapezowym
przeprowadzono w ukladzie wspétrzednych biegunowych przy nastepujacych zatozeniach:
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pakiet .

n ukladem. wspoirzednych

— pret o przekroju trapezowym zastapiono zbieznym wycinkiem pierscienia (rys. 1);

— problem ograniczono do zagadnienia- plaskiego W Zobkowej czesci preta;

— pominigto istnienie klina blokujqéego pret w Zlobku; _

— pominigto wplyw oddawania ciepla przez prety poza pakietem oraz przez pierécienie
Zwierajgce; : S - : : :

— przyjeto stala warto$é temperatury. pakietu z¢ba i réwng temperaturze otoczenia —
T, = const = T; : ' :

— uwzgledniono wplyw narastajgcej temperatury na rozkiad zrédet wzdiuz wysokosci
preta. , R R :

Réwnanie przewodnictwa w przyjetym ukltadzie wspélrzednych ma postac

T _ dy [@T 10T 1 2T] plrT)
or* ?T+ r2 Op?

T Cuom CnOm

s ey
w ktorym: - .
Am — przewodnosé cieplna wlasciwa materialu preta,
¢, — cieplo wilasciwe materiatu preta,
om — gesto$¢ materiatu preta,
p,(r, T)— straty w jednostce objgtosci preta

po(r, T) = /2, Tha(T) @

o(T) — rezystywno$¢ materialu preta,

oM = eo+eaD, ®
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J(r, T)— rozktad skutecznej gestodei pradu. preta,

o, T) = ]/(Ccvo’sy).-l—chos 8?4 (Csiny + Dsin )2

, (4)
V2
I T V ch2k(r=R,)—cos2k(r—R;) )
Zr@ ,/_RT}T Ch2k(R1 _R2).—0032k(R1 —Rz) ?
p_ VZhk ch2k(r=R,) +cos2%(r—Ry) )
B OVR.r ¢h2k(R, — R;)—cos2k(R, — R,) ° ,
k=]/L"'°';” o de
=V o o (40)
Y= @3—g,, (4d)
= gutga— 7, | (4¢)
o COSk(r—R,)shk(r—R;)
P A k-~ R, )b (=R, (46)
7 = k(R ~ Ry)ch R (R, =R, ° Ce)
. sink(r— R,)shk(r—R,)
Pe = O oSk (—Ry)ohA(—R.) - (4h)
Poczynione zaiozenia narzucaja warunki brzegowe (5a—d)
oT .
j'm_a* = O‘m(T;n_‘ TO) (521)
r lr=Ry .
aT /‘lef e :
B2 Wty wiC D) | (5b)
or -
- ﬂ'm“ =0 5S¢
99 |o=o ©o)
or Aes
_Zm'b?(p=% = y (Tm—TO) (Sd)
oraz warunek poczatkowy (6)
T, 0) = Tp. ©)

Biorac pod uwage, ze grubosé preta jest niewielka i znacznie muniejsza od jego wysokoséi;
mozna usrednic rozkiad temperatury na szerokosci. Calkujac zatem réwnanie ( 1) wzgledem

zmiennej katowej otrzymuje si¢

(] @

2 2
_2_ 3Td _ if A 82T+
& p T g Lomom \ O

1 0T 1 &T\ pr. T
)+p(r )}dqy

c"! Qm

™
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a po przeksztalceniach mozna je doprowadzi¢ do postaci (8)

AT (aZT L_"’E) 1 dm 2 (_31 , o7 ) Pl T) g
3t CmOm \Or* 1 Or dplP=5 0P -0 + CnOm ®)

Uwzgledniajac warunek brzegowy (5¢, d) w réwnaniu (8) otrzymuje si¢ wynikowa
postaé réwnania przewodnictwa (9) '

T Ao (32T 1aT) 2y

= oz " r or

r? CpuOm O

_ iy 2o T) _
cmemrz@y(T To) + CnOm ©)

Ot CnOm
gdzie:
Aoy — efektywna przewodno$§¢ cieplna szczeliny powietrznej,
y — warto$¢ kata odpowiadajaca szczelinie powietrzne; dla danego promienia [6]

/8 18 8 8
y-]/-s‘f??‘?l/ NG (10

8, — szezelina powietrzna.

Réwnanie (9) wraz z warunkami brzegowymi (5a, b) oraz warunkiem poczatkowym
(6) opisuje przebieg narastania rozktadu temperatury wzdtuz wysokosci trapezowego preta.
w stanie zwarcia silnika.

’ ' - »}51?;:;\ RN T
3. ALGORYTM OBLICZEN: NAGRZEWANIA .PRETA TRAPEZOWEGO

Do wyznaczenia rozkladu temperatury wzdtuz wysokoscl preta w czasie rozruchu
wykorzystano EMC. Réwnanie rézniczkowe (9) rozwigzano metoda przyblizona, réznic
skoficzonych, oparta o procedure poéiednia ze wstecznym czasowym ilorazem réznicowym.
Wyrazenia okreslajagce pochodng pierwszego i drugiego rzedu zastapiono korzystajac
z centralnego ilorazu réznicowego.

Odpowiednie pochodne daja si¢ zatem zapisa¢ w postaci (11), (12a, b)

oT  TH-Tt! '
2N, ()
oT _ Tii—T¢
ENCE NG (122)
62 ' on__ on__n
Z’ - 2 _(Tz—l Tl Tl+l Tl ) (12b)
or At A Al JANS?

gdzie:
At — dlugos¢ kroku czasowego,
AFy, ATy — Przyrost promienia,
Tr — temperatura i-tego wezla (i = 1, 2, ..., M) jednowymiarowego obszaru
w n-tym kroku czasowym (n = 1,2, .., N).
Podstawiajac (11), (12a,b) do (9) otrzymano po przeksztalceniach réwnanie wezlowe

(13)
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auAt 2a,At . 2a, At 2% s At ) .
<(A"1+A"2)"i (Ar+Ar)AR )T'_1+(1+ A"1A"2+ CnOm POy, i+
2a., At a. At . At _ 2.5 At
—( (An+Ar)Ar, -!__(Arl'f‘A”z)"i )THI B CQOPUi_'_Ti + CnQn 7O, To (13)
przy czym
Ao
a, = —2,
CnOm

Dla przeanalizowania rozkladu temperatury wzdhiz wysokosci preta trapezowego,
w dowolnej chwili czasowej przygotowano w oparciu o (Sa, b) oraz (13) uklad réwnan
(149) = (18) (rys. 2)

Rys. 2. Plaski model preta 'tfap620wego z obranymi punktami wezlowymi

— dla i=1
r_l = R2
Z’map ﬂ'efArl
n __ n .
= st an B s v A o (19
— dlai=2
Py = Ry— AR
N 2a, At ) ( 2a, At 22 At )
- T+ |1+ + —
( (Ar+Ar)ra  An+Ar)Ar |71 AFAT:  Cnont3Oy, |72
: 2a, At AN ) At A AL
_ f T = » +Tn—1+ ef" T ; 15
( (A"1+Ar2)Ar2 B (Arl +AI’2)I‘2 3 cm@m p 2 2 CQO"5972 ° ( )
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—dlai=3-(M-2)

AL = AP

ry=rioi—Ar ) i

2a, At

205 At

2
A2

CnOml OV

)T{'+

( an At
an At

PN T
NG )Ti“‘

2AFI
—( AT

—dlai=M-1

-1 = Fm-2—

amAt

Un AT .
2AFRF; )T

A"zl

vl =

+(1+
At

Om

cm

2a, At

pvt+T£l—l+

(

245 At

(Ar+Ar)ru— B (ArL+Ar) AT

ZdMAt

I

His

bYWy

CmOm?107:

AL AT

NG

(16)

(e ]

2a, N\t +

\TM—:—

cm@mrM—ig'YM—-l /

zz'efAt

+
+ ATr)AN ) (A +Ar2)rm-1

Ty

NI
Cm -Pobt—1

—dlai=M

rM=

- }“m+amArl

Cot g .
F T+
ey d A__g'

m ST
HEL

i B ol
! oo\ et

-1~ AN

Am

TM-"I"‘I’TR{

- 3
CnOmi 3~ 10VMm-1

P RN

= 4 aMA‘ri‘"
}‘m_ AmAT1

-

(17

(18)

Uzyskany uktad réwnafi weztowych jest ukladem liniowym, ktéry mozna zapisaé w postaci

réwnania macierzowego

(19)
[a1x(7]

=71

W réwnaniu (19) [ 4] jest macierza stalych wspolczyanikéw o wymiarze

(20)

Aau a2 0
az; Gz azs
0 asz Q33

[A]= 0 el a“..l a“
0 ... ay-2M-3
0o ... ... 0
[0 .. .0

0 ... .0
0 e 0
[/ZVN .0

Qi+ . 0

ap-a2mM-2 GM-2M-1 0
ay-1m-2 Oq—-1M-1 OM-1M

0 aym~1 Aum

19)
M x M postaci

(20)

[W] = col[w:] stanowi macierz wymusze o elementach bedacych funkeja narastajacej
temperatury, [T] = colf T} jest szukanym rozkladem temperatury preta.
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4. WYNIKI OBLICZEN

Obliczenia krzywych nagrzewania przeprowadzono dla preta trapezowego wirnik
silnika klatkowego typ SZJc 196 Ex 320 kW, 6000 V dla nastepujacych danych:

2200
op T,
2000 . - 7 /2./ e
e K
‘ : e // L —
o A7 ==
1400 B ~ 4
1\12[70 "// — 1 —
: — ]
b 1000 // =T
_ 4 /,—-—/ 5
800 &
600 V/ —
| =" /)
400
200 d
00 5 v 75 20 2% s 30
t—>

Rys. 3. Krzywe nagrzewania gornej warstwy preta trapezowego przy zalozeniu: 1 — nagrzewania adia-
batycznego, 2 — 8, = 1 mm, 3 — 8, = 0,5 mm, 4 — &, = 0,1 mm, 5 — 6p = 0,05 mm, 6 — §,= 0,01 mm

2200
o¢
2000
1800 1_\/‘/
1600 P4
/] L
- 2
! \ Zal-
1 0 /
? 1000 /
800 A | M
m Z d=dlu =
400 /'Z/ ] \o
6
200 Z 2 -
5 5 v B 20 25 sa
t—

Rys. 4. Krzywe nagrzewania dolnej warstwy preta trapezowego przy zalozeniu: 1 — nagrzewania adia-
batycznego,2 — 6, = 1 mm, 3 — &, = 0,5mm, 4 — J, = 0,1'mm, 5 — §, = 0,05 mm, 6 — §, = 0,01 mm
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I, = 5848 A 0o = 0,17510"7 Qm
b= 6,67 107> m A =372Wm K™

b, =2 10‘5 m | Cy =419 Ws kg™t K!

h=6510"*m 0 = 8900 kg m~3

ey = 0,03 Wm™ K! o,=30Wm?2K!
To =20C

Szerokosé zastgpezej szczeliny powietrznej wynikajacej z luzu miedzy pretem a pakietem
zmieniano parametrycznie, przyjmujac jej wielko$¢ réwnag:

073
80

m | I

T
70 t=00s —T—t=10s : t=0s
i 60

| - 50
|

f ‘,’T’4D
k8

A o et e A IR AP AR I B PR 1 “

0 50 100 150 200 250 Am? 300

j —3
Rys. 5. Wplyw nagrzewania preta na rozklad gestosci pradu wzdluz jego wysokosci bez uwzglednienia
przejmowania ciepla przez pakiet 7gbow

x70-3

T T T
70 t=20s t=10s t=0s

; g

\ 60 o

50

tio Va

< 30

20

10

A 0

] 50 100 150 200 250 A/m? 300

j——

Rys. 6. Wplyw nagrzewania preta na rozklad gestosci pradu wzdluz jego wysokosci przy zalozeniu szero-
kosci zastepczej szczeliny powietrznej 6, = 0,01 mm



Tom XXXIII — 1987 Narastanie temperatury w trapezowych pretach... 783

0,y = 1 mm

j 0,2 = 0,5 mm
0,3 = 0,1 mm
0,4 = 0,05 mm
8,5 = 0,01 mm

Wyniki obliczen przedstawiono na wykresach (rys. 3, 4). Jednocze$nie wykonano
obliczenia rozkladu gestosci pradu wzdhuz wysokoséci preta w chwili poczatkowej (¢ =
= 0 s) oraz po czasie nagrzewania ¢ = 10 s i t = 20 s przy zalozeniu adiabatycznego
przebiegu nagrzewania (rys. 5), a takze z uwzglednieniem wymiany ciepta miedzy pretem
a pakietem przy szczelinie zastgpczej d, = 0,01 mm (rys. 6).

5. WNIOSKI

Przyjety model termokinetyczny stwarza mozliwosci analizy wplywu skutecznosci
przejmowania ciepta przez pakiet zgboéw przy jednoczesnym uwzglednieniu wplywu nara-
stajacej temperatury na zmiang rozktadu Zrédet ciepla wzdtuz wysokosci preta podczas
nieustalonego procesu nagrzewania glebokozlobkowych trapezowych uzwojen klatkowych,
Rezultaty obliczefi (rys. 3, 4) dla danych jak w p. 4, przedstawiaja przebiegi czasowe
narastania temperatury dla gérnej i dolnej warstwy preta przy braku wymiany ciepla
z pakietem ngéw (krzywa 1) oraz przy uwzglednieniu przejmowania ciepla przez pakiet
z¢bdw o stalej temperaturze dla parametrycznie zmieniajacej sie szerokoéci zastepczej
szezeliny powietrznej (luzu) miedzy pretem a pakietem (krzywe 2—6). Przebieg nagrze-
wania preta jest zalezny od zmieniajgcego sig¢ pod wplywem temperatury rozkladu
wzdhuz wysokosci preta, strat cieplnych wywotanych zmieniajacym si¢ w miare nagrzewania
rozkladem gestosci pradu (rys. 5, 6). Efekt ten jest widoczny w krzywych nagrzewania
warstwy goérnej preta (rys. 3).

Z uzyskanych wariantéw obliczefi przy takiej samej wartosci przeplywajacego przez
pret skutecznego pradu, widaé wplyw grubosci szczeliny miedzy pretem a pakietem zebow
na osiggane temperatury w precie. Wraz ze wzrostem dopasowania preta i Ztobka obnizaja
si¢ temperatury preta wskutek powiekszajacego si¢ stopnia przejmowania ciepla przez
pakiet zebdow.

Praktyczne mozliwosci wykorzystania przedstawionej metody do obliczer temperatury
pretow trapezowych musza by¢ poprzedzone ‘okresleniem przedziatu zastgpezej szczeliny
powietrznej migdzy pregtem a pakietem na drodze eksperymentalnych badaft modeli ciepl-
nych ukladu pret-pakiet. Celowos¢ tych badan uzasadniaja znacznie rézniace si¢ wartosci
osigganych temperatur dla dwu skrajnie przyjetych zastepczych szczelin powietrznych
(rys. 3, 4; krzywe 2 i 6).
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WA W N

J. PEOSZYNSKA, R. RUT

TEMPERATURE RISE IN TRAPESOIDAL RODS OF SQUIRREL-CAGE WINDINGS
OF INDUCTION-MOTOR ROTORS WITH VARIABLE EFFICIENCY
OF THE HEAT DISSIPATION FROM ROD TO THE ROTOR CORE

Summary

The author makes an analysis of the temperature rise of a trapesoidal rod of an induction squirrel-
cage motor, taking into account the heat dissipation in the sheet stack. Tt is"assumed that the sheet stack
fermperature'is ‘Gonstant'anid equalling ‘the initial temperatire. The influence-of the dimension‘of the-airigap
bétween the rod and sheet!stack ‘on- the efficiency’ of “heat'adsorption by therrotor: teeth; is considered: The
results;ebtained . are; shown incfiguges. .« . v iy nean G R L e snadian gisilnan

BHADID VIR W Hak 0 YAl Sigi{ eedld

]

_ - | 3. PLOszYNSKA, R RUT o :

ACCROISSEMENT DE LA TEMPERATURE DANS LES BARRE RES A SECTION TRAPEZOIDALE

DES' ENROUL EMENTS A ‘CAGE D'ECUREULL DES'ROTORS DES 'MOTEURS A INDUCTION

" LORSQUE L'EFFICACITE ‘D’INTERCEPTION “DE LA" CHALEUR -DES BARRES "
. PAR LE NOYAU DU ROTOR VARIE ,

Résumé

Dans la présente élaboration on'a présenté I’analyse de I'échauffement d’une barre & section trapezoi-
dale d’un moteur & induction & cage d’écureuil prenant en considération la transmission de la chaleur
au paquet de tdles. On a supposé la température du paquet constante et égale a la température initiale.
On a aussi analysé I’nf luence de la largeur de I’entrefer enire la barre et le paquet de téles sur Pefficacite.
Qinterception de la chaleur par les dents du rotor. Les résultats des calculs sont présentés sur les dessins.

J. PLOSZYNSKA, R. RUT .

TEMPERATURANWACHSEN IN TRAPEZSTABEN DER KAFIGWICKLUNGEN
VON INDUKSTIONSMOTORLAUFERN BEI WECHSELNDER WIRKSAMKEIT
DES WARMEUBERGANGES VON DEN STABEN IN DEN LAUFERKERN

Zusammenfassung

In diesem Beitrag wurde die Erwdrmungsanalyse eines Trapezstabes eines Induktionskifiglaufermotors
dargestellt unter Beriicksichtigung der Wairmeabgabe an das Blechpaket. Es wurde vorausgesetzt, dass
die Pakettemperatur konstant ist und der Anfangstemeperatur gleich. Auch der Einfluss der Luftspaltweite
zwischen dem Stab und dem Blechpaket wurde hinsichtlich der Wirksamkeit des Wirmeiiberganges an die
Liuferzihne analysiert. Die gewonnenen Ergebnisse wurden auf Abbildungen dargestellt.
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. INIOMKXHCKA, P. PYT

HAPACTAHME TEMIIEPATYPB] B TPAIIENEUTAJILHBIX CTEPKHAX BEJIWUULBUX
KJIETOK OBMOTOK POTOPOB ACMHXPOHHEBIX NBUTATEJIEY TP U3MEHSIOMIENCS
IPPEKTHBHOCTH ITPOHMKHOBEHNS TEILJIA OT CTEPXXHEHN K CEPIEYHUKY
POTOPA

Pesome

IlpencraBien 2Hamu3 HarpeBaHMA TPANEHeRAANIBHOIO CTEPKHA KIIETKH POTOPA ACHHXPOHHOTO JBH-
raresisa ¢ y4€TOM IEpeAadn TEINa IAKeTy Crain. Temmeparypy makeTa NPUHATO IIOCTOAHHON B PaBHOMR
HayanbHOW TeMmepartype. IlpoaHalmsmpoBaHo TAKIKe BIWSHUE MIKMPHHBI BOSLYIIHOTO 3a30pa MEXAY
CTEPXKHEM M NAKETOM CTaJK Ha 5((EKTUBHOCTD NPOHHKHOBEHNA TeIlIa B CEpIEUHMK poTopa. [lonyuen~
HbIE PE3YJIPTATEI PAacUeTOB IIPEICTABJICHE] Ha DHCYHKaX.
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Wplyw przejmowania ciepla przez rdzen wirnika na szybko$é narastania
temperatury w glebokozlobkowych prostokatnych pretach uzwojenia
klatkowego silnika indukcyjnego

RYSZARD RUT (Rzeszow)
Zaktad Maszyn Elektrycznych, Politechnika Rzeszowska

Otrzymano 1986.07.15

Uwzgledniajac w glebokozlobkowym prostokatnym precie uzwojenia klatkowego wplyw

. temperatury na straty wywolane poczatkowym rozkiadem skiadowej ustalonej pradu roz-

ruchu, przeanalizowano w stanie zwarcia silnika czasowy przebieg narastania rozkladu tem-

peratury wzdluz wysokosci preta. Analize ta prowadzono w ukladzie wspolrzednych prosto-

katnych z uwzglednieniem przejmowania ciepla przez pakiet z¢gbow dla parametrycznie

zmiennej grubosci zastgpczej szczeliny powietrznej (luzu) miedzy pretem a pakietem blach.
Zamieszczono przykladowe obliczenia.

1. WSTEP

Wystapienie nierownomiernego rozktadu strat cieplnych w zlobkowej czgéci glebokich
pretéow moze by¢ przyczyna niszczacego stanu naprezen [1]. WiaZe sie to z szybkoscig
narastania nieréwnomiernego rozkladu temperatury wzdhuz wysokosci zlobkowej preta.
Znaczacy wplyw na szybko$¢ narastania w czasie rozkladu temperatury w glegbokich
pretach uzwojen klatkowych ma skuteczno$¢ przejmowania ciepla przez pakiet zebow
wirnika, w czym istotny jest udziat szczeliny powietrznej wynikajacej z luzu migdzy pretem
a pakietem.

Dla stanu zwarcia silnika, analize nieustalonego nagrzewania pretow prostokatnych
z uwzglednieniem w przejmowaniu ciepta szczeliny powietrznej i pakietu zgbdw przedsta-
wiono w pracy. Uwzgledniono wplyw narastajacej temperatury na rozklad strat cieplnych,
ograniczajgc problem do zagadnienia plaskiego w Zlobkowej czgsci preta.

2. MODEL WYMIANY I OPIS MATEMATYCZNY
ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO

Model wymiany ciepla miedzy pretem i pakietem zgbow jest przedstawiony w ukladzie
plaskim wspolrzednych prostokatnych na rys. 1 i wynika z nastgpujacych zalozen:

13*
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Yi
bm b,
B Y
% %

Fe cull Fe

by h,
X3 % % %
v\l
—x 0\ . > Rys. 1. Model glebokozlobkowego prostokatnego preta
/¢, 7 w ztobku w ukladzie wspolrzednych prostokatnych

—

. Pomija si¢ odprowadzenie ciepla przez czgsci uzwojen poza pakietem.

2. Glebokosé zlobka jest réwna wysokosdci preta lacznie ze szczeling na dnie ztobka.

3. Szczelina powietrzna migdzy pretem a pakietem jest szczeling zastepcza, réwno-
mierng wzdhuz calej diugosci pakietu.

.'Rdzen nagrzewany Jest stratamli magnet 'cznym1 o staleJ wart‘osc1 objgtoscwwe_]

L30T

ako W na calej dlugosc prqta przy Jedna,kowej

L

6. @&plyw'fclep}ahvwfgbrzevpr@tamokreslemzastgpczynvwsp@lcz‘ymmkw rzejmowama
7. Uwzglediiiono w analizie” wplyw narastajacej temperatﬁry na rozkiad zrodel ciepta
wzdhuz wysokosci preta.
W analizie oznaczono:
T.(y, t) — temperatura w precie,
T:(y, t) — temperatura w pakiecie z¢ba,
a,, — wspblczynnik przewodzenia temperatury dla miedzi

2’"!
ap = ———
CmOm
a; — wspblezynnik przewodzenia temperatury dla pakietu blach
Az
a; =
C:0z

Am — przewodno$é cieplna wlasciwa miedzi,

1; — przewodno$é cieplna wiasciwa pakietu blach,

A, — efektywna przewodno§é cieplna szczeliny powietrznej {2], [3],
¢ — cieplo wlasciwe miedzi,

c; — ciepto wilaéciwe pakietu blach,

o — Wspblczynnik przejmowania ciepla z miedzi,

«; — wspblczynnik przejmowania ciepla z pakietu rdzenia,
b,, — szerokos$¢ preta,

b, — $rednia szeroko$¢ zgba,

8, — gruboé¢ szezeliny migdzy pretem a pakietem,

Om — gestosé miedzi,
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0: — gesto$é pakietu blach,
gv: — objgtodciowe- straty magnetyczne w zgbie,
q,,,,,(T) — straty mocy w jednostce objetosci glgbokozlobkowego prostokqtnego preta
[3]. gdzie: , :

qom(T) = o(T)J*(T, y)
o(T) = eo(1+aAT)

J(T )_ Lom k(T)]/Cth(T)y+0052k(T)y

ch2k(T)h—cos2k(T)A
= VW

o = 4w 1077 [Hm™1]
o = 2xnf
Jf— czestotliwo$é pradu preta,
o(T) — rezystywno$é miedzi,
I, — amplituda skladowej ustalonej pradu zwarcia w precie klatki.
Przy powyzszych zalozeniach i oznaczeniach wymiang ciepla w ukladzie pret-pakiet

(rys. 1) opisuja réwnania przewodnictwa (la, b) z warunkami brzegowymi (2) i warunkiem
poczatkowym (3)

ang,t) _ am[ azz’g,g, 1) % az%zy’ ,)] ,qug) ”
arz.gyt, n _ ai[ 321;,.3, 1) aZT(y, ) czgz (1b)

T %;O =0 | (2a)
| = ey~ Ti) e
s I TR Y R o

zaa_f; =0 | e
ﬂm*%ly;ly:ap = %’ [Tn=0— Tipmo)l : (2¢)
oL ' = BTy~ To] )

2 33? . = &[Tz y=np— To] | (28)

T,,_|=T ' (2h)

T(X,J’,O)=To (3\,
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Uwzgledniajac jednowymiarowe wypieranie pradu oraz realne wymiary grubosci
preta i blach zeba, mozemy usredni¢ temperatury na szerokosci preta i zgba, co nie wpro-
wadzi uszczerbku w prowadzonej dalej analizie. Zgodnie z przyjetymi oznaczeniami
jak na rys. 1, catkujac rownanie (la) w granicach od 0 do x, i uwzgledniajac (2a—d)
oraz ze 2x, = b,, oraz calkujac réwnanie (1b) w granicach x, do x; i uwzgledniajac,
7e 2(x3—x,) = b;, réwnania (la, b) upraszczaja si¢ do postaci (4a) i (4b), ktére tacznie
z warunkami brzegowymi (2e—h) oraz z warunkiem poczatkowym (3) opisuja nicustalony
stan cieplny w ukladzie glebokozlobkowy pret-szczelina powietrzna-pakiet zgba wirnika.
Wystepujace w réwnaniach (4a) i (4b) temperatury sa temperaturami $rednimi wzdiuz
szerokosci preta i pakietu blach zeba wirnika. Otrzymano w ten sposéb uktad dwu réwnan
opisujgcy wzdluz wysokosci rozkiad srednich temperatur w precie i pakiecie:

at m 3y2 Con O chmbm 617 [Tm(y: t)" Tz'(y: t)] (43)
aIwm(y, t) . 82T2(y: t) oz )"ep
G = Gy b a2 e T, ) =T, 0] @)

. 3. NAGRZEWANIE :GLEBOKOZLOBKOWEGO -PROSTOKATNEGO PRETA
W STANIE ZWARCIA SILNIKA PRZY UWZGLEDNIENIU- WPEYWU
TEMRERATURY, NA ROZKIAD, STRAT CGIEFLNYCH

Rozwigzanie poéta\\;vionego zagédnienia sprowadza sic do rozwiazania réwnan (4a)
i (4b) z warunkami brzegowymi (2e—h) i warunkiem poczatkowym (3). Dla rozpatrywa.
fiego przypadku réwnania (4a) i-(4b) sa réwnaniami o statych wspétczynnikach przewo-
dzenia temperatury z objeto$ciowymi wewnetrznymi zrédlami ciepla, ktérych wartosé
dla réwnania (4a) w dowolnym punkcie wysokosci jest uzalezniona od temperatury w tym
punkcie. Réwnania (4a) i (4b) rozwiazano metoda przyblizona, metoda réznic skon-
czonych, opartg o procedure posrednia (implicite) z wstecznym czasowym ilorazem rézni-
cowym [4]. Réwnania rézniczkowe (4a) i (4b) zastapiono ukladem réwnan weztowych,
w ktérym pochodng drugiego rzedu przedstawiono korzystajac z centralnego ilorazu
réznicowego. Rozwigzania ukladu réwnan poszukiwano w pasmie 0 < y < A, dla prze-
dziatu czasowego 0 < 7 < ;.

Zakladajac warto$¢ kroku roznicowego A/ oraz kroku czasowego I, odpowiednie
pochodne temperatury daja si¢ zapisa¢ w postaci roznicowej (5), (6), (6a)

oT _ AT _ Th—Ti*

N I ©)
PT AT _ 2 <T5‘+1—Tf+ 2:-"_1—T:°) ©
T AYE Al AR Al N
gdy Ahy = Al = AR
2 2 k 2Tk Tk
#T _ AT T, 2T,+T,_1, (63)

T A NG
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gdzie:
! — diugos¢ kroku czasowego; / = %

okredlona na podstawie wartoéci gorneJ przedzialu (0, 7> oraz liczby punktéw N

dziedziny czasu,
Ahy, Ahy, Ah— przyrost wysokoéei preta.

¥ .‘/AP
i=n i<
! A
Ahy | 3] zfz"'_z 2
| i=n3i=2n-T
T % by
dhol 7 4
A T TEIE ~
=z P F an B
2
/ - 3 2 P - > N \
-7 i | | | | | 2] >~
g 'l TR
NI | I
l ' |' sy | o | ,‘ [ l
| " i ;o (=5 Mli=nts ! f i | |
[ A I | a3 NG I
! : ' S S NS I :
2o 2 |
I‘ - Ah [A % =Nty Ah7 > |
- Zhy . ty {= 7] 5 - |
- 2 it 3 N
= 7 \\4hy ) NN
ZZ4 g 5L 1t
tn—i bt
z 0

t

Rys. 2. Siatka prostokatna rozpatrywanego obszaru o wspélrzednych przestrzenno-czasowych

Nakladajac na rozpatrywany obszar nieregularna siatke przestrzennego podzialu

(rys. 2), dla poszczegdlnych wezléw otrzymano réwnania wezltowe:
— dla miedzi w postaci (7)

i=1
Trl:ll - TO
i=2
epAhl f ke lmap k.
T Ot Ao Ay Tt T Imz = s g Tna = 0
i=3
2a,,l X 2a,,! 2051 "
NN AN (” I YN )Tm
261,"[ 2}Le / ml
e T T k “ T§n+3 = d TM3 ’

(Ah +Ah2)Ah2 Zm@mbm 511 cmem

@
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i=4-n-2) = (D
02— 2a,l 220l Nk Gnl oy
_ Ahz TE_ 1+(1+ Ahz + QOb 6 T,,,, Ahz T z+1‘+
_ ‘Zlepl k . =' qml Tk i.
cm mem 61; Zn+i cm@m mi >
=(@m-1)
2a,l 2a,l 220p!
— m T +(1+ LASSENET )T,’:,,, +
(Al + AR) ARy~ ™2 NV cmemb 6 !
2a,1 . 2lepl Th. | = Gm! TR
(Ah2+/_\.h1)Ah1 ™ CnQmbmOp " CuOm v
i=n '
)‘ ke r oCmAhl ‘ RN
Tty et e = g A T
— dla pakietu zgba w postaci (8)
i=n+1
Tll+1 = TO»
i=n+2 N
gl e -
c:0:b:0, M G ARG, I 6 A U
22050\ . 2al N A R
+ cz@zb 6 )Tzn+2 (6 +Ah1)Ah1 Tz‘n+3 _czQz +Tf"+2:
i nid L o
22,1 2a,1 . ( 2a,1
B ¢:0:b:0, T A+ AR AR Taeat |1+ Al AR
24! ) . 2a;l v 4zl )
+Tz‘9ibz'6p J7anes INIEININD Tinva = C:0; + T
i=n+4+2n-2) ®
22,51 " a:l ., ( 2a;l
- Cz'Qz‘bz-ap Tmi—-n Ahz th 1+ 1+ ]’l2 +
ZZGPI ke l k . qzl k—1.
+ cz'Qz‘bzap )Tz'i Ahz T zi+1 — CzQz +Tzz s
= (2n-1)
22l 2a;1 ( 2a;1
Lt e % e, 14—
60:5:8, T T (Al Ay ah, 2\ Ak,
220l N, 2a;1 g _ 4l )
c;0:0:0, )TZZ”—I_(Ah2+Ah1)A'I11 Tion = C:0z s
i=2 '
2 N
z z2n 1+T22n = - %Al

N Y AN
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Rys. 3. Krzywe nagrzewania gornej i dolnej warstwy prostokatnego preta
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Rys. 4. Narastanie w czasie nagrzewania przyrostu temperatury miedzy gorng i dolng warstwa prosto-
katnego preta
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Dla dalszej analizy utozono réwnania wezlowe (7), (8) dla danej chwili czasowej w poszcze-
g6lnych weztach preta i pakietu zgba. Uzyskano uklad réwnad, ktdry zapisujemy w postaci

réwnania macierzowego (9)

W réwnaniu (9) [4] jest macierza statych wspétczynnikow, [B] = col[b;] stanowi macierz.
wymuszedi o elementach bedacych funkcja narastajacej temperatury, za$ [T] = col[T3]
jest szukanym rozktadem temperatury wzdluz wysokosci glebokozlobkowego preta i zgba.

wirnika.

4. OBLICZENIA

Obliczenia przeprowadzono dla klatki silnika typu SZJc 196T Ex 6000 V, 320 kW.
Glebokoztobkowy prostokatny pret klatki w/w silnika w uproszczonym modelu Ztobka.

przedstawia rys. 1.
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1 0 0 0. “0 0 0 Tinst | | Pre
Apizntt Ieznez Ineon+30 oo Y 0 0 Tonv2 | | P
0 Anean+2 Ineant3 nsgrea 000 0 0 0 Tensa | | Pres
0 0 0 0 s+ Do 2292121 Q2n-12n| | Tz2n-1| | P2n-1
00 0 0w w0 0 A || Tan | |Ban

Dane do obliczen:

Iy = 7955 A
0=0,17510"7 m
h, = 6210~3m

g: = 0,17 10 W m~3
A = 372 W m~1 OK-1
Ccn =419 W s kg—1 °K-!
om = 8900 kG m~3
Oy = 30 Wm~2 %K~!
Ahy =110"3m
Aep = 0,03 W m~1 °K~1

o = 0,004°C-1
by =4510"3m
b; =4510"3m

A; = 56 Wm™! °K~!
c; = 461 W s kg—1 °K-!
0: = 7900 kG m~3
o; = 20 Wm~2 °K—¢
Ah, = 610-3m
Ty = 20°C
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Rys. 5. Rozklad temperatury wzdiuz wysckosci preta przy parametrycznie zmiennej zastepczej gruboscet
szezeliny miedzy pretem i pakietem po czasie nagrzewania ¢ = 30 s

Obliczenia wykonano przy przeplywie przez pret skladowej ustalonej pradu zwarcia dla

1rzech roznych szerokosm szczelmy mlqdzy pretem i pakletem nga

‘6p1—05mm 0,2 = 0,25 mm 63——01mm
f s E

ir -

5 WNIOSKI

Przngme do anahzy uproszczema w postam zast@pczej réwnomiernej szezeliny mlgdzy
" pretem. a pakletem blach, umozliwilo uzyskanie ‘wynikéw (rys. 3—5); ktére moga by¢’
przydatne w etapie projektowania i wykonawstwa glebokoztobkowych prostokatnych

" uzwojen klatkowych. Spodziewany efekt wzrostu przejmowania ciepta do pakietu zebow

w miare Zzmniejszania zastepczej szczeliny (tzw. luzu), dla rozpatrywanego w stanie zwarcia
nagrzewania uzwojenia wirnika silnika typu SZJc 196t Ex 320 kW, 6000 V, zaznacza sie
po 10 s. Po uplywie tego czasu grubos¢ szczeliny migdzy pretem a pakietem ma znaczacy
wplyw na szybko$é narastania rozktadéw temperatur wzdtuz wysokosci preta. Natomiast
zmiany grubosci szezeliny nie wplywaja w sposob zasadniczy na réznice w narastaniu
temperatury migdzy gérna a dolng warstwa preta. Uzyskane iloSciowe rezultaty pozwalaja
na istotne z punktu trwaloéci uzwojenia klatkowego uogoélnienia. Mozna stwierdzi¢ ko-
nieczno$é dokladnego dopasowania wszystkich pretéw i 7tobkéw (minimalny luz). W miare
jak najdokladniejszego dopasowania pretéw i 7tobkéw nalezy w pretach uzwojenia klat-
kowego oczekiwaé minimalnej wartosci temperatury przy minimalnej niesymetrii narastania
w czasie temperatury poszczegdlnych pretéw. Efekt ten pocigga za soba zminimalizowanie
sktadowych naprezen w uzwojeniach klatkowych wynikajacych z niesymetrii nagrzewania.
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R. RUT

EFFECT OF THE HEAT ADSCRPTION BY THE ROTOR CORE ON THE TEMPERATURE RISE
RATE IN DEEP-GROOVE SQUARE BARS OF AN INDUCTION-MOTOR SQUIRREL-CAGE
WINDING

Summary

Taking into account temperature effect in a deep-groove square-bar of a squirrel-cage winding on
the losses evolved by the initial distribution of the steady A.C. component, the temperature-rise/time
curve along the bar height of the motor in short-circuit state, is analysed. The analysis is made in the Car-
tesian coordinate system with regard to the heat adsorption by the tooth stack for a parametrically variable
equivalent air gap between the bar and the sheet stack. Typical calculations are quoted.

R. RUT

INFLUENCE DE L’INTERCEPTION DE LA CHALEUR PAR LE NOYAU DU ROTOR SUR LA

VITESSE D’ACCROISSEMENT DE LA TEMPERATURE DANS LES BARRES RECTANGULAIRES

A ENCOCHES PROFONDES DE L’ENROULEMENT A CAGE D’ECUREUIL DES MOTEURS
A INDUCTION

Résumé
Tenant compte de Pinfluence de la température sur les pertes causées par la répartition initiale de la
composante déterminés du courant de démarrage dans une barre & encoches profondes, on a analysé,
en régime en court-circuit du moteur, le déroulement temporaire de I'accroissement de la répartition de la
température le long de la barre. Cette analyse a &6 effectuée dans un systeme de coordonnées rectangulaires,
tenant compte de Pinterception de la chaleur par le paquet de dents, pour une grandeur suppléante para-

métriquement variable de I'entrefer ( jeu) entre la barre et le paquet de tbles. Un exemple de calculs a été -
présenté.

R. RUT

EINFLUSS DER WARMEUBERNAHME DURCH DEN LAUFERKERN AUF DIE
GESCHWINDIGKEIT DES TEMPERATURANWACHSENS IN RECHTECKIGEN
TIEFNUTSTABEN DER KAFIGWICKLUNG EINES INDUKTIONSMOTORS

Zusammenfassung

Indem man den Einfluss der Temperatur im rechteckigen Tiefnutstab der Kafigwicklung auf die durch
die Anfangsverteilung der stationdren Komponente des Anlaufstroms hervorgerufenen Verluste beriicksich-
tigte, analysierte man das Zeitverhalten des Anwachsens der Temperaturverteilung der Stabhshe entlang
im kurzgeschlossenen Zustand eines Motors. Die Analyse wurde im rechtwinkligen Koordinatensystem
durchgefiihrt unter Beriicksichtigung des Wirmetiberganges durch das Zahnepaket fiir die veranderliche
Stirke des Ersatzluftspaltes zwischen Stab und Blechpaket. Es werden Berechnungsbeispiele angefithrt.
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P. PYT
BJIMSIHUE ITPOHVKHOBEHVA TEILIA B CEPIEUHUK POTOPA HA CKOPOCTDH
VBEJIMUEHUSI TEMIIEPATYPBI B T'JIVBOKOIIA3HOM IIPSIMOVYI'OJIBHOM CTEPXKHE
OBMOTKH KJIETOUHOTI'O ACYHXPOHHOI'O OBUTATEJIA

Pesome

VYuursiBasg BIUAHME TEMIIEPATYpPhbl Ha IOTEPH, BHISBAHHBIC HayaJbHbIM PACHPEAECICHUECM COCTaBJIA-
I0led TOKa HycKa B rHyGOKOHaBHOM IPAMOYTOJIbHOM CTEPIKHE KJIETOUHOM OOMOTKH, IIPOAHATTU3UPO-
BaHA B PEXHME KOPOTKOTrO 3aMbIKaHUA ABHIATCIIA BpEMEHHAA CXeMa YBEJIMUEHUsI PACIIDEACIICHNUA TEM-
neparTypbl 10 BbICOTE CTCPIKHSA. 3TOT aHaIU3 IIPOBEOECH B npﬂMoyroanoi?I CHCTeMe KOOPOMHAT C YyUCTOM
TIPOHUKHOBEHHS TeENJla B CEPHEUHMK 1A IIapaMeTPHUCCKHA nepeme}moﬁ TOIIIl(I/IPibI OKBHWBAaJICHTHOI'O
BO3OYILHOI'O 33230Pa MY CTEPyKHEM U IIaKCTOM CTaslM. Hpe,uc'raBncm;I IIPHMEPHI PACUETOB.
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Modelowanie rozkladu pola elektromagnetycznego w magnetowodach
maszyn elektrycznych z uzwojeniem klatkowym

ANDRZEJ DEMENKO (Poznati)
Instytut Elektrotechniki Przemysiowej, Politechnika Poznariska

Otrzymano 1986.03.25

W pracy przedstawiono hybrydowa metode modelowania pola elektromagnetycznego
w maszynie asynchronicznej klatkowej z zahamowanym wirnikiem. Analizowano zjawiska
zachodzace przy wymuszonym przebiegu napieé zasilajacych uzwojenia stojana. Do opisu
rozpatrywanych zjawisk zastosowano model matematyczny' polowo-obwodowy. Model ten
zawiera rOwnanie opisujace rozklad wektorowego potencjalu magnetycznego oraz réwnania,
ktére jezykiem teorii obwodéw opisuja strukture polaczen uzwojen. Po zdyskretyzowaniu
przestrzeni i czasu réwnania te zastapiono ukladem réwnan réznicowych. Omowiono struk-
turg¢ modelu siatkowego do symulacji magnetowodu z uzwojeniem klatkowym i przedsta-
wiono procedurg¢ rozwigzywania roéwnani roznicowych przy uzyciu tego modelu. Podano
przyklad zastosowania opracowanej metody.

Wykaz wazniejszych oznaczen

| — dtugo$¢é magnetowodu,
Spq — pole powierzchni przekroju g-tego przewodu,
y — konduktywnosé, i
At— dhugos¢ kroku czasowego,
¢ — parametr wagowy,
4 — przenikalno$¢ magnetyczna,
@ — iloczyn diugoéci i wektorowego potencjatu magnetycznego,
[i]— wektor pradéw oczkowych, '
[i.] — wektor pradéw w galeziach,
[i,] — wektor pradéw w bokach zwojéw i pretach klatki,
[<] — macierz opisujaca polaczenie galezi,
[R,} — diagonalna macierz rezystancji bokéw Zwojéw 1 pretow klatki,
[R,] — wypadkowa macierz rezystancji uzwojenia i elementéw Zewngtrznych,
[R,] — macierz reluktancji statycznych,
[U.] — wektor napieé zewnetrznych zrédet zasilajacych,
[Uc] — wektor napigé galeziowych.
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[U,] — wektor napigé na bokach zwojéw,
[®,] — wektor wartosci funkcji @ w wezlach siatki dyskretyzujacej dla n-tej chwili cza-
sowej,
[}n] = ﬁ[X(t,,)] + (1 —"‘9) [x(tn— 1)]
(k) —numer kroku iteracyjnego.

1. WPROWADZENIE,

Analizujac zjawiska zachodzace w magnetbwodaéh maszyn elektrycznych o strukturze
walcowej mozna przyjaé, Ze wzniecane w nich pole magnetyczne jest plaskie. Wolno-
zmienne, plaskie pole elektromagnetyczne w izotropowym, niejednorodnym i nieruchomym
srodowisku nieliniowym opisane jest réwnaniem rézniczkowym czastkowym typu para-

bolicznego:

1{¢é¢ (1 o0 o (1 0@ oD

N NIRRT o

I \dx \p ox oy \u oy I ot
i jednoznacznie okreslone przez warunki brzegowe :i poczatkowe. Dostateczng doktadnosé
rozwigzania uzyskuje sig przyjmujac, ze ‘powierzchnia braegowa L, jest zewnetrzna po-
wierzchgia jarzma §tojana i ze na powierzehni tej wektor indukeji magnetycanej jest réwny
zeru. Qdpowiada. temu.zerowy warunek brzegowy.Digichletas, @(Lg).= 0w vuivns -

_Wyst@pujqcaapon\praw J‘L;stnoniecgréwnania;:(@ls) gestosC j; pradéw zewngtrznych zalezy

od napigé- U, na Bokach ‘zwojéw (pretach Klatki)s:- -~ 0 AR

Ju = y."?:,’zj’:.f. [T R et et D e

Napiecie to zwykle nie jest znane. Boki zwojow stanowig czg§é obwodéw elektrycznych
o strukturze zaleznej od polaczefi uzwojerl i rozmieszczenia srédet zasilajacych oraz dodat-
kowych rezystancji 1 indukcyjnosci zewnetrzaych, np. rezystancji i indukcyjnosci potaczen
czotowych. Przyjeto, ze obwody te sktadaja si¢ z galezi, w ktérych z kazdym bokiem zwoju
o dlugosci [ potaczona jest szeregowo, dodatkowa rezystancja R, i indukcyjno$¢ L, oraz
z galezi zawierajacych tylko elementy o stalych skupionvch. Réwnania Kirchhoffa dla
tych obwodéw mozna w formie macierzowe; zapisa¢ nastgpujaco:

103 = {iRa & ) B+ o) @a)

i) = Kl [ = KdTLL (U] = (KT (2.c,d,0)
Wystepujaca w tych zalezno$ciach macierz [£] opisuje strukturg polaczen galezi, a macierz
[k,] okresla, w ktérych galeziach znajduja si¢ elementy o stalych skupionych. Jesli w j-tej
galezi wystgpuja tylko elementy o stalych skupionych to wszystkie wyrazy j-tego wiersza
macierzy [k,] sa réwne zeru, natomiast gdy w sklad Jj-tej gatezi wchodzi p-ty bok zwojow
to w j-tym wierszu macierzy [ky] r6zny od zera i rowny 1 jest tylko wyraz p-tej kolumny.
Oznaczenia wystepujace w powyzszych zaleznosciach, przedstawiono na rysunku 1 i 2.
Rysunek 1 dotyczy uzwojefi ze zwojami polaczonymi szeregowo, np. w stojanie maszyny
asynchronicznej dwufazowej. Na rysunku 2 pokazano za$§ wycinek uzwojenia klatkowego.



